Hullamokroél altalaban: alaposszefuggések a harmonikus
hullamra. A Doppler-effektus

A harmonikus rezgés

Rezgések ¢s hullamok a fizikanak ¢és a miiszaki tudomanyoknak nagyos sok agaban
eléfordulnak, pl. a hangtanban. Ha egy gitar egyik hurjat festékpottyel megjeloljiik, a festett
pont is rezgést végez. A legegyszeriibb rezgés a (szinuszos) harmonikus rezgés. Ilyet végeznek
pl. szilard test atomjai egyensulyi helyzetiik koriil.

Akkor végez egy tomegpont harmonikus rezgést, ha ra egy erd hat, a rugalmas erd
erétorvénye: Fx=-Dx, ahol x az egyensulyi helyzettdl valo kitérés (ill. ha az erdk ereddje a fenti
rugalmas erd). Tehat ez egy visszahtizo erd, ami aranyos a kitéréssel, csak ellentétes

iranyu. (Ebbdl kapjuk a mozgasegyenletet: m - d>x/dt? = —Dx . Ez egy mésodrendii kdzonséges
differencidl-egyenlet, az altalanos megoldéasa, a mozgastorvény:

|x(t)=Asin(wt+3) |

ahol o= f_ , tovabba A az amplitudo (a kitérés maximalis értéke), & pedig a kezd6fazis.
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Tehat szinuszos (harmonikus) rezgés jon 1étre.
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A periddusidd a legkisebb olyan T 1d6, amelyre x(t)=x(t+T) barmely t-re. A kérmozgéashoz
hasonl6an

Az egyenletes kormozgas és a harmonikus rezgés kapcsolata

Induljunk ki abbol, hogy egyenletes kormozgasnal a szogsebesség allando: p=wt. Ekkor az x
koordinatat az rcos, az y-t pedig az rsing formula adja meg. Beirva ¢ helyére ot —t, kapjuk,
hogy x(t)= r:cos(mt) és y(t)= r'sin(mt) , tehat mindkét koordinata harmonikus rezgdmozgast
végez.

Mas szavakkal, az egyenletes kormozgas felbonthatd két egymasra merdleges harmonikus
rezgdmozgasra, amelyek faziskiilonbsége m/2 (hisz cos(wt)= sin(mt+ 1/2)).
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Emiatt a hasonldan jel6lt mennyiségek nemcsak
formailag hasonloak, hanem tartalmilag is megfelelnek
egymasnak: T a keringési vagy periodusidd, o a szog-
sebesség vagy a korfrekvencia.
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Hullamok

Tekintsiink egy halad6 hullamot, pl. vizhulldmot, a hullam forrasatol elég tdvol. Ha egy konkrét
idopillanatban lefényképeznénk, azt latnank, hogy térben (megkdzelitdleg) periodikus, a
terjedés iranyaban. Ha viszont egy adott pontban vizsgaljuk az idébeli viselkedést, akkor
lathatjuk, hogy hullamvolgyek és hullamhegyek haladnak &t az adott ponton, idében
periodikusan. Legyen A az a mennyiség, amelyik hullimszeriien valtozik, vizhullamoknal pl. a
vizfelszin nyugalmi helyzethez képesti magassaga. Tegylik fel, hogy a hullam X irdnyban terjed,
a tobbi irannyal nem foglalkozunk. A legegyszeriibb hullamfiiggvény pl. az y tengely irdnyaba
terjedd egy dimenzios hullamra:

x = Asin (at — ky) (1)
ahol k a hullamszam, @ a korfrekvencia. Rogzitett y-re X id6 szerint periodikus, pontosabban

harmonikus rezgémozgast végez T = X periédusiddvel. Hasonloan, rogzitett t-re pedig a
@

térben periodikus a fiiggvényalak.
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Vizsgaljuk meg a térbeli periodicitast. Tegylik fel, hogy egy adott Y, -hez van olyan y,, hogy

X, = X, barmely i1ddpillanatban, azaz

Asin (t — ky,) = Asin (wt — ky,)

Ebbdl kovetkezik, hogy az argumentumok egymastol 2w tobbszorosével térnek el. Ebbol
minket az érdekel, hol van az y, -hez legkdzelebbi y,, ahol x, = x,, tehat az argumentumok

) . 2
legkisebb kiilonbségét vessziik: Ky + 27 = Kky , amiboly =y + X
1 2 2 1
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Tehat az X valtozasa A = 2?7[ szerint periodikus, a A mennyiség neve: hullimhossz,

mértékegysége a méter. Ezeket beirva kapjuk:

x = A sin 2n(t/T — y/)) (2)



Az abran lathat6 példan A=2mw, ebbdl kapjuk, hogy k=1. A masodik abrar6l T=20, vagyis =1/20
és o=m/10. A fliggoleges tengelyen a kitérés van, ennek maximalis értéke, az amplitado A=4,
ez mindkét abrabdl leolvashato.

Ez a hullam az y tengely pozitiv iranyaba terjed, kérdés, milyen sebességgel. Ha dy tavolsagot
megtesziink a haladas iranyaban (jobbra), ott dt-vel kés6bb zajlik le minden (pl. ugyanaz a
hullamvolgy dt idével kés6bb ér oda), vagyis ha y-hez hozzaadunk dy-et és t-hez hozzaadunk
dt-t, az argumentum nem valtozik:

Y mf(4a) TV
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ebbdl dy/A = fdt, azaz dy/dt= f 1, vagyis kaptunk egy fontos dsszefiiggést a hullam terjedési

sebességének nagysagara (a hullammozgas alaposszefiiggése):

Ezzel x = Assin (2a/)) (y — ct) 3)

A hullamfiiggvény (1), (2) és (3) alakja ekvivalens, de mig az els6 két alak az altala leirt fizikai
mennyiség 1d6- és hely szerinti periodicitdsat hangsulyozza, a (3) alak inkdbb a fazis c
sebességli mozgasat. ( A (3) alakban a zardjeles rész eldjelét megforditottuk.) Hanghullam
esetén C a hangsebesség, fényhulldm esetén a fénysebesség. Ismeretes, hogy az emberi fiil
szamara (kozelitéen, kortdl is fiiggéen) a 20Hz ¢és 20kHz kozotti frekvenciaju hangok
hallhatéak. Az alacsonyabb frekvencidju hangokat infrahangnak, a magasabbat ultrahangnak
nevezziik.

Ha a hullamfliggvény vektormennyiséget ir le (a képletekben A helyett A all), a hullamokat
két csoportba oszthatjuk: transzverzalis hullamnal A merdleges a terjedés iranyara (ilyenek pl.
a vizhulldmok), longitudindlis hullamnél egy egyenesbe esnek. Utdbbira példa, ha egy
vékony rad végére raiitiink a rad hossztengelye iranyaba mutato sebességgel, ekkor az

A mennyiségnek a részecskeék egyensulyi helyzetétdl valo kitérése felel meg, ez pedig a rud
hossztengelyének iranyaba mutat, emellett a hullam is a rad megiitott végétdl a masikig terjed,
a két irany megegyezik.

Megjegyezziik, hogy léteznek allohullamok is, amelyekre c=0. Azonban 0ket nem a fenti
sikhullam figgvény, hanem pl. a sin(kx)sin(wt) fiiggvény irja le, és tipikusan
visszaverédéskor keletkeznek. Allohullamokkal a tovabbiakban nem foglalkozunk.

A Doppler-effektus

Christian Doppler (1803-1853) osztrak fizikus 1847 és 1849 kozott a Miskolci Egyetem
jogeldd intézményében, a selmecbanyai Banyaszati és Erdészeti Akadémian a
matematika, fizika és mechanika professzora volt.



Ha a hullamforrés és a megfigyeld egymashoz képest mozog, akkor a megfigyeld a hullam
frekvenciajat és hullamhosszat a kibocsajtott hullamétol eltéronek érzékeli. Ez az effektus,
amely a felfedez6jérél a Doppler-effektus nevet kapta igen sok miiszaki alkalmazasnak (pl.
lézeres, radaros vagy ultrahangos sebességmérés) képezi alapjat.
Mi itt most az akusztikai Doppler-effektussal foglalkozunk, erre mindenkinek lehet hétk6znapi
tapasztalata is. Példaul a kozeledd vonat fiittyét magasabbnak halljuk, mint amikor mar
tavolodik tdliink. Tekintsiik a legegyszeriibb esetet, amikor a hangforras, illetve megfigyelo
sebessége az ket Osszekdtd egyenesen van.
a) a kozegben nyugvo hullamforrashoz (F) képest v sebességgel mozgd megfigyeld (M)
idéegység alatt nemcsak az f szamu rezgést fogja fel, hanem azokat is, amelyek a v
hosszlisagu szakaszra esnek (v/A).
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Ennek megfelelden a megfigyeld altal é7zlelt rekvencia
fr=flrxV'l 4)
gl

ahol a + jel a kozeledd, a — jel a tavolodo megfigyelére vonatkozik.
b) Ha a hullamforras mozog a kézegben nyugalomban 1évé megfigyelohoz képest, akkor

(kozeledd forras esetén) a rezgés elsd fazisat még tavolabb bocsajtja ki, mint (T 1d6
mulva) az utolsé fazisat.
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Ez az abran is mutatott modon a hullamhossz lerovidiilését okozza
A =1—\T,

amely a
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modosult frekvenciara vezet. Itt a — el6jel a fenti esetre, a + pedig a tdvolodo forrasra
vonatkozik.



€) Ha mozgo targyrdl visszaverddo hullamot detektalunk az allo hullamforras mellett,
akkor mindkét fenti képletet kell egyszerre alkalmazni. U. i. a mozgo6 targy az a) pont
szerint detektalja az f*-t, majd az altala kibocs4jtott /-t a b) pont szerinti képlettel kell
atszamitani a detektalt /” frekvenciat. A végeredmény kozeledd visszaverd targy esetén:
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Megjegyzendd, hogy elektromagneses hulldmok esetén nincs hullamzé kozeg, csak relativ
mozgas van, tehat az a) és b) eset nem kiilonbozik. Ekkor mindkét esetre a

(7)

képlet alkalmazandd. A (7) képlet kétszeri alkalmazéasa a (6) képletre vezet, tehat a v
sebességgel mozgo targyrdl visszaverddd elektromagneses hulldmok frekvencidjat a (6)
képlet jol adja meg.



