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[1l. PONTRENDSZEREK ES MEREV TESTEK DINAMIKAJA

1. TOMEGKOZEPPONT

A valdséagos testek nem csak egy pontbdl allnak, altalaban nem lehet elhanyagolni a kiterjedésiket. Pl. egy fogaskerék
altaldban egy helyben all, de forgd mozgast végez, amit, ha meg akarjuk érteni a gép mikodését, nem
hanyagolhatunk el.

PELbA

PELDA

Tekintsunk egy sulytalan rudat, melynek mindkét végére egy-egy témegpontot helyeziink (m, és m, témeggel).

Vizsgaljuk meg, hol kell alatdmasztani a rudat, hogy egyensulyban legyen.
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Lathatd, hogy ahédnyszor nagyobb az egyik tdomeg a méasikndl, annyiszor kézelebb van hozz4 az aldtamasztas
helye, mint a mésikhoz. Ezt a pontot témegkdzéppontnak vagy sulypontnak nevezzik.

Tegyuk most fel, hogy az x tengelyen van két pont, az egyik, m;=4kg témegl x;=1m-nél, a masik, my=2kg
tdmegl az xo,=7m-nél. Kérdés, hogy hol van a tdmegkdzéppontjuk. Nyilvan, a kétszer akkora témegl ponttdl

fele akkora tavolsagra lesz,

m(x, — %) =tn,(x, —x,)

tehat x;=3m.

Ezt ugy is megkaphatjuk (az el6z6 egyenlet atrendezésével), hogy a két pont x koordinatajanak a tomegekkel
sulyozott atlagat vesszik:
_ mEtmaE,

ml+ m,

. o

Altalanosan, a témegkdzéppont (stlypont) helyvektora (diszkrét) tomegpontrendszerre:
~_ LMW umyg
1’5 = =
2. m

Folytonos tomegeloszlasu testre Ugy kaphatunk pontos eredményt, ha a szummazas helyett integralunk. Ehhez
el6szor be kell vezetni a sirliség fogalmat a kisiskolas sirliségdefinicio altalanositasaként. Mivel a testek pl. tobbféle




anyagbdl éllhatnak, siriségik nem mindenhol ugyanaz, vagyis a sliriség nem az egész testet, csak annak egy pontjat
jellemzi.

A sliriség altalanos (lokalis) definicidja:

. miV)
p=litmy ——"
ahol m(V) a V térfogatban talalhaté anyag témege. Ezzel egy folytonos tdmegeloszlasi test tomege ™ = _[ pdV_
W
[prav  [prav
Egy ilyen test tomegkozéppontja: 1, = ¥ =X
[pdv  m
v
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Tekintsink egy tomegpontrendszert és vizsgaljuk meg, hogy rogzitett tengelyre nézve mekkora
forgatonyomatékot fejt ki dsszesen a tdmegpontokra hato sulyerd. (Az abran csak két témegpontot tlintettlink

fel). Allitasunk az, hogy az dsszesitett forgatonyomatékot gy is kiszamithatjuk, hogy az dsszes témeget a
tomegkozéppontba egyesitjik és az ehhez tartozé erékarral szorozzuk.
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Bizonyitas: Valasszunk olyan koordinata rendszert, hogy a forgastengelynél legyen az orig6 és tegyiik fel,
hogy az egyes tdmegpontok vizszintes iranyba vett tavolsaga a forgastengelytél x; .

A forgatonyomatékok 6sszege:

Zmixi
tr

. mgx; =mg- = mgx,

Az elsd egyenléségnél m-mel bdvitettiink, a masodiknal felhasznaltuk a tomegkdzéppont definicidjat.

A modszer nem csak véges szamu tomegpontra, hanem tetszbleges testre mikddik: a sulyerd
forgatonyomatékanak szamitasanal minden esetben elég a tomegkdzéppontba felvett dssztdmegre hatd
sulyer6 forgatonyomatékat kiszamitani.

2. TOMEGPONTRENDSZEREKRE VONATKOZO TETELEK

Vizsgéljuk most egy tbmegpontrendszer mozgaséat. Legyen ﬁ;‘ az i-edik tdmegpontra haté kils6é erék eredéje, Fﬁ a

j-edik pont altal az i-edikre kifejtett eré. irjuk fel a dinamika alapegyenletét az i-edik tdmegpontra:

d - - = —
—Li=mai=Fi+3 F,
dt ;

Osszegezve i-re:
d~ - —
YIS IS 2 I
i i Rk
Newton Ill. axibmaja miatt (fﬁ = —ﬁﬁ ) az utolsé tag nulla, igy a belsd erd6k kiesnek. A bal oldalon a derivalas
felcserélhetd az 6sszeadassal, emellett Zf;- =] arendszer 6ssz-impulzusa. Ezzel egy fontos tételt kapunk:

Impulzustétel tomegpontrendszerre
I'.’i - —
—i=% F;
1=

azaz tOmegpontrendszer impulzusanak idd szerinti derivaltia egyenlé az 6sszes kilsé erd vektori 0sszegével.
Specidlisan, zart rendszer impulzusa élland6 (ez az impulzusmegmaradas tdomegpontrendszerre).

Tomegkdzépponti tétel

Az el6z6 egyenlet bal oldalat tovabb alakitva és felhasznalva a sulypont definicidjat



- - aﬂ g dr -
f:— = .?'f = FRE ) = = s
~ Zmaz Zmy =g fnr) = m—

ebbdl az impulzustételt hasznalva kapjuk a témegkdzépponti tételt:
ma; = z F;

Tomegkozéepponti tetel: Pontrendszer tomegkozéppontja (Ggy mozog, mintha a rendszer egész tdmege a
tomegkdzéppontban lenne egyesitve és az dsszes kiilsé erd erre a pontra hatna.

Hasonléan levezethetd az impulzusmometum-tétel tdmegpontrendszerre:

iy
d

tomegpontrendszer  impulzusmomentumanak idé szerinti derivaltia egyenl6 az Osszes  kiils6 er6
forgatényomatékanak eredéjével.

Munkatétel tdmegpontrendszerre: tdmegpontrendszer kinetikus energiajanak megvaltozasa egyenlé az 6sszes kiilsé
és bels6 er6k munkajaval: W = AE,

Figyelemre méltd, hogy az impulzus- és az impulzusmomentum-tétellel ellentétben a munkatételben a belsé erdk is
szerepelnek. Ez azért van, mert nem a mozgasi energia, hanem az 6sszenergia a megmaraddé mennyiség, pl. két
témegpont kdlcsdnhatasahoz tartoz6 potencidlis energia atalakulhat a tomegpontok mozgasi energiajava.

3. UTkozESEK

Csak két pontszerlinek tekintett test (itkdzését targyaljuk a legegyszer(ibb esetben (egy dimenzid). Legyen a két
tdmegpont A és B, tdmeglk mp és mp, sebességik kezdetben va(1) és vg(l), az tkdzés utdn va(2) és vg(2). A

sebességek itt el6jeles mennyiségek.

Mindig teljesil az impulzusmegmaradas:

m 7, (1) +mpvg (I =m v, (2) +mpvg (2)

Az energiamegmaradas szempontjabdl a két hataresetet targyaljuk. Az egyik a teljesen rugalmas utkdzés, amikor az
0sszes mozgasi energia megmarad, ekkor:

m‘ﬁ.“‘ﬁ.ﬂ)j +1mg Vg (0* = T, Wy (2)* timgWg (2)°*

A masik hatareset a teljesen rugalmatlan utkézés, ekkor a lehetd legnagyobb mozgasi energia-csdkkenés kovetkezik
be, a két test dsszetapad és kozos (esetleg nulla) sebességgel haladnak tovabb: 7, (2} = wy (2} . Mindkét esetben

két egyenletiink van, igy a tomegek és a kezdeti sebességek ismeretében meg tudjuk hatarozni az titk6zés utani
sebességeket.
A kovetkez6 animacio segitségével tanulmanyozhatja a most tanultakat:

: ANIMACIO



4. TEHETETLENSEGI NYOMATEK

Tomegpontrendszer tehetetlenségi nyomatéka az egyes tdmegpontok tehetetlensegi nyomatékanak az 6sszege:

O=3 mz

ahol r; az i-edik tdmegpont tavolsaga a forgastengelytél. Tehat a tehetetlenségi nyomaték a tdbmeghez hasonldan
additiv.

Folytonos témegeloszlasu test tehetetlenségi nyomatéka:
&= _r oridl
¥

ahol r a tengelyt6l mért tavolsag. Lathatd, hogy a tdmegpontok tengelytél val6 tavolsaganak négyzete szamit, az, hogy
milyen iranyban vannak, nem. Matematikailag: egy skalart kell integralni és az eredmény is skalar.

Descartes koordinatakban, ha a forgastengely a z tengely:

&= _r o0x* + 3% ddxdydz
i

Ha ismerjik a tehetetlenségi nyomatékot egy, a sulyponton atmend tengelyre (legyen ez Bs ), a Steiner-tétellel

kénnyen kiszamithatjuk azt barmilyen, az el6z6vel parhuzamos tengelyre, csak Els -hez hozza kell adni a test

tomegének és a két tengely tavolsadga négyzetének szorzatéat:

&, =@, +md*




ahol (= & sUlyponttdl d tavolsaga lév tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték.

Bizonyitas: legyen az (x,y) koordinata-rendszer origéja a tdmegkodzéppontban, a z tengely a forgastengely, a masik
tengely az el6z6t6l d tAvolsagra a -x iranyban. Ezzel

_ 2 2
& _Zmi [xi +; ]
A masik rendszerben az y koordinatak ugyanazok, igy
p]
&, :Emi [:’i':fd +; ] =

=Y"m, [[x!. +df +yf) =[xl + vl +ond +d7 | =0, +2d Y mx +md”

De a sulypont x koordinatdja az (x,y) rendszerben M — 1), vagyis a masodik tag kiesik. Ami marad,
7

&, =&, +md*, ez pedig a tétel allitasa.

PELDA

PELbpa

Szamoljuk ki egy homogén rud tehetetlenségi nyomatékat, ha a tengely a ridra meréleges és a rud végén
megy at. A rd tomege ;; = of" = .4/, tehat

i k3 2

. i i

&= f,mr dr = oA —m—

! 33

Ha a tengely a rud kézepén megy at, akkor kénnyen levezethetd (pl. a Steiner-tétellel), hogy

@:lmﬂ
12

A henger tehetetlenségi nyomatéka az alaplapjara merdleges szimmetriatengelyre vonatkozélag

@:lmﬂ
o
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5. MEREV TESTEK DINAMIKAJA

Definicio: Akkor neveziink egy testet merev testnek, ha barmely két pontjanak tavolsaga idében allando.

Merev test pontosan akkor van egyensulyban, ha a testre haté

o Osszes kulsé erdk ereddje nulla és

« a kiils6 er6k (tetszéleges pontra, ill. tengelyre vonatkozé) forgatonyomatékainak eredéje nulla.

Egyensuly alatt most nem csak a nyugalmi allapotot vagy az egyenes vonall, egyenletes (tehat forgas nélkdli)
mozgast értjik, hanem a témegkdzéppont kortli egyenletes forgast is.

A fenti tételben megfogalmazott két feltétel figgetlen egymastol. Példaként tekintsiink egy merev testet, amelynek
kezdetben minden pontja nyugalomban van. Ha csak az elsé feltétel igaz, tehat a kilsé erék ereddje nulla, viszont a
forgatdbnyomatékok ereddje nem nulla, akkor a test egy helyben gyorsulva forog. Ha csak a masodik feltétel igaz, tehat



a testre haté ered6 erd nem nulla, a forgatonyomatékok ered6je pedig nulla, akkor a test gyorsulé haladé mozgast
végez forgas nélkil, vagyis minden pontja ugyanazzal a (névekvd) sebességgel mozog.

A ZM =[] egyenletet a konkrét rendszerre felirva nyomatekegyenletnek is nevezik.

Megjegyzés: Deformalhat6 testre a fenti tétel nem igaz, tébb feltétel kellene. Ha egy acélrug6t megnyujtunk, majd elengedink,
rezegni fog, vagyis az egyes pontjainak gyorsulasa altalaban nem nulla. Ez akkor is igaz, ha elengedés utan mar nem hat ra
klls6 er6 vagy forgatonyomaték.

SzAMOLASI FELADAT

r" ™

FELADAT

Egy m tdmegil | hosszisagu homogén rid egyik végét falnak tdmasztjuk, a masik végét egy surlédas-mentes
lejtére helyezziik. Keresendd a lejté t.sz6ge és a rud fallal bezart [3szége kozott egyensuly esetén fennallé
egyszer( 6sszefliggés.

Mivel a rad egyensulyban van, a ra hat6é er6k eredéje és a forgatonyomatékok ereddje is nulla. A ZF =0

vektoregyenlet vizszintes komponense: T gip ¥ = AF. A figgbleges komponens: T s = (F, a kettét

elosztva T kiesik: gy = E .
O

Nfcosﬁzﬂésinﬁ

A rad | hosszaval egyszeriisitettiink. Atrendezve: EE =tz ﬁ Az el6bb kapott egyenlettel 6sszehasonlitva
O

kapjuk, hogy
dga=tgl azazr k=2

Azt, hogy egy merev test tdmegkdzéppontja hogy mozog, a tomegkozépponti tétellel szamithatjuk ki. Emellett a

test még forgd mozgast végezhet. Ennek leirdsahoz a forgdmozgas alapegyenlete ad segitséget:



3M = 8p

Megjegyzés

Egy merev test kilonb6z6 pontjainak altalaban kilonb6z6 a sebessége és a gyorsulasa, de szdgsebessége és

. . 1 .
impulzusmomentumat nem széamolhatjuk ki az Eh = _mvzés az T, = v Képletekkel, hanem a korabban felirt analogia
tdblazatban 0©sszefoglalt formuldkat érdemes hasznalni. A test impulzusat akkor adja meg az f=m¥ képlet, ha 3Fa
tdmegkdzéppont sebessége.

SzAMOLASI FELADAT
r" "‘\

FELADAT

Egy hengert a talajra helyeziink, majd vizszintes F erével hizzuk a kézéppontjanal (a eset) ill. a tetejénél (b
eset). Adott |L esetén legfeliebb mekkora lehet F, hogy tiszta gordilés johessen létre (azaz a henger ne

csusszon meg a talajon)?

F (& eset)

F (& eset)

Megoldas:

a) A dinamika alapegyenletének vizszintes komponense: st = ' — &,

FR=68

ahol a széggyorsulast a gyorsulassal az ¢ = Rﬁ képlet koti 6ssze (Ez utdbbi akkor igaz, ha a henger nem

csuszik meg, mert ekkor a talajjal éppen érintkez6 pontja pillanatnyilag all és a henger e korul forog). Mivel
fuggblegesen csak a tartéeré és a sulyerd hat, ezek kiejtik egymast. A tapadasi surlédasi erd6 maximalis értéke

Fj = [z, atehetetlenségi nyomaték pedig hengerre & = lmj?_:‘. Ezeket behelyettesitve:
2

K =

vagyis c = Eﬂg . Ezt visszahelyettesithetjik a legels6 egyenletbe:

2mpig = F — g

Ebbdl azt kapjuk, hogy 7 = 3immg . Mivel a tapadasi surlodasi eré kisebb is lehet, ez valojaban csak a
maximalis érték, azaz & =3 umg .

b) Ha a huzoerd felil hat, hasonléan jarhatunk el. Vegylik most a henger aljan, a padléval valé érintkezési
pontban a forgastengelyt, ezzel a nyomatékegyenlet:

F.2R=88

ahol a tehetetlenségi nyomatékot a Steiner-tétellel kapjuk: & = lng +mE® = Eng .
2 2

Felhasznalva ezeket és az @ = & & képletet:




A gyorsulasra kapjuk:

4 F
d=——
3m
Ezt visszairva a dinamika alapegyenletébe:
F—F =mua
vagyis
4
F-F=_F
3
tehat

A tapadasi surlédasi erbre negativ értéket kaptunk, ez azt jelenti, hogy ellentétes iranyban hat! Maximalis
értéke tovabbra is Fj = Limig , ezzel atiszta gordilés feltétele:

F = 3umg

Javasoljuk a kedves olvasénak, hogy gyakorlasképp csinalja meg ugy a b) feladatot, hogy a henger kézepén
veszi fel a forgastengelyt.

(FR-F)R=88
(F— pomg) X = %m}’\‘z%

_ E[F—;,{mg]l
w1
F 4 pmg = E[F—ﬂmg}

AumE=F

SzAMOLASI FELADAT

r;'-

FELADAT

Egy fiiggbleges tengely koril egy m tdmegli, R sugard propeller szabadon foroghat. A kezdetben &ll6
propellerbe ra merdlegesen, vizszintes iranyu w, sebességgel m, tébmegl golyé csapodik be a tengelytél s

tavolsagra és benne marad. Mekkora szégsebességgel indul el a kezdetben allé propeller?

Megoldés:

Ez egy rugalmatlan Gtk6zés, mégsem oldhatjuk meg impulzusmegmaradassal, hiszen a forgé propeller (ami

nem pontszerd test!) sszimpulzusa mindenképp nulla, a goly6 éltal kifejtett erét ugyanis a tengely éaltal kifejtett
ismeretlen erd ellensulyozza. Az impulzusmomentum-megmaradast kell alkalmaznunk, ami a golyé-propeller

A goly6é kezdeti perdilete tn w3, a propelleré nulla. Tekintslik a propellert az egyszeriiség kedvéeért

£

. 1
homogén radnak, ekkor tehetetlenségi nyomatéka & = _mR:" . A propeller perdiiletét az T, = S képlettel
12

szamolhatjuk, ahol az gy szdgsebesség a golyd becsapddas utani sebességével a kapcsolatban




van.
Tehat a perdiletmegmaradast kifejez6 egyenlet:

2
m Vs = B0+m 5 o

Ebben mér csak egy ismeretlen van, kdnnyen megoldhato.
.

6. ELLENORZO KERDESEK

2 PONTRENDSZEREK ES MEREV TESTEK DINAMIKAJA

i =]

Tobbszor megoldhaté feladat, elvégzése kotelezo.

A feladat végs6é eredményének a mindenkori legutolsé megoldas
szamit.

Valassza ki a helyes megoldast!

1. Egy kozépkori malmot egy szamér forgat. A szamar egy vizszintes rudhoz
van kotozve, arra 400 N erét fejt ki a forgastenygelytdl 2 m tavolsagban.
Mennyi munkéat végez a szamar, amig 20-szor kdrbeforgatja a rudat?

O 8KkJ O 100,5 kJ
O 16Kk O4kd

2. Melyik tételbdl kdvetkezik kézvetleniil, hogy Miinchausen baré nem tudja
sajat magat a hajanal fogva kiemelni a mocsarbol?
QO témegkdzépponti tétel QO Steinter-tétel

O munkatétel QO teljesitménytetel

QO impulzusmomentum-tétel

Egy adott vonatkoztatdsi rendszerben egy merev test minden pontja

egyenletes kdrmozgast végez. Ekkor mindenképp igaz, hogy a szdban
forg6 vonatkoztatasi rendszerben...

Q atestre hato eredd erd teljesitménye pozitiv

QO atestre hato eredd er6 nulla

Q atest tdmegkdzéppontja nyugalomban van

QO atest mozgasi energigja allando
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