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Harmonikus rezgdmozgas mozgasegyenlete

Harmonikus rezgés: Feltétele, hogy a testre hatd er6 harmonikus legyen: F, = —Dx
(Hooke-torvény). Tehat pl. egy rugora akasztott test (ha minden mas er6 elhanyagolhato).

Felirva a mozgasegyenletet:
ma, = —Dx
| T m¥ = —Dx
D ‘ d?x D
| — =——X
dt? m

Altalanos megoldas
é (mozgastorvény):

*x x(t) = Asin(wt + §)

x=0 -

A: amplitado (maximalis kitérés)
0: kezdofazis

o: korfrekvencia (1asd keésobb)

kezdeti feltételek hatarozzak meg oket {



Harmonikus rezgdmozgas mozgastorvénye

Szinuszos harmonikus rezgdmozgas,
X nulla kezddfazissal (6 = 0)

A kiterés-1do fiiggvény:
x(t) = Asin(wt + §)

/A /

Ezt derivalva kapjuk a

sebesseget:

dx
; v,(t) = pri Awcos(wt + §)

A sebesség derivaltja pedig a

. r |
x(t)=x(t+7T)
w(t+T)=wt+ 2w
wl = 2r

2 .
w = — korfrekvencia

w = 2nf

gyorsulas:
dvy .
a.(t) = = —Aw?sin(wt + §)

Felhasznalhatjuk: x(t) = Asin(wt + &)

Tehat a gyorsulasra: a,(t) = —w?x
D
Mozgasegyenletben volt: a, = —Ex
Tehat: w? =

m



Energia a harmonikus rezgesnel

Kinetikus energia: A sebesség-ido fiiggvényt felhasznalva (6 = 0)

1 1 1
Ex = Emvz = Emﬁlzmzmsz(mt) = EDAECDSE(mt)

Potencialis energia: A kitérés-ido fliggvényt felhasznalva (6 = 0) — rugalmas erotér

1 1
Ep = —Dx? = —DA?sin?(wt)

2 2
Mechanikai energia: E
A potencialis ¢s a kinetikus energia Osszegep, Ep Ex
Ey = Ex +Ep

1 1
= EDAECDSE(CUt) + Eﬂxﬁlzsin2 (wt)

1 1
— EDAE [cos?(wt) + sin?(wt)] = 3 D A?

A potencialis €s a kinetikus energia oda-vissza
egymasba alakul a mozgas soran.




Egyenletes kormozgas €s harmonikus rezgés

Kormozgas esetén mindkét koordinata harmonikus rezgdmozgast végez.

A“r

V
R
=0
ol )
Acos(wi +d)  |A

T: keringési vagy peridodusidd
w: szogsebesség vagy korfrekvencia

Felhasznalva a kapcsolatot:

R=A
Vier = R = Aw = Vi,
2
v
ar:p — E — ‘CUER — ‘CUEA = Qmax

Tehat a kormozgas két egymasra merdleges
harmonikus rezgdmozgas 0sszetevésekeént
all eld:

y(t) = Asin(wt + §)

x(t) = Acos(wt + &) = Asin (mt + 6+ E)

2

Hogy kormozgas legyen az eredmény, frekvenciak €s amplitidok meg kell egyezzenek,
faziskiilonbség pedig /2 kell legyen. SZIMULACIO!



Meroleges rezgesek Osszetevese
(tobb1 eset)



Eltéré amplitadok, n/2 faziskiilonbseg

. . o _ X
A két merdleges kitérésre: x(t) = acos(wt) X _ cos(wt) és Y _ sin(wt)
y(t) = bsin(wt) a b
N2 YN2 frekvenciak azonosak
Tehat: (— ) =
chat: (1) +(3) =1
4V
a=1
b=2

o> R
1l
—_— 2




TetszlOleges faziseltéres

Abban az esetben, ha a frekvenciak azonosak, az amplitidok nem, és a faziseltérés barmi:
A mozgas tovabbra is ellipszis alaku:

masik specialis eset: 0 faziskiilonbség
viszont torzul és elfordul (vagy =)
-57/6 illetve -n/4 faziskiilonbség :

x(t) = asin(wt) } x y b

y . == —>y=—x
t- y(t) = bsin(wt)

a b a

2

¥

y = (b/a)x

—
(%]

egyenesse
fajult
ellipszis




Lissajous-gorbék

Teljesen altalanos eset: A frekvenciak sem egyeznek meg.

A mozgas periodikus, ha a Ha a frekvencidk aranya irracionalis,
frekvenciak aranya racionalis akkor soha nem zarul a gorbe, a mozgas
pl. 1/2 vagy 1/3 2 vagy 3 nem periodikus (ismétlodo). pl.
(y: -m/2 faziskiilonbség) (0 faziskiilonbség) (0 faziskiilonbség) V2 és /3

v y

2/

A%
_

Wil
|

a palya ismetlodo gorbét alkot

a periodusidok legkisebb k6zos tobbszorose mulva 1 N s
SZIMULACIO! a palya sohasem ismétlddi

(teljesen besatirozna...)



Egyenletes kormozgas dinamikaja

Egyenletes kormozgas: A mozgas soran a sebesség nagysaga allando, iranya viszont
folyamatosan valtozik. Tehat van gyorsulas, ami a kozéppont felé mutat (centripetalis).
Ennek feltétele, hogy az eredd ero is abba az iranyba mutasson (centripetalis ero).

INERCIARENDSZERBEN TARGYALJUK
A dinamika alapegyenlete: ma = F,

Gyorsulasnak csak centripetalis (sugar iranyu)
komponense van.

Az eredd er0 nagysaga:

vE

_ _ 2
cp = mﬁ = mw“R

Ezt az eredo erdt sokféle kolcsonhatas biztosithatja: lehet pl. gravitacios erd, Coulomb-ero,
kotélerd, nyomoerd, Lorentz-erd, stb. stb.

Ekkor ﬁ,;. 1 ¥, tehat a munkavégzés nulla. A centripetalis er6 nem végez munkat.

F, = ma = ma

A szogsebesseg-vektor iranya a jobbkéz-szaballyal hatarozhatdo meg. Az abran pl. kifele.



Valtoz6 kormozgas - forgatonyomatck
Egy er0 origora (forgastengely) vonatkoztatott forgatonyomatéka: M=#xF
Erokar: az erd hatasvonaldnak a forgastengelytol mért tavolsaga
nagysaga: erd x erdkar, vagyis M = Fr, = Frsina
A forgatonyomaték nulla, ha az er6 hatasvonala

atmegy a forgastengelyen, maximalis ha merdleges
a helyvektorra.

iranya: a vektorszorzat alapjan (jobbkéz-szabaly)
merdleges az er0 ¢s a helyvektor altal
meghatarozott sikra.



Perdiilet (impulzusmomentum)

A perdiilet altalanos definicidja: L =7 X § = # X (m®)

cr 7

Ha a helyvektor €s a sebesség merdleges, mint pl. egyenletes kormozgasnal:

L=rmv=mrv=mror= m’r'zcu

A perdiilet vektor a

g B
dL d( % 5) dr S dv
— = Xv)=m|—--X X— 1=
A T dt _de oY T M @tV
0@ L
—m@BXV+7FXxd) =Fx (md) =7 XF, =
Perdiilettétel: dL _
dt €

forgatonyomaték hatasara valtozik meg:

M

=]



Tehetetlenségi nyomatek

Specialis eset: tomegpont rogzitett tengely koriil, allando tavolsagban mozog (kormozgas)

L(t) = mriw(t)

. _ . dL , dw(t) )
Ekkor a perdiiletet id0 szerint derivalva: g Mt =mr B(t)

B a szoggyorsulas, az mr? tag pedig a tomegpont tehetetlenségi nyomatéka.

Tomegpontra a tehetetlenségi nyomaték tehat: |@ = mr?|, ahol r a tengelytdl mért tavolsag.

dL dw(t
A perdiilettetelt felhasznalva: i mr? (;E ) =0p(t)=M
Megkaptuk a forgdbmozgas alapegyenletét: |M = 6
3 . 1 1
A tdmegpont mozgasi energiaja: E, = Emvz = Emrzmz = — O w?



Munka ¢s teljesitmény

Az elemi munka egy infinitezimalis elmozdulas soran kormozgas esetén:

SW =F -d§ =md - d§ = ma,ds = mBrds = mBr?d¢ = 08ddp = Md¢

Ebbdl a teljesitmény:

p dE, W " do " Halado és forgd mozgasok kozotti analogia
= = =M—=Mw , , , ,
dt dt dt :a(lje;;c;rl::i);)gas Forgé mozgas
valtozoé X P
(sz6g)sebesség Vx Y]
(szog)gyorsulas ax B
tehetetlenség m g
A (szdg)gyorsulas oka E, =ma, M =6p
Impulzus(momentum) =mvy, L=08w
Kinetikus energia V2 m'“'x2 Lo B
munka E Ax MAg
teljesitmény Fev, Mo




Bolygok mozgasa

Tegytk fel, hogy m tomegi test mozog egy sokkal nagyobb (M) tomegli test gravitacios
terében. Mivel M sokkal nagyobb, mint m, ezért nyugvonak tekinthetd. pl. Nap ¢és Fold.

Az m tomegu test rendelkezik Ey kinetikus és Ep potencialis energiaval.
A végtelenben vessziik a nullpontot: E; =0, har — oo vagyis E; negativ!!!
Ep

parabola hiperbola

A mechanikai energia:

Ev = Ep + Ex

V< Vkér

Ha E,, > 0, akkor szabad (eltavolodhat végtelenbe)
- parabola (E,, = 0) vagy hiperbola alakt palya

Ha E,, <0, akkor kotott (véges tavolsagban marad)
- kor vagy ellipszis alaku palya




Kepler torvényei I-11.

Egy nagy tomegii test gravitacids terében kotott allapotban mozgd testekre (pl. bolygok).
I. A bolygok palyaja ellipszis, és annak egyik gyujtopontjaban a Nap all.

I1. (Tertileti tetel) A bolygok vezérsugara (a bolygot a Nappal 0sszekoto szakasz) egyenld
1d0 alatt egyenld tertiletet surol. A bolygok Napkozelben gyorsabban mozognak.
A perdiilet megmaradasabol kovetkezik: nincs forgatonyomaték centralis erGtérben.
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Kepler III. torvénye

I11. Az ellipszispalyak fél-nagytengelyeinek (a) kdbei tigy aranylanak, mint az adott

palyakon keringd bolygok keringési idejének (T) négyzetei. ;

a
Tehdt minden a Nap koriil kering8 bolygora (és barmilyen testre): 7 = allando

Mindharom torvény a Newton axiomakbol, €s a Newton-féle gravitacios er6torvénybdl
levezethetO.

Bizonyitas kor alaku palyara: a=b =R

: m

" F, = ma

: Mm 5

: }f?:mm R

1

:r ____________________ M 4rm?
Yp2 = 72 R
yM R®

— allando

b

42 T2




Sulypont

A testek mérete sokszor nem hanyagolhato el a probléméban szerepld méretekhez képest.
A kiterjedésiik miatt a haladé mozgas mellett a forgd mozgasukat is figyelembe kell venni.

A sulypont az a pont ami alatt ugy alatamaszthatjuk a testet, hogy az egyensulyban legyen:
[ [ a

Az alatdmasztas helyére
az eredd forgatonyomateknak
nullanak kell lennie. Példaul:

[

m;gxs = Mg (E — xs) +myg(l —x5)

- Xs

B Mg (%) + m,gl
*s = myg+Mg+ms,g

Egy bonyolult alaku test
sulypontjat azt tobb pontjaban
felfiiggesztve hatarozhatjuk
meg, mint a fliggdleges
vonalak metszéspontja:




Tomegkozeppont

Kiterjedt test tomegkozéppontjanak helye a testet felépito pontok helyének tomegekkel
stlyozott atlaga (illetve a részek tomegkozeppontjainak tomegekkel sulyozott atlaga):

< [ g
A pe¢ldaban az Osszetett test @
tomegkozeéppontjanak
X koordinataja: . Xm * M3eX3
ml'[}‘l‘mzi‘l‘mg(%) : : X

KXo — X
m mq + Mo + L% 0 .

SV mix; YN omyy; YNV m; z;
A tomegkozéppont helye altalaban: (x,,,, V.., Z,,) :( L_NI T;_L, gﬁl Wfl, i}l T;_L —
i=1"4 i=1"" i=1""1

N N N N -+
s MG X Xin MG Y Do My Z e =1

= ) ) tehat: | 1, =
m m m m

A legtobb esetben a sulypont ¢s a tomegkozéppont helye ugyanott van, és a kettd kozil
barmelyik hasznalhato. Kiilonbség a két pont helye k6zott csak akkor van, ha a test mérete
olyan nagy, hogy a gravitacié nem tekinthet6 a test minden pontjara ugyanolyan erdsséglinek.



Folytonos tomegeloszlasu test

Folytonos tomegeloszlas esetén a test minden pontjaban definialhatjuk a siiriiséget:

B m(7, V) (
P() = fim =y

Ez altalanos esetben pontrol pontra valtozhat.

A test tomeget a slirliseg térfogati integralja adja (a test térfogatara integralva):
m = f p(¥)dV
vV
A test tomegkozeppontja (sulypontja) ekkor:

., p®FAV [, p(PFdV
h, = —
J, pdv m




Lendilettétel tomegpontrendszerre

Pontrendszer mozgasanak vizsgalatahoz irjuk fel a lendiilettételt az egyik pontra (i):

A 14 hato kiils6 erdk eredgje: P:;
A j-edik pont altal Kifejtett erd: F;;
A dinamika alapegyenletét is

felhasznalva az altalanos (i-edik)
tomegpontra:

N
d N N - -
P = = F F']l
j=

C")sszegezve a test minden pontjara:

d |
d_ l

i=1 i=1 ]:1

Lendiilettetel tomegpontrendszerre:

N N =
7y z z ﬁ] l_ A belsd erok kiesnek (Newton 3. axidomaja): Fj; = —Fj;

—

i=

-

1

Ha a pontrendszerre hato er0k ereddje nulla, akkor a lendiilet 4llando.



Tomegkozepponti tétel

cr 7

N N N
da_dz e_dz de_dz (mi) = > . .
at? T de. mivi_dt_lmidti de? £, ik dzmrs Mge2’s = Mas
i= i=

=1

A tomegkozépponti tétel:

I
M=
ot

Pontrendszer tomegkozéppontja ugy mozog, mintha a rendszer 6sszes tomege ebbe a
pontba lenne egyesitve, €s az 0sszes kiilsO erd erre a pontra hatna.



Perdilettétel és munkatétel

A perdiilettétel a lendiilettételhez hasonloan levezethetd.
A tomegpontrendszer perdiiletének 1d6 szerinti derivaltja egyenld az eredd
forgatonyomatekkal:

df_ﬂ
ac ¢

A tdmegpontrendszerre vonatkozo munkatétel azt mondja ki, hogy a rendszer kinetikus
energiajanak megvaltozasa egyenld az osszes erd (kiilsd €s belsd) altal a rendszeren
veégzett munkaval:

W = AEg

A belso erOk azért szerepelnek, mert a rendszer tomegpontjai kozotti potencialis energia

crers

Peldaul egy rago két vegehez kotott testek rezgése soran, vagy a Naphoz kozeledo
listokos esetében.



Utk6zések

Ha az {itk6z0 testek zart rendszert alkotnak (kiilsé er6k nem hatnak rajuk), akkor az
itkozes soran mindig teljesiil a lendiiletmegmaradas.
A rendszer tagjainak lendiilete 0sszesen ugyanazt adja az litkozés el6tt mint utan:

Pa1 t Pp1 +Pc1t " =DPaz2 +Pp2+ D2+
mAﬁAl + mBﬁBl + mcﬁCl + e = mAT})AZ + mBT?BZ + mcﬁcz + .-

Ez altalaban 3 fliggetlen egyenletet jelent a lendiilet X, y €s z komponenseire.

Erre akkor van szlikség ha az titkozés térben jatszodik le €s nem centralis

(pl. ket egymashoz vagott labda, melyek sebessegvektorai nem a masik tomegkozeéppont-
janak iranyaba mutatnak, vagy egy szétrobbano tlizijaték esetében is alkalmazhato)
Billiardgolyok litk6zése az asztal sikjaban két egyenletet eredményez.

Egyenes mentén mozgo két test centralis tlitkozése pedig csak egyet:

My Va1 + Mplpy = Mylyp + Mplp;
Ha ellentétes iranyban halad a ket test, akkor ez egyik sebesség negativ.
Extrém esetek:
Tokéletesen rugalmatlan litkdzésnél a két test Osszetapad: Vy, = Vg, €s M =My + My
Tokeletesen rugalmas titkdzeésnel a kinetikus energia 1s megmarad:

1 , 1 , 1 , 1
—My V1" + sMpUp1~ = s MyVUy” + =MpV
5 MaVa1 5> MeVB1 5 MaVaz > MBeVp2

2



Utkozési szam

A valdsagos litkozesek se nem tokéletesen rugalmatlanok, se nem tokéletesen
rugalmasak. Az iitk6zési szam azt mutatja meg mennyire rugalmas az iitkdzés.
Ez a szam a tavolodasi sebesség ¢és a kozeledési sebesség hanyadosa.

———
Az utkozési szam:

Vpa — Vg2 m
k = '
Va1 — Vpg

Extrém esetek:

tokéletesen rugalmatlan: k = 0

tokéletesen rugalmas: k = 1

altalanosan: 0 < k<1

Egyszerlibb ezt hasznalni a
kinetikus energia megmaradasa
helyett, mert ez nem masodfokau.




Tehetetlenségi nyomatek

Egy tomegpontrendszer tehetetlenségi nyomatéka az egyes tomegpontok tehetetlenségi
nyomatékainak 0sszege: N
6 = Z m; T'iz
i=1

Folytonos tomegeloszlas esetén az infinitezimalis dV térfogatu darab tomege: pdV
Tehetetlenségi nyomatéka: dmr? = pdVr?

Tehat az egész test tehetetlenségi nyomateka: |6 = f pr?dV | r atengelyt6l mért tavolsag.

V

Steiner tétel: Ha tudjuk a tehetetlenségi nyomatékot egy, a stilyponton atmend tengelyre
(6,), akkor a vele parhuzamos, t6le d tavolsdgban 1év0 tengelyre a tehetetlenségi nyomaték:

Hd — 6'3+de




Merev testek mechanikaja

Egy merev test barmely két pontjanak tavolsaga idoben allando (nem deformalodik).

Egy merev test egyensulyanak feltételei:

* a testre hato kiilso erdk ereddje nulla és

* a kiilsd erdk barmely pontra (illetve tengelyre) vonatkozd forgatonyomatékainak
ereddje nulla.

Itt az egyensuly nem csak a statikus allapotot jelenti, hanem alland6 sebességli mozgast €s
alland6 szogsebességili forgast is.

Valtozo mozgas esetén:
Merev test mozgasa tehat haladé mozgasbol és forgdmozgasbol all.
- A halad6 mozgast (a tomegkozeéppont gyorsulasat) a tomegkozépponti tételbol
kaphatjuk meg. N

mds = F i

=1

- A forgd mozgas szoggyorsulasat pedig a forgomozgas alapegyenletébdl lehet
meghatarozni.
5 M, = 6p



