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A homersekleti sugarzas

Felhevitett targyak tobb szaz fokos homersékletet elerve eloszor
vorosen, majd még magasabb homersékleten sargan i1zzanak,
tehat fényt (elektromagneses hullamokat a lathato tartomanyban)
bocsatanak ki.

44.3°C

Bar csak a nagyon forro testek sugarzasat lathatjuk sajat
szemiinkkel, miiszerek segitségével az alacsonyabb
homérsekletli testek sugarzasat is megmérhetjiik.
Minden test aminek a hOmérséklete nem abszolut nulla
SUgaroz.
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Mivel ezzel az elektromagneses sugarzas kibocsajto képességgel minden melegitett test
rendelkezik, ennek az oka nyilvanvaldan a test h6mérséklete és nem kilonleges 6sszetétele.
lgy ezt a sugarzast hémérsékleti sugarzasnak nevezziik. Nyilvanvald, hogy vannak
kiilonleges 6sszetétell testek (fénycsd, szentjdnosbogar, stb.), amelyek hidegen is képesek
fényt kibocsajtani és sugarzasuk nem ebbe a kategoriaba tartozik (lumineszcencia

sugarzdsok).



A homersekleti sugarzas

Idealis fekete test: amely a raesd sugarzast teljesen elnyeli. Bizonyithato, hogy az ilyen
test sugaroz legintenzivebben (adott hOmérseklet mellett) €s a kibocsatott sugarzas csak
a homérseklettol fligg (anyagi mindségtél nem).

Ez barmely anyagbol késziilt tireges testtel €s azon egy kicsiny lyukkal valosithatdo meg,
mert a lyukra igaz, hogy

* a raesd sugarzas a lyukon mind bemegy az tiregbe

* az lireg belsoO falardl visszavert fény nagy valosziniiséggel beliil marad és elnyelddik

* beliil az elektromagneses sugarzas ¢s az anyag kozott termodinamikai egyensuly 4ll be
* a sugarzas spektruma ekkor csak az anyag homérsékletétdl fligg.

Az uiregsugarzas spektrumanak felvétele:

Parhuzamos
sugar

Prizma

Blende

diafragma @

Detektor




Az emisszio-képesseg
hullamhosszfliggése (spektrum):
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A hOomérsekleti sugarzas spektruma
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ahol o = 5,67-108 W/(m?-K#) a Stefan-

Boltzmann allando.

Bar a XIX. szazadban Maxwell egyenleteibdl
klasszikus elgondolassal nem sikertilt levezetni
a homersékleti sugarzast leird egyenletet, azért
L B voltak részeredmények:

Nagyobb homerséekleten a gorbe maximuma
alacsonyabb hullamhossz fel¢ tolodik: Wien-
féle eltolodasi torvény:

Amax' T = dllando
A Wien-féle allando értéke 2,9-10-3 Km.
A teljes kisugarzott teljesitményt (gorbe alatti

: teriiletet) a hdmérseklet fliggvenyeben a
2000  Stefan-Boltzmann toérvény adja meg:



A hOomérsekleti sugarzas spektruma

Végiil Max Planck 1900-ban sikerrel jart a homérsékleti sugarzas spektrumanak
levezetésében. Feltételezte ugyanis, hogy az liregben az elektromagneses (EM)
allohullamok formajaban jelen 1évO EM sugarzasi energia adagokban (g,) veheto fel. Ez
lecsokkenti az egy allohullam modusra (2 szabadsagi fokra) jutod atlagos energiat:

A kis hullamhosszu (tehat nagy frekvenciaji) sugarzasbol (pl. UV sugarzas) azért van
kevés az liregben, mert arra a sugarzasra mar igen nagyok az energia adagok.
Azaz az energia adagnak aranyosnak kell lennie a frekvenciaval: &= h-f

A h konstans mai neve: Planck-allando

A kisérleti adatokkal akkor a legjobb az egyez¢s, ha i  T=ssok
h:6,63>< 10734 Js 800 -
Ezzel a spektrum alakjat leir6 fv ()= Khf* I

- B 600 |-

(Plack torvénye) E_—f _1
Az adag neve idegen szoval kvantum.

Ez az eredmény jelentette a Kvantum fizika kezdetét.

Ez egyre jobban feltlind amikor a frekvencia nagy €s a 200
csomagok (kvantumok) energiaja nagy, példaul gamma
sugarzas esetén. o Lol Lasa

0 500 1000
A [nm]

P R
1500

2000



I

~

. I . o . -
- ultraviolet ; visible infrared

Intensity / (arb. units)

Wavelength A (um)

Megjegyzések:

1, A kb. 6000K-es Nap felszin 0,6 um kornyékén sugaroz legintenzivebben,
a 3000K-es izzoszal pedig 1,2 um kornyékén. Egységnyi fellleteik
sugarzasainak aranya 16 : 1.

2, A |atas szempontjabdl a Nap felszine optimalis h6mérséklet(i, de még
igy is a sugarzas kisebb része esik a lathato tartomanyba.



Black Body Emission Curves of the Sun and Earth
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A kb. 290K atlagos hémérséklet( Fold felszin a tavoli IR-ben (kb. 10um)
sugaroz legintenzivebben. Az intenzitdsokban millié-szoros eltérések

vannak.



Tesztkérdések

Melyik nem igaz? Ahogy noveljik egy test h6mérsékletét, atlagosan

a) egyre nagyobb energiaju fotonokat bocsajt ki

egyre nagyobb hulldmhosszusagu elektronokat bocsajt ki
c) egyre kisebb hulldmhosszusagu fotonokat bocsajt ki
d) egyre tobb fotont bocsajt ki

Egy test abszolut hémérsékletét kétszeresére noveljik. Melyik allitas lesz igaz az alabbiak kozil?

a) A kisugdrzott 6sszenergia és a legnagyobb intenzitasu fotonok kvantumenergidja is
kétszeresére n6

b) A kisugarzott 6sszenergia a négyszeresére né, de a legnagyobb intenzitasu fotonok
kvantumenergiaja nem valtozik

c) Akisugdrzott 6sszenergia a nyolcszorosara né, de a legnagyobb intenzitasu fotonok
kvantumenergiaja nem valtozik

‘ A kisugarzott 6sszenergia a 16-szorosara ndg, a legnagyobb intenzitasu fotonok

kvantumenergiaja pedig a kétszeresére n6



Fényelektromos hatas (fotoeffektus)

Ultraibolya fény hatasara egy cinklemezt elektronok hagynak el.

A jelenséget a fény hullamtermészetével magyardzva azt varjuk, hogy az elektronok
kilépése csak a hullam intenzitasatol fiigg.

Kisérleti tapasztalatok:

* Ha a megyvilagito fény frekvencidja nem ér el egy f, (hatarfrekvencia) értéket akkor
elektronkilépés nincs, barmekkora is az intenzitas ( f, az anyagi mindségtol fiigg).

* A kilép6 elektronok szama aranyos a fény intenzitdsaval, alland6 f > f, mellett.
» Az elektronok kilépése szinte azonnal megindul a megvilagitas kezdetétol merve.

Ezek a tapasztalatok a fény hullamtermészetével nem magyarazhatok.

vakuum

A fény elektronokat valt ki a fotokatodrol.

Az elektronok felfutnak az andédracsra. Ez

a folyamat egy U ellenteret épit fel és

addig tart, amig az elektronok at tudnak

rajta haladni:

Ue="mVv? emV azelektron toltése,
tomege, sebessége

fény fotokatéd (folyt. feliilettel)

/

andd (racsos)

Q5



Fényelektromos hatas (fotoeffektus)

Einstein (1905): A fény részecskeként viselkedik, részecskéi a fotonok, melyek
energiaja

E = hf,
Ez az energia csak egy elektronnak adodik mind oda, amellyel a
foton kolcsonhatasba 1€p. Nem oszlik szét a kornyez0 elektronok kozt.

Einstein fényelektromos egyenlete (Nobel-dijat kapott érte):

1 2
hf = Wki + E myv
W,;: fémre jellemzd kilépési munka (egy e kiszabaditasdhoz sziikséges energia).
m,: elektron tomege
Hatarfrekvencia:

A foton 0sszes energidja a kilokésre forditddik, nem marad fel kinetikus energia:

hfo = Wy;

Van masféle fotoeffektus is.
a, belso fotoeffektus: fény hatasara a félvezetd vezetdvé valik (pl. fénymasold)

b, atomi fotoeffektus: a foton kdélcsonhat egy atommal és ennek soran egy elektron
leszakad az atomrol



Photoelectric effect
Ephl:rtnn =hv
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A foton lendiilete
Az Einstein-féle tomeg-energia ekvivalencia alapjan: E = mc?.
A foton energiaja: E = hf
Tehat a fotonhoz rendelhetiink egy tomeget (nem a nyugalmi tomeg, mert az nincs neki!):

_Ef hf h

c2 2 Ac

Mg

h h
Ezt a foton ¢ sebességével megszorozva kapjuk a foton lendiiletét: py = mec = —c = —

Ez a mennyiseg a fontos akkor, amikor a foton részecskéken szorodik (Compton-szoras),
illetve emiatt a foton nyomast fejt ki a feliiltre, ami 6t elnyeli vagy visszaveri.

A fény nyomasat hasznalva
vitorlazhatunk az trben.




A fényelektromos jelenség soran fény hatasara elektronok Iépnek ki a fémbdl. Mi torténik, ha
noveljik a megvilagité fény frekvenciajat?

a) akilép6 elektronok szama is sebessége is megndé
a kilépd elektronoknak csak a sebessége n6 meg
cl akilép6 elektronoknak csak a szama né meg
d) akilép6 elektronok szama is sebessége is valtozatlan marad

Valamely foton frekvencidja 5x10™ Hz. Szamitsuk ki a hulldamhosszat (A) és kvantumenergiajat(g)!

a) A=6pm;e=3,3x10")
b) A=6um;e=3,3x10")
A = 600nm; €=3,3x10™° )
A = 600nm; €=3,3x10™% )



78. A Fold minden, a napsugdrzésra merdleges négyzetméterét masodpercenként 1390 J
energidju elektroméagneses sugdrzas éri el (S = 1390 W/m?; szoldris dllands). Mennyi lenne a
Fold homérséklete, ha az minden pontjén azonos homérsékletii abszolut fekete test lenne?
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de Broglie hipotézise (1923)

Lattuk, hogy foton lendllete és energidjaa p=—ésa E=5f képletekkel szamithaté.
i

Ezek a képletek minden mas részecskére is igazak, azaz minden

anyagi részecskéhez A és f rendelhet6: 7 T
-7 “--“ﬁ;x
| .-""'.'l'
A=h/p=h/mv; f=E/h |~n ¥
; !
Az atomban olyan stacionaris elektronpalyak lehetségesek, ,ux "ﬁ
ahol a A egész szamszor fér ra a keruletre. '*;"\ /’
Ezt a tapasztalat igazolja. nh "\CQ& ,:'__.Tf”{
— = 27r _ —
mu NA = 2xr S

Az elektron palya-impulzusmomentumara (palya-perdiiletére) tehat:

L =mvr =— =nh ha vonas!

A De Broglie hipotézis megmagyarazza az impulzusmomentum kvantalt természetét!



Hullamcsomag

A hullamtanbdl ismert, hogy két igen kozeli frekvenciaju hullam dsszetevése
lebegést eredményez. Végtelen sok szinuszhullambadl véges hosszusagu
hulldamvonulat (véges szamu lebegés) is felépithetd.

Rem

A hullamcsomagot igen sok kozeli frekvenciaju sima hullam dsszegzésével
kapjuk.

de Broglie bizonyitja, hogy — bar a fazissebesség irrealisan nagy - a
hullamcsomag burkoldja elméletileg pontosan a részecske sebességével
halad, tehat a kép ellentmondasmentes.



Megjegyzés

a, Ha csak egyetlen szinuszhullamom van akkor a felhasznalt hullamszamtartomany nyilvanvaléan
nulla és a hulldam végtelen kiterjedés(. Ez az objektum tisztan hulldmtulajdonsagu.

AVAVAVAV.

b, Ha véges nagysagu hullamszam tartomanybdl épitkezek (k1), akkor hulldmcsomagot kapok
véges x, kiterjedéssel

k=ko=>Ak=0=>Ap=0=Ax > o

Minél nagyobb hullamszamtartomanybdl épitem fel a hulldamcsomagot, az annal keskenyebb lesz.
Azaz, ha k, > k,, akkor x, < x,, vagy masképpen

\W/ Ax wéges

Ap véges

¢, Hataresetben (ha Ak igen nagy, s6t Ak — o), akkor Ax igen kicsi (s6t Ax — 0). Ez a jol lokalizalt

N részecske.

A kordabbi tisztan hullam (a,) és tisztan részecske (c,) kép helyébe a kvantumelmélet az
altalanosabb hulldamcsomagot (b,) hozza, amelynek az a, és c, eset csak hataratmenetei.



Kisérleti bizonyitekok az elektron hullamtermeszetere

Davisson-Germer kisérlet / 1927/ G. P. Thomson /1928 /
A kisérletet Davissonék végezték, a magyarazat G. P. Thomson érdeme.

lektronagy? . .
o ceronaant I elektron intenzitas Adott energidju elektronokat Ni
/ . 7 s
egykristalyon szdratva egy adott
szorasi szognél intenzitas

maximumot mérink. Ennek
magyarazata az elektron
hullamok interferenciajanak

= X
elektron

9 figyelembe vételével lehetséges.

a korok atomok a kristalyban (természetes racs), a
racsallandé d.

A két szomszédos atomon szoért elektron hullam akkor
erositi egymast, ha az utkiilonbségiik a hullamhosszuk
egész szamu tobbszorose:

As =dsin3 = nkh
o O 4 O o ;
}4_.{ A de Broglie képletbdl:
,_h_ h % h
" p  2mE e = 4 T 4. 2mE



Gazok emisszi0s €s abszorpcios szinképe

Szilard testet folytonos spektrumu hdsugarzasaval ellentétben atomos gazok vagy g6zok
csak bizonyos frekvencian sugaroznak (emisszi0), illetve bizonyos frekvenciaju sugarzast
elnyelnek (abszorpcio).

Hosugarzo test prizma

vonalas abszorpciés spektrum
prizma

prizma

| | |

folytonos spektrum vonalas emisszios spektrum

A szinkép vonalai egyfajta ujjlenyomatként hasznalhatok és segitségiikkel tavoli testek
anyaganak Osszetétele hatarozhato meg.



Gazok szinképének magyarazata - Bohr-posztulatumok

A j6l meghatarozott frekvencidju kisugarzott, illetve elnyelt fotonokbdl arra Iehet
kovetkeztetni, hogy az atomokban csak bizonyos nagysagl energia &tmenetek lehetségesek.

Bohr-posztulatumok:

* Az atomokban az elektronok csak diszkrét energiaszinteken E,, E,, ..., E, tartozkodatnak
¢s ezeken a staciondrius palyakon nem sugaroznak.

* Az atomok csak akkor sugaroznak (emisszi0) ha az elektron egy magasabb energiaju
palyardl egy alacsonyabbra kertl.

Az emisszi0 forditottja az abszorpcio.

C D, D
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Bohr-féle frekvencia feltétel:
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Frank-Hertz kisérlet

A kisérlet egy fontos bizonyitekot szolgaltat a Bohr-posztulatumokra.

Elektronokat gyorsitanak ritka higany gézben.

- az izzokatddbol kilépo elektronok az anod felé gyorsulnak

- amig a gyorsito fesziiltség 4,9V alatt van (E, < 4,9 eV) - rugalmas iitkdzés

- a4,9 eV elérésekor az titkdzes rugalmatlanna valik (az dram lecsokken)

- a 9,8 eV elérésekor az elektronok kétszer képesek rugalmatlanul titkozni €és igy tovabb.

- a Hg atomokban a gerjesztett elektronok visszatérnek az alacsonyabb energidju
allapotba, mikdzben fotonokat bocsatanak ki
a megfeleld frekvenciaval:

400
JAE_4916°10°7 g3 itk g
~h T 6623-1073% 2 &

']‘ ']‘ M racs g 300
[ | ' =
( x c/f 254 nm ' \ é
N ) i
E.% -F_ g g—> Hg g6z E 1| 200
254 nm -
e -
1zz0 katod anod
}Ilr' I .
[+

+1'- 0 ' i 5 i 10 ;15
gyorsitotér: U fékezdtér = 0,5V gyorsito fesziiltseg (V)



He Az anédaram 4,9V-nal tértend leesése
: E,=E,+4.9eV bizonyitja, hogy a Hg-ban létezik egy
—_— e‘[ energiaszint 4.9eV energiaval az alapallapot
felett. Raadasul ekkor ,vilagitani” is kezd a Hg,
kibocsajtva a 4,9eV-es (254nm, UV)
fotonokat.

1

Az elektronvolt (eV)

Az elektronvolt az atomfizikdaban hasznalatos energia egység. Ekkora mozgasi energiat
szerez egy elektron 1 volt feszlltségen athaladva.

Az elektromos mez6 munkaja = az elektron mozgasi energiajanak megvaltozasa

U-e=%m-v? ahole=1,6:101°As az elektron toltése

1eV=1V-1,6:101°As =1,6:101°)



EllenOrz6 tesztkérdések

A kilonallé atomok altal kibocsajtott sugarzas spektruma folytonos,
mert az atomban diszkrét energia szintek vannak.

a) Az allitas és az indoklas is helyes, kozottik oki kapcsolat van
Az allitas hamis, de az indoklas 6nmagaban helyes

c) Az allitas igaz, de az indoklas nem

d) Sem az allitas, sem az indoklas nem igaz

A Franck-Hertz kisérletben az andédaram 4,9 eV elektron energianal
esik le, mert csak a 4,9 eV-nél nagyobb energiaju elektronok képesek
gerjeszteni a Hg-atomokat.

Az allitas és az indoklas is helyes, kozottiik oki kapcsolat van
b) Az allitas hamis, de az indoklas 6nmagaban helyes
c) Az allitds igaz, de az indoklas nem
d) Sem az dllitas, sem az indoklas nem igaz



De Broglie hipotézise az atomi elektronra

Staciondrius esetben az atommag koriil keringd elektron egy allohullamnak felel meg.

Tehat a kor kertilete a hulldimhossz egész szamu
tobbszorose kell, hogy legyen:

nA = 2xr

. nh
Beirva a De Broglie hullamhosszt: — = 2nr
muv

Az elektron palya-impulzusmomentumara tehat:
nh
=5-=

L = mvr nh

A De Broglie hipotézis megmagyarazza az impulzusmomentum kvantalt természetét!



A Hidrogén™ atom Bohr modellje

A modellnek szolgaltatnia kell az elektron diszkrét E, energiait.
Az elektron palya-impulzusmomentuma: L = mvr

Az energidhoz hasonloan ez is kvantalt: L =nh/(2n) =nh  ___25 EIEISIEH
*Nem csak hidrogénre, hanem Z rendszamu 1onra is jO, amely egy ,,-"' ?
elektront tartalmaz csupan (hidrogénszert): / F ™
[ *
kZe? v? J r "“
S =m— - kZe? = mvr-v=nh-v ! \
r r . L i
1 q="Ze ]
kZE 2 ‘\ ’.l'j
= A}
v nh \\ f!
\\\ f’,
Az elektron teljes (mechanikai) energiaja: Seee
1, kzZe* 1 , 1
E:Ekin—l-Epﬂt:Emv - T pymvt omut = —omy
1, mk*Z%e* 1 -
En=mgmn == op e = E AR
mk?e*

E* = —2,18-10718] = 2,18 3]

2h?



A Hidrogén atom energiaszintjei

Az elozoleg levezetett képletbol Z =1 esetben kapjuk a hidrogén energiaszintjeit:

_ *1
E,=—E"—

#®

mkZe?

Az emisszi0s €s abszorpcids frekvencidkra:

E —E. E/1 1
Jrim = h ~h (mz _nz)

R: Rydberg-allando

1
Lyman-sorozat: fn; = R (1 - E)

1 1
Balmer-sorozat: f,,, = R (Z — @)

Paschen-sorozat: f,,3 = R(

9

1

n2

)

—2,18-10718] = 2,18 3]
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A kvantummechanikai targyalasmodrol

A mikrorendszereket, azaz az atomokat és azok csoportjait (molekulak,
kristalyok) a kvantummechanika segitségével lehet targyalni. Ez az a pont,
ahol at szokas térni a kvantummechanikai (QM) targyalasmadra.

A QM segitségével levezethet6k az 6ra masodik részében tanulmanyozottak
is: a Bohr-posztulatumok, az atomi energiaszintek léte, azok pontos értéke, a
kozottuk lehetséges atmenetek.

Mi azonban most nem megylink jobban bele a QM-ba. Az atomfizikai
jelenségeket ezért tovabbra is a klasszikus fizika fogalmai segitségével
probaljuk targyalni.

Van még szamos olyan jelenség van, amelyek csupan a klasszikus fizika
ismeretében nem érthetiink meg, amelyeknél a QM tovabbi eredményeinek
az alkalmazasa elkerulhetetlen. A legfontosabb ilyen eredmény a Heisenberg-
féle hatarozatlansagi relacié.

A relacid szerint az 6sszetartozé (kanonikusan konjugalt) fizikai mennyiségek
egyszerre nem mérhetdk tetsz6leges pontossaggal, egyidejlleg nem
hatarozhaték meg. Az egyik mennyiség pontos mérése a masikat
automatikusan hatarozatlanna teszi.



A hatarozatlansagi relacio

Tekintslik példaul a helykoordinatat (x) és a hozza tartozé lendiilet koordinatat
(p,)! A hatarozatlansagi relacié szerint a helykoordinata bizonytalansaga (Ax) és a
lendulet x koordinatajanak bizonytalansaga (Ap,) k6z6tt fennall a

Ax-Ap, > 1/2
Hasonlo relacié all fenn az energia (E) és az id6koordinata (t) kozott:
AE-At>h/2

Tehat az energia és az id6koordinata sem mérhetd egyidejlileg pontosan. Rovid
id6tartamra az energia nincs pontosan meghatarozva. Minél tovabb tart a
részecske egy allapota (folyamata), annal pontosabban meghatarozhato (ill.
meghatarozott) az energiaja! (Pozitivizmus!!!)

A hatdrozatlansdgi reldcio igen szépen mutatja, hogy a makrofizikai fogalmak a
mikrovilag leirdsara csak korlatozottan alkalmasak. A kaphato vdlasz
pontossagat a kisérleti koriilmények eleve behataroljdak. Egy fizikai mennyiség
mérési pontossagdnak nem lesz elvi hatdra, ha a kisérleti kbrtilményeket meg
tudjuk ugy vdlasztani, hogy a mért mennyiség konjugalt pdrja a mérés sordn
hatdrozatlan marad.



A hatarozatlansagi relaciok néhany kovetkezménye

A palyavonalak kérdése:

A klasszikus fizika szerint a részecskéknek van palyavonala, mert egyszerre ismert a
helylk és a sebességuk. Nézzlik, hogy mit sz6l ehhez a kvantumelmélet a

makroszkopikus (pl. a makszemill. ett6l nagyobbak) és a mikroszkopikus (pl. atomi

elektron) részecskék esetében! I

/ Egyszerre ismert r és v fezaltal pf

/ tehat van trajektona
A, makszem pl. m=10° kg

AX ~10° m - helyét um pontossaggal tudjuk meghatarozni
ﬁ ~ -34
Ax-m-Av, > ) ~10

107 ,,  amakszem sebességét 107 m
R TR T s

pontossaggal tudjuk meghatarozni

Azonban ez nem igazi megszoritas, mert nincs olyan mdszer amivel ilyen pontosan
lehetne sebességet mérni. Tehat a makszemnek van palyavonala. Természetesen

minden t6le nagyobb részecskének, azaz minden makroszkopikus részecskének is
van palyavonala a kvantumelmélet szerint is.



A pdlyavonalak kérdése/2

B, Elektron az atomban A H atomban az elektron sebessége ebbe a

nagysagrendbe esik a klasszikus fizika szerint. Ha a mérési

~ 1010 ; . , .. . . . .
Ax=10""m (atom mérete) bizonytalansag a mérési eredmény nagysagrendjébe esik,

~10"kg (elektron tdmege) ill. azt meghaladja, akkor a mérés nem vezet eredményre.
107 m Az atomi elektron sebességkoordinatai tehat nem
~ _ 106 _ , 4 , . . , ,
Vi = 1070107 ~ S mérhetbek, réluk egy fizikus ezért nem beszélhet.

Végkovetkeztetés: Az atomban az elektron mozgasa méréssel nem kovethetd, tehat
nincs palyavonala. (Semmiféle mérés nem igazolhatja tehat azt az 6si elképzelést,
hogy az elektron keringene az atommag korul. Ezt is el kell felednit)

1sg
wrong!
wrong!! 0 ‘ e
wrong!!! 2Px 2P1
wrong!!!! .t‘ i‘ i @

2po
.
-
3dyey: 3dx, 3do 3d;
o ® A
* ¢V & % S &
afy

4fx(xz.3yz) 4f(x2—y7)z 4fxz2 4f1 4f2 f3



2, Zérusponti energia

(avagy abszolut zérus fokon van-e a részecskéknek mozgdsi energidja a kvantum-
elmélet szerint. Azt tudjuk, hogy a klasszikus fizika szerint zérus kelvinen a mozgdsi
energia is zérussd valik.)

Mi lehet az x koordinatak szérasa ?

-WX 0 +%T

h
j‘}‘j‘p' 3: AVX NVx 5FE-1'EEI"-.'I.I'I‘J.
h= = A szoras nagysagrendileg egyezik a kozépértéktdl vald
o ; maximalis eltéréssel. (ettdl kisebb )

Ax-m-Mv, =— . . .

it A kinetikus energia 1 dim.: 1 1 2
Av_ > i , T.. =—mv_ =—ﬂ1_"ﬁ.,:3 S

I jmh _1_ I'|";|" L : Eﬂl_i".l‘

L Em_"l.};‘

Helyhez kotott részecskének tehat abszolut zérus fokon is
marad mozgasi energidja.

Ha viszont szabad a részecske (Ax — «), akkor a kvantum-
elmélet szerint is megall zérus kelvin hémérsékleten.




EllenOrz6 tesztkérdések

Valasszuk ki a hamis allitast!
a) Az anyag hullamtermészetére el6szor de Broglie kovetkeztetett
@ A részecskéhez rendelt hullamhossz aranyos a részecske tomegével
c) A részecskéhez rendelt hulldmhossz forditva ardnyos a részecske lendiiletével
d) Az elektron hullamtermészetét interferencia kisérlettel igazoltak

Az elektron atomon bellili mozgasahoz nem lehet palyavonalat rendelni, mert az
energia bizonytalansaganak és az id6 bizonytalansaganak a szorzata nem lehet
tetsz6legesen nagy.

a) Az allitds és az indokl3as is helyes, kozottiik oki kapcsolat van
b) Az allitas és az indoklas is helyes, kozottik nincs oki kapcsolat
c) Az éllitds hamis, de az indoklas 6nmagaban helyes

Az allitas igaz, de az indoklas nem



A perdulet klasszikusan

Az impulzusmomentum (perdiilet) fogalmat a klasszikus fizikaban is hasznaljuk.
Tomegpont mozgdasa esetén a palya-impulzusmomentum (palyaperdiletet) fogalma
hasznalatos: ez a tomegponthoz huzott helyvektor és a tomegpont lendiletének
vektorialis szorzata: F=Fxp=Fxmv
Az eredményvektor merblegesaz " és P
vektorok altal kifeszitett sikra,

a nagysaga pedig rr-mv-sina

Kiterjedt test sajat tengely koruli porgése
esetén sajatperdiiletet is értelmezhetiink
S$=0w

(tehetetlenségi nyomaték szorozva a szogsebesség vektorral).

Ezek igen hasznos fizikai mennyiségek, mert forgatonyomaték hianyaban
megmaradnak (az id6k végezetéig).

A Nap korul kering6 Foldnek is van palyaperdilete, amely a Naphoz rogzitett
inerciarendszerben megmarad. A tengely korili forgasahoz pedig megmaradé
sajatperdilet tartozik.




A perdulet a kvantummechanikaban

A perdilet nemcsak a klasszikus fizikaban fontos, hanem a kvantummechanikaban
is. EI6szor a hidrogén atom Bohr-modelljében jott be. Bohr szerint a H-atomban
olyan elektronpalyak lehetségesek, amelyre

nh
L =mvr = 7= nh (n=1,2,3,..). ha vonas!
T

(Ez ekvivalens azzal az allitassal, hogy a kérvonalon az elektron hullam egész
szamszor fér el.)

Kés6bb kiderilt, hogy Bohr elképzelései pontositasra szorulnak, nézziik meg
hogyan!

A kvantummechanika szerint a perdulet vektor 3 komponense L, , L, es L,
egyidejlleg nem hatarozhatdk meg, egy komponens foltétlentl hatarozatlan
marad (ez is egyfajta hatarozatlansagi relacio)



A perdilet a kvantummechanikaban/2

A gyakorlatban az valt be, hogy a perdiilet nagysagat, illetve annak a négyzetét
(L?) és valamelyik komponensét ( pl.: L,) hatdrozzuk meg egyidejlleg, tudomasul
veve, hogy L, es L, hatarozatlanok.

A kvantummechanika mddszereivel meghatarozhatdok az egyidejlileg lehetséges L2
és L, sajatértékek.

Az igen bonyolult szamolasok végeredménye:
F=rI+1 ;(=01.2,.
L =fm m= -l -(4..,1

A fenti egész szamokat kvantumszamoknak nevezzuik: | melléekkvantumszam, m
magneses kvantumszam

IRANYKVANTALAS : tetsz8legesen felvett irdnnyal a rendszer perdiilet
(impulzusmomentum) vektora nem zarhat be akarmilyen szoget.
(Nobel-dij a beigazoldsaért)

* Hatarozatlansag itt is van! Haismert az L vektor egy komponense, a tobbi (a
masik kettd ) mar bizonytalan. Azaz a perdiilet vektor nem hatarozhaté meg
teljes pontosaggal!



A perdilet a kvantummechanikdban/3

Pl.: a.) legyen 1 =0 ekkor L’ =0 és L, =0 egyaltalan nincs impulzus momentum.
N

-

b.) legyen I =1 ekkor

L* =7%2
és L,=—A ,ham=-1
. L,=0 ,ham=0

L =h ,ham=1.

A kapott eredményeket bal oldalt abrazoltuk

WY

.

J2h sugari gdbmb amelyben

e afelsO kup alkotovektorainak hossza J2h , ennek fligglleges vetiilete 72 , ez ¢ppen
megfelel az L, =7 ha m=1 esetnek

e az also kup alkotovektorainak hossza J2n, fliggbleges vetiilete —7 , ez megfelel
L, =—% ha m= -1 esetnek

a kozépkor pedig a L, =0 ha m=0 esetnek felel meg.

hasonldan elveégezve a tobbi esetben is
= 4,=45 9=45 m=1

G =90° m=0

$=135° m=-1

o1
N

|

CoS Y, = % =



A sajatperdulet (a spin)

1925. Goudsmit és Uhlenbeck: az elektron rendelkezik sajat impulzusmomentummal.

Ez a SPIN. Jele: S

( Kezdetben ugy gondoltak, hogy a porgése miatt. Ma mar inkabb ugy gondoljuk, hogy
a spin egy relativisztikus effektus (mert a relativisztikus szamitasokbdl vezethetd le).)

J=L+8S

J : teljes impulzusmomentum
1

L : palya impulzusmomentum

E:apin
2 2 1
S =n%s-(s+1) S=§
1
SZ:h'mS m8=i§
1
0037=—Z=(h'5)+(§-h)=%
J3

. .11 3,
= -—-—1:—
S h2(2+) 4h

S=P

A perdiletre vonatkozé
osszefliggések a spinre is igazak, de
a kvantumszamok itt feles értékdek

lesznek.
7
M

V8,
2

=t




Az egyelektronos atom

elektron (Hidrogénatom, ha Z=1, mas esetben ion)
r a
mg ) = . Ze (Vonzé kélcsénhatas esetén a Coulomb-
toltése: +Ze . potencial negativ).

Konzervativ mez6ben a teljes energia megmaradd mennyiség. Az eddig elmondottak
alapjan a megmaradd mennyiségek: energia, palyaperdilet (nagysag és z komponens),
sajatperdilet. Ezt a négy fizikai mennyiséget négy kvantumszam hatarozza meg.

« . . .  E7 5
n: Fékvantumszdm: meghatdrozza az energigt. E=-Z —Tin= 12...
I:  Mellékvantumszam: meghatarozza L2-et. I=a1(1+1):1=01,. . n-1

m: Magneses kvantumszam: meghatarozza L-t. L. =nmm=-l-1+L..0..]

=+

N |-

m,: Spinkvantumszam: meghatdrozza S,-t S,=h-mg  m;
Megjegyzés: a spin nagysaganak meghatarozasara nem kell kvantumszam, az mindig

ugyanaz az érték.
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Az atomi elektron palyak alakja:
valojaban az elektron alléhullam
modusok alakja

Az els6 szam a fékvantumszam,
a betd a mellékkvantumszam
(s (I=0), p (I=1), d (I=2), f (I=3)),
az index pedig a magneses kvantumszam

2

@



A Pauli-elv

Tobb elektronnal rendelkez6 atomokban is hasonlé allapotok (palyak)
valdsulnak meg. Az elektronok ezeket az allapotokat tolthetik be, de
egy allapotot csak egy elektron. Ez a Pauli-elv.

A Pauli-elv tehat kimondja, hogy egy atomban egy kvantumszam
négyessel (n, |, m, m ) csak egy elektron rendelkezhet. Tehat, ha egy
atomon belil két elektront tekintlink, akkor azoknak legalabb egy
kvantumszama eltér.

Szokas ugy is fogalmazni, hogy ha egy térbeli allapotban (amelyet az n,
|, m kvantumszamok jellemeznek) mar van egy elektron, akkor oda a
masodik elektron csak ellentétes spinnel (azaz ellentétes elGjelli m
értékkel) tud beépiilni.

A Pauli-elv nemcsak elektronokra, hanem minden feles spini
részecskére is igaz.



EllenOrzo kérdések

Az egyelektronos atomban az elektron palyaperdiletének z-komponensérol
elmondhatjuk, hogy

a) Ertékét a mellékkvantumszam hatdrozza meg
Ertékét a magneses kvantumszam hatarozza meg

c] Ertéke mindig h/2

d) Ertéke mindig hatdrozatlan

Az egyelektronos atomban az elektron az n=2 f6kvantumszamu allapotban
van. Jel6ljik meg, hogy milyen értéket nem vehet fel a palyaperdiilet (L) és
annak z-komponense (L,)!

a) L=0; L=0
b) L=+/2h; L=0
c) L=v2h;L=h

L= VZh; L= 2h



A magneses momentum

Koraram magneses momentuma:
m=I4n (n normalisu A teriileti hurokban I aram folyik

A késébbiekben M legyen a jeldlés

I
il
dg e
;-4 _°
t
E" V¢9 N
T="".4=rx v
V
Vi el 2 = el _
M = r 1 = ' . s
»r 2 A klasszikus kép helyes
M = jL‘méV,.,— _ 76 i eredményre vezet, bar —
a feliilet, 1, =, mint tudjuk — az elektron
amelyen az nem kering az atomban.
elektron athalad _ e
M= L L=h-m
2m, -
eh _
M= m; m=0+1+2...
2m,

el

up : Bohr-magneton p; = a magneses momentum z komponensének

m

a

legkisebb egysege.



A magneses momentum/2

A spinhez tartozo magneses momentum
A meresek szerint A spinhez tartozo

M7 = p, =+ e .__¢ 2-m, _ % m = i-S: magneses momentum
2-m, 2-m, m, m, vetulet is Bohr-
(1=2-my) magneton nagysagu
(bar a spinvetilet csak
Y € 7. G - - . fele a palyaperdiilet
M = 5 L+ S Mé J=L+S nemlesz parhuzamos . P y p .
M, m, vetllet minimumanak
e e e
M, = L, +—-§, = (L, +2-§,)
2-m, m, 2-m,

Ug =9,27-1024J-T1
egészen pontosan
9,274009994(57) -10-%*

tehat magneses szempontbdl a spin "duplan szamit".

Erdekesség: )Tt
Kvantumelektrodinamikai korrekciok miatt a valosagban az elektron magneses
momentumanak Z wranyu komponense nem pontosan egvezik a Bohr-magnetonnal
g, =2,0023

A pontos ertek:

i a szabad elektron g

M =1.001159652193(10)u,

' faktora

A (10) az utolso szamjegy hibajat jelenti.



A Zeeman-effektus

A jelenséget Zeeman vizsgalta. Kutatasi eredmeényeiert 1902-ben Nobel-dijat kapott.
Az altala elvegzett kiserlet lenyege. hogy atomot erdos magneses terbe tessziik, és vizsgaljuk a
magneses mezo es az atomi elektron, pontosabban a kéraram magneses momentuma kozotti
kolesonhatasi energiat. Fontos hogy erds legyen a magneses mezo hiszen csak igy kapjuk a

zeeman-effektust. Zeeman a klasszikus fizikat hasznalta fel a jelenség vizsgalatara. mi a

kvantummechanikat hasznaljuk.

I\_/I)Zaz "atomi kéraram" magneses momentuma
= . : .,
BE :a magneses indukciovektor

Wi :kdlesonhatasi energia a magneses mezo €s a magneses momentum Kozott

W =-EId

Vegyviik fel a koordinata rendszert ugy hogy a z tengely a magneses

mdukciovektorral parhuzamos iranyba alljon. Ekkor a kovetkezoket kapjuk:

Wo=-BXM,=-B-gm

Ez az energia hozzaadodik a tobbi
energiahoz

Az abré az energiaszintek lathatoak
B=0 ¢és B#0 esetekben. Ezeket a
fenti képlet alapjan kaphatjuk.

m=-2

m:-

m=1

=3

m= -1

n=2 = ()
=1

n=1 tn= 0

BF0




A Zeeman-effektus/2

38

m=
(a) Box = 0 | // . _ -
5'D A o0
: A\\ A‘ A‘ Y
—— m=-2
A
(b) Bext # 0
643.8 nm AmE-l  An=0 Am=]
(c) Large By
fine structure {e¥) =doublet ' '
H atom = 1/100 x Sodium ' _~ ' ' r— m=1
m=0

: : 5'P 1
HvdrugeW Sodium doublet (D line) TN ' v m=—1

Magnetic
field off.
Magnetic
field on.

Mormal Zeeman [A.nnmaluus Feeman Eﬂ:EC‘t]
effect

Normalis Zeeman-effektusnal 3-felé
hasad a spektrumvonal.

Anomalis Zeeman-effektusnal még

tobbfelé, mert a spin is bezavarhat.




A Zeeman-effektus/3

Energy Level

E

A

/ ms =+l2

AE:gCHBE;(]

B= B=B B

A Energy

Free Electron
with spin S=1/2

Transitions between

s _ energy levels induced b
o mg=1/2 eray feve’s nducedhy
T microwave irradiation
S
Splitting of o EPR Spectrum
energy levels in
magnetic field B,
Electron Zeeman Effect _Bo
- . " kv
.=
BO Be’BO

A kétféle spindllashoz tartozd energiaszintek a magneses tér ndvelésével
eltavolodnak. A két allapot kozotti atmenet soran kibocsajtott foton az anyagi

osszetételrdl ad informaciot.

Electron paramagnetic resonance (EPR)

Electron spin resonance (ESR)




EllenOrzo kérdések

Valasszuk ki a hamis allitast!
a) A spinhez tartozé6 magneses momentum vetlilet Bohr-magneton nagysagu
b) A spinvetliilet fele a palyaperdilet vetilet minimumanak

Magneses mez6be helyezett atom energiaszintjei a mellékkvantumszammal
egyenld szamu szintre hasadnak

d) A felhasadas aranyos a magneses indukcié nagysagaval

Parositsuk 0ssze a kvantumszamokat az altaluk meghatarozott fizikai mennyiségekkel!
1) m a, spinvetulet

) n b, palyaperdiilet nagysaga

) m, c, teljes energia

) | d, palyaperdilet vetulete

A W N

Megoldas: 1d, 2c, 3a, 4b



A rontgen sugarzas felfedezeése

Ehhez kellett a katédsugarcso6, amellyel a XIX. sz. masodik felében a
katédsugarak természetét tanulmanyoztak. Ez kozel egy fél évszazadon
keresztul a fizika egyik legnagyobb rejtélye volt:

Hullam vagy részecske?

Van negativ toltése vagy nincs?

Nem atomokbadl all, de nem is elektromagneses sugarzas

Min6sége nem flgg a katdd anyagatdl

A )mA

i
¢ L_—": > nyomasmerohoz

szivaltyuhoz




A rontgen sugarzas felfedezése/3

Condrad Rontgen atit6é eredményt ért el 128 éve (1895. november 8.). A Wiirzburgi
Egyetem Fizikai Intézete, ahol Rontgen az X- sugarakat felfedezte

A gyorsan fejl6d6 vakuum
technologia kellett hozza

180°



Aztan masoktol is jottek az eredmények

Wilhelm Conrad Rontgen (Lennep, 1845 —
Munchen, 1923

Nobel-dij: 1901 (az X sugarzas felfedezéséért)

Joseph John (,,J. J.”) Thomson
(Manchester, 1856 - Cambridge, 1940)

Nobel-dij: 1906 (az elektron felfedezésért)

Lénard Fulop (németul Philipp Eduard

Anton (von) Lenard) (Pozsony, 1862 —

Messelhausen, 1947)

Nobel-dij: 1905 (katddsugarcso, fényelektromos
jelenséq)




Az X-sugarak felfedezese

1895. november elején Rontgen felfigyelt arra a jelenségre, hogy azokon a
fényképezdlemezeken, amelyek az Uzemeltetett kisulési csé mellett voltak, és fekete
kartonpapirba voltak csomagolva, nem megmagyarazhat6 feketedések mutatkoztak az
el6hivas utan. Ez elgondolkodtatta, és vizsgalta ennek okat.

1895. november 8-an kisérleteiben Rontgen a kisulési cs6ben az elektromos kisulést
kiserd fényjelenségek kiszlirésére a csovet nem atlatszo fekete kartonpapirba
csomagolta, igy probalta vizsgalni a katddsugar altal el6idézett fényt. Mikor a
szikrainduktort a cs6re kapcsolta, latta, hogy a sotét laboratériumban a csé kozelében
lévd, barium-platina-cianiddal bevont ernyo fluoreszkalé fényt bocsat ki, azaz
fényforrasként viselkedik. Ezutan vizsgalni kezdte a titokzatos fény forrasat.

Mikor a cs6 a vilagitd papirlemez kozé deszkat, jegyzetfizetet helyezett, akkor is vilagitott,
csak halovanyabban. Ha a kézfejét helyezte a csd és papirlemez koze, a lemezen a
kézcsontjainak arnyképe tiint el6. A fényforras megszint, amikor a kisulési csérdl a
feszlltséget lekapcsolta. A sugarzas miatt kb. 2m tavolsagbdl fénylett az ernyd, tehat
nem lehet katédsugarzas (az mar néhany cm levegdben elnyel6dik).

Kimutatta, hogy a cs6 egy meghatarozott részébdl egyenes vonalban lép ki a sugarzas. A
fentiekbdl Rontgen azt a kovetkeztetést vonta le, hogy egy uj sugar — elsé
dolgozataban X-sugarnak nevezte el — hatasa, amely athatol az anyagokon, eltéré
meértékben nyel6dik el, és a fényhez hasonléan egyenesen aramlik, valamint
fényképfelvételeken rogzitheto.

A kovetkez6 napokban és hetekben Rontgen éjjel-nappal a laboratériumban
tartéozkodott és vizsgalta az uj sugar tulajdonsagait. Mintegy 20 perces expozicios
idbvel készitette el felvételét felesége kezérdl.



A rontgensugarzas keltése

A rontgensugarzas nagyenergiaji elektromagneses sugarzas, a hullimhossza a 1011 és 108 m
kozotti tartomanyba esik.

A lathato sugarakkal ellentétben, ezek nagy athatolo képesseggel rendelkeznek.

Eldallitasuk:

- felmelegitett katodbol kilépo elektronokat nagyfesziiltséggel gyorsitjak

- az elektronok az anddba csapodnak, amely nagy rendszadmu fém (pl. volfram)

- arontgen sugarak a becsapodas helyérdl indulnak minden iranyba

- Az elektronok energidjanak csak ~1%-a lesz a rOntgensugarzas energiaja, a tobbi az
anodban nyelodik el. Emiatt sziiks€ges, hogy az anod nagy darab, nehezen olvado fém
(pl.: wolfram) legyen, lehetbleg vizzel hiit6tt vagy forgatott.
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A fékezési rontgensugarzas

A nehéz atommag Coulomb-terébe érkezo elektron elteértil €s lefekezOdik.
A gyorsulast szenved0 elektron energiat veszit, €s fotont sugaroz ki.

Ex1 — Ex2 = Ef
] € e
1 , 1 2 5
SmY” —omuyt = hf
Ha az elektron teljesen lefé¢kezodik:
1 2
Emvl = hfmax
Mivel itott elekt : .
ivel a gyorsitott elektron energiaja E; Kisenergidi

Ey =eU nagyenergiaju rontgen foton

igy a foton maximalis rontgen foton

energidja eV egységben
egyszeriien az elektron A e

gyorsito fesziiltscege: \\S{GSD ] ¢ Kisebb foton energiak

N/
e valoszinilibbek, mert ugy
az elektron tobbszor is
eltériilhet az anyagban.

: E 1
csak a kontinuum! max E;

Intenzitas



Karakterisztikus sugarzas - vonalas komponens
A felgyorsitott elektron egy masik elektront iit ki az atom egyik belsd héjarol (1. 1épés: belsod
hé¢j 10nizacio).
Ezzel egy betoltetlen hely (vakancia) keletkezik, ami tovabbi elektronugrasokat okoz (2.

inds), e . . aseseasaea N —esa s asa.
Iepes) kiittt
........ M A8 8 8 o s o o
l'vwwv»hf2
a .- ...... L ........
&, e\/e- < lwvw»hfl

Atmenetre jellemz6 diszkrét energiaju fotonok:
- sorozatokba rendezhetd vonalak

E2 - E1 - hf
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Moseley-térvény

Moseley 1913-ban megallapitotta, hogy a vonalas
emisszi0s szinkep jellemzd az illetod elemre, tehat
megmérve a frekvenciakat vagy a hullimhosszakat

a Z rendszam kiszamolhato.
Ezért nevezik ezt a komponenst karakterisztikus

sugarzasnak.

ronteen fluoreszcencia analizis (XRF)

Moseley torvénye:

Er = hf = A(Z — b)?

Emlék: a f6kvantumszam meghatarozza az
energiat

 ET ahol E'=13,6eV”
T = 2,18 a

Henry Moseley (Weymouth, 1887 — 77

Torokorszag, Gallipoli, 1915) ) ]
Az elektron atmenet soran felszabadult

energiat egy foton viszi el E; —E; = hf;;


http://nukleariskepalkotas.atomki.hu/documents/Rontgen_fluoreszcencia_analizis.pdf

Moseley-torvény/2

Moseley térvénye: Ef = hf = A(Z — b)?

1 1
- A: az adott n — m atmenetre jellemzd konstans A = E” (—2 — —2>
ms n

, <1 1> 3
K, esetén: A=E'"\=—=|=-E"
4 E*=2,18 3]
1 1 5
L, esetén: A=FE"|—5|=5E

- b: korrekcios faktor, amely a Z effektiv értékét (tobbi elektron arnyékolasat) adja meg.
K,esetén: b =1 L, esetén:b = 7,4

A torvényt ugy alkotta meg, hogy az egyes karakterisztikus vonalak esetében €szlelt
rontgenfrekvenciak gyokeit abrazolta az elemek rendszdma szerint, majd a kapott adatokra
egyenest illesztett.

A Bohr-modell alapjan a torvény megmagyarazhatd, de a tobbi elektron hatasat is figyelembe
kell venni, igy a Z helyett itt Z = Z - b szerepel. Az atom itt nem hidrogénszerti ion!



Auger-elektronok

Nem biztos, hogy a bels6 héj ionizacié utan 2. [épésben a rontgen foton
emisszidja kovetkezik. Lehetséges alternativ folyamat a 2. |épésre: egy
kiils6bb héjon |évé elektron viszi el a felszabaduld energiat (ez az Auger
elektron), igy a végallapot 2 lyukat tartalmaz = kétszeres pozitiv ion lesz.
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i A rendszamtol fugg,

K-shell
| hogy a rontgen sugarzas
{1 vagy az Auger elektron

Q5 -

lesz dominans.

04 -

Fluorescence yield

Ha Z értéke nagy

0.3 -

L-shell

0.2 (average)

akkor a rontgen sugar
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Atormic number akkor az Auger elektron.
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EllenOrzo kérdések

Valasszuk ki a hamis allitast!
A K, a legnagyobb kvantumenergiaju karakterisztikus rontgen vonal

b) Az atommag Coulomb-terében eltéril6 és lefékez6d6 elektronok sugdrzasanak a
spektruma folytonos

c) Adott atom L, sugdrzasanak hulldamhossza nem fligg a rontgencsd feszlltségétdl
d) Az Auger-folyamat kis rendszamu anyagokban dominans

A Moseley-torvény kapcsolatot ad

a) A rontgencso feszlltsége és a maximalis fotonenergia kozott

b) A rontgencso fesziiltsége és a és karakterisztikus vonalak frekvencidja kozott
@ Az andd rendszama és karakterisztikus vonalak frekvenciaja kozott

d) Az andd rendszama és a maximalis fotonenergia kdzott



