Forgatonyomaték és perdiilet

Bizonyos eréterekben lejatszodé mozgasok — de fdleg az 6sszetett mechanikai rendszerek mozgasainak
— leirasaban fontos szerepet jatszik az erd és az impulzus nyomatéka.
Legyen adva altalaban az U(X, Y, z) vektortér. Az U vektor A pontra vonatkoz6 momentuman

(vagy nyomatékan) értjilk az Fyp x U vektori szorzatot, ahol Myp = AP.
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Legyen U= F.AP pontban hato eré origora vonatkoztatott momentuma (azaz a_forgatonyomaték)

az I helyvektornak és az F erdnek a vektori szorzata:

M=rxF.

A definiciobdl kovetkezik, hogy az forgatonyomaték SI-egysége 1 mN.

Hasonloképpen értelmezziikk az anyagi pont impulzusianak az O pontra vonatkozo N
nyomatékat:
L=rxmv.
(Az impulzusnyomatékot perdiiletnek is nevezik.)

Az anyagi pont impulzusmomentuma ¢és a ra hat6 erdk ereddjének momentuma kapcsolatban
vannak egymassal.
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A témegpont O pontra vonatkozo impulzusmomentumanak egységnyi ido alatti megvaltozasa egyenlo a
rd hato erdk ereddjének az O pontra vonatkozo momentumaval. Az egyenléséget impulzusmomentum-
tételnek (vagy perdiileti tételnek) nevezziik.

Centralis erok; feliileti tétel

Centralis erdtérnek mondjuk az olyan erdteret, amelynek barmely pontiaban hato erd tarté egyenese az
inerciarendszer egy fix pontjan megy at. llyen er6tér pl. a gravitacios er6tér vagy a rugalmas erotér.
(Centralis er6tér az elektrosztatikus erdtér is.) Az erdk tartd egyenesének metszéspontjat az erOtér
centrumanak, roviden erdcentrumnak nevezziik. Valasszuk a tovabbiakban az erO6centrumot a
vonatkoztatasi rendszer origojaul. Akkor az I radiuszvektor a hatd erével egy egyenesbe esik. Tehat



M =FxF =0.

Centralis erdtérben a hato erének az erdcentrumra vonatkoztatott momentuma zérus. AZ
impulzusmomentum-tételbél kovetkezik tehat, hogy a centralis erétérben mozgd anyagi pontnak az
erdcentrumra vonatkoztatott impulzusmomentuma allando (vektor):

N = m(F xV) = konst.

Az egyenldségbdl kovetkezik, hogy az T €S V vektor mindig ugyanazon sikban marad, vagyis, hogy
a centralis erdtérben mozgo anyagi pont palydja sikgorbe. Az egyenl6ségbdl kovetkezik, hogy F'xV =
konstans. E vektori szorzat abszolut értékének geometriai jelentés adhato.
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teriileti sebesség dllando. Tehat cent-
ralis erétérben az erécentrumbol a
mozgo anyagi ponthoz huzott radiusz-
vektor egyenlé idotartamok alatt egyenld teriileteket surol. Ez bolygémozgasra Kepler masodik
torvénye. Ez az On. teriileti tétel, tehat altalanosabban érvényes: minden centrdlis erdtérben.

A pontrendszer fogalma. Kiilso és belsé erék

Egy tomegpontra hato er6 nem szarmazhat magatol a tomegponttol, hanem a kornyezetében 1évo tobb
test van ra olyan hatéssal, melyet erének neveziink. Vagyis csak két vagy tobb tomegpont, ill. test kdzott
fellépo erdhatasnak (kdlcsonhatasnak) van értelme. (Ezt az eréhatést az erdtér kozvetiti.)

Az egymassal kolcsonhatasban 1évé anyagi pontok Osszességét pontrendszernek nevezziik.
Tobb-kevesebb oOnkénnyel allapodunk meg abban, hogy melyik anyagi pontot tekintjik a
pontrendszerhez tartozénak, melyiket nem. Altaldban valamilyen fizikai koriilmény elkiiloniti a
szemiigyre vett anyagi pontokat a tobbit6l. Néhany példa. A Naprendszer bolygoit a Nap koriili
keringésiik vizsgalatakor anyagi pontrendszernek tekintjiik; e pontrendszer tagjai egymasra gravitacios
er6t fejtenek ki és természetesen ezen kiviil a Nap is er6t gyakorol rajuk. Pontrendszert alkotnak egy
edénybe zart gazmolekulak, ha a molekuldkat pontszeriieknek tekintjiik. (Mind az eldbbi, mind az utébbi
példaban le kell ilyenkor mondanunk a bolygok, ill. a molekulak forgasanak a leirasarol; az anyagi pont
forgasanak nincsen értelme.)

Ha a pontrendszer tagjainak mozgasat le akarjuk irni, ismerniink kell a rajuk hato erdket.
Mindenekelétt szamozzuk meg a pontrendszerhez tartozé anyagi pontokat: 1, 2,...n—1,n (n>2). Az

egyes anyagi pontokra vonatkozo fizikai mennyiségeket (tomeg, impulzus stb.) az anyagi pont
sorszamaval megegyez6 indexszel latjuk el.
Azokat az erOket, amelyeket a rendszer tobbi tagja fejt ki a kiszemelt tomegpontra, belsé erdknek

nevezziik, és Fy -val jeloljuk ezek kozil azt, amelyet a

k-adik tomegpont fejt ki az i-edikre. Azokat az eréket, amelyeknek a forrasa nem tartozik a
pontrendszerhez, kiilsé eréknek mondjuk. Az i-edik tomegpont mozgasegyenletét tehat igy irjuk:

miéi:ﬁi+zlfik, (|:1,2n)



ahol Ifi -vel jeloltiik az i-edik tomegpontra hato kiilsd erdk eredgjét. A belsé erdk kozott az Ifii nem

szerepel, vagy masként: lfii =0, minthogy az egyes tdmegpontok 6nmagukra nem fejtenek ki erot.

A vektori mozgasegyenletek szama egyenlo a pontrendszer tagjainak a szamaval, 6sszegezziik
az egyenlet két oldalan all6 mennyiségeket:

Minthogy Newton harmadik axidméja szerint

Fi =—Fq, ezt

vagyis a belsé erdk vektori osszege zérus. A kiils6 erék sszegét jeldljiik F -fel, akkor az egyenlet igy
alakul:

ﬁZ(mivi) =Z(mi§i)= F.
i=1 i=1

A bal oldalon all6 6sszeg a pontrendszer tagjai impulzusanak vektori dsszege; neve: a pontrendszer
impulzusa (lendiilete), jele: P. A egyenlet tomor irasmodja tehat:
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A pontrendszerre vonatkozd egyenlet formailag pontosan megegyezik az anyagi pontra vonatkozo
egyenlettel. Mig azonban az egyetlen tdmegpont esetén F az egy pontban hat6 er6k ereddjét jelenti, itt

az F apontrendszer egyes tagjaira (tehat kiilonb6z6 pontokban hato) kiils6 er6k vektori 6sszege.
Tehat a pontrendszer lendiiletének idéegység alatti megvdltozdsa egyenlé a pontrendszer
tagjaira hato kiilsé erdk osszegével. (A belsé erdk a lendiilet valtozasaban nem jatszanak szerepet.) Ha
tehat a pontrendszerre hato kiilsé erok Osszege zérus, akkor a pontrendszer lediilete nem valtozik,
alland6. Az ilyen pontrendszert mechanikailag zart rendszernek mondjuk. Tehat: mechanikailag zart
pontrendszer lendiilete idében dllando. Ezt a tételt a pontrendszerre vonatkozo lendiilettételnek
(impulzustételnek) szokas nevezni; féleg részecskék iitk6zésének leirasaban van nagy fontossaga.

A tomegkozéppont mozgasara vonatkozo tétel

Egy pontrendszer tomegkozéppontjdanak nevezziik azt a pontot, amelynek helyvektora:
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(A fenti definiciés egyenlet alapjan belathat6, hogy két tomegpontbol 4llo6 pontrendszer

tomegkozéppontja az Oket 0sszekdtd egyenesen van, és tdvolsagukat a tomegiikkel forditott aranyban
n

osztja.) Jeloljiik a tomegpontok tomegének dsszegét M-mel: M = Z m; , NeVe: a pontrendszer tomege.
i=1
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A fenti egyenletek alapjan adodik:

Ma =F;



szavakban: egy pontrendszer tomegkdzéppontja ugy mozog, mintha a pontrendszer tomege oda volna
koncentralva és a pontrendszerre hato kiilsé erdk osszege ott hatna. A tdomegpont mozgésat tehat a belsé
er6k nem befolyasoljak. Ha tehat a pontrendszerre hato kiilsé erdk osszege zérus, akkor a pontrendszer
tomegkozéppontja (az inerciarendszerben) vagy nyugalomban van, vagy egyenes vonalu egyenletes
mozgast végez. Ez a tomegkézéppont mozgasara vonatkozo tetel. (A tOmegkdzéppontot néha
sulypontnak, az el6z0 tételt sulyponttételnek nevezik.)

A pontrendszerre vonatkoz6 impulzusnyomatéki tétel

A pontrendszer mozgasanak altalanos jellemzésében — az impulzustétel mellett — fontos szerepe van az
impulzusnyomatéki tételnek is; ezt a tételt néha perdiileti tételnek is nevezzik.
Matematikailag levezethetd, hogy

A n ~ n - R . R
—Z(ﬁ XMmV;) = Z:(l’I xF), vagy tomorebb irasmoddal % =M.
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Szavakban: a pontrendszer teljes perdiiletének idéegység alatti megvaltozdsa egyenld a pontrendszerre
hato kiilsé erdk (ugyanazon pontra vonatkoztatott) nyomatékainak 6sszegével, feltéve, hogy a belsé erck

centralisak, azaz ha T, — T || Ifik. Az el6z6ekbol kovetkezik, hogy ha a pontrendszerre kiilsé erék nem

hatnak, vagy ha a kiilsé erék nyomatékainak az 6sszege zérus, akkor a rendszer teljes impulzusmomentuma
allando. Ez a teljes impulzusmomentum (perdiilet) megmaraddsanak a tétele.

Merev testek egyensilya

A merev testek mozgas kozben megtartjak az alakjukat, tehat barmely két pontjuk tavolsdga nem valtozik.
Ezen testek egyensulyanak a fentiek szerint két feltétele van:

n
1, A testre hato kiilsd er6 ereddje nulla legyen: Z F;, = 0. Ekkor a test tomegkozéppontja nem gyorsul.
i=1

n

2, A testre hat6 forgatonyomatékok ereddje nulla legyen: Z M; = 0. Ekkor a test nem perdiil, azaz a
i=1

szOgsebessége nem valtozik.

Az egyensuly nem jelent foltétleniil nyugalmat. Egy allando sebességgel mozgo és allandd szogsebességgel
forgo test is egyensulyban van.



