5. Pontrendszerek mechanikaja. A kontinuumok Euler-féle leirasa.
Tomegmeérleg. Bernoulli-egyenlet. Hidrosztatika. Felhajtoero és
Arhimédesz torvénye.

Tomegpontrendszerek

Tomegpontok meghatarozott halmaza, mindig ugyanazok a pontok tartoznak hozza. A pontok
szama legyen n, az i-edik pont tomege pedig mi. A pontrendszer tagjai egymassal is meg a
kiilvilaggal is kolcsonhatasban allhatnak. Az egymassal valo kolcsonhatashoz rendelt erdket
belsd erdknek, a kiilvilaggal vald kolcsonhatast leiro erdket pedig kiilsé erdknek nevezziik.

test - test kolcsonhatas: F i az erd, amelyet a k-adik fejt ki az i-edik pontra

B6156 erék ”r .. .. 14 - * |14 . ner b
test - mez06 kolcsonhatas: Fik az erd, amely a k-adik pont mezdjében az i-

edikre hat
Bi=Fik+Fi a teljes belso erd. Az akcid reakcio tétele miatt Fi =—Fu.
Altaldban Fi és Fu nem egymasnak az ellentettje. A mechanikéban azonban a legtobb
esetben fennall az akcio — reakciod elve a *-o0s erdk kozott is, ezért a tovabbiakban feltessziik,
hogy Eik* = —Eki*.
Az i-edik pontra hato teljes kiilso erd legyen Fi. A rendszer i-edik elemének
mozgasegyenlete:

p=Fi+Y Bx,i=12..n, Bi =0
Ezt az n — szamu egyenletet adjuk 6;sze:
ZBi = Zfi +sz:§ik
Legyen B a rendszer 0sszimpulzusa
p =Zi)Bi ekkor p=2 P
jeldlje F= ZEi a pontrendszerre hat6 dsszes kiilsd erét. Mivel a kettds 6sszeg parokba

rendezhetd pl: Bi =—Bui, igy barmely par 6sszege 0 és igy az egész Osszeg eltiinik. Igy az
impulzustétel pontrendszerre:

p=F.
A pontrendszer impulzusanak véltozasi gyorsasaga egyenld a pontrendszerre hato kiilsé erdk

Osszegével.
Tomegkozéppont az a geometriai pont, amelyre a tdmegpontrendszer sztatikai nyomatéka

eltlinik, azaz Z miFi =0
i




—

N =ri—re,
Zmi(Fi—Fc):ﬁ
Zlmiﬂ ~rey.m =0
 Swi
- iZmi _

A tomegkozéppont helye egyértelmiien meghatarozhat6. A tomegkdzéppont helyvektorat ugy
kapjuk, hogy az origdra szamolt teljes sztatikai nyomatékot elosztjuk a pontrendszer teljes

tomegével. Legyen m = z m. . A tomegkozéppont sebessége:

-2 S S
Vc—rc—azi:mih—azi:mim—azi:pi
\7c:£.

m

A pontrendszer impulzusa egyenld 6ssztomegének és a tomegkdzéppontja sebességének
szorzatdval. Derivaljuk a fenti egyenletet az id§ szerint:

le

mac =F .
Ez a tdomegkozépponti tétel (az impulzustétel mas alakja).
A tomegkozéppont gyorsuldsat ugy szamithatjuk ki, hogy a pontrendszerre hato kiilso erok
Osszegét elosztjuk a pontrendszer 0ssztomegével. Zart a mechanikai rendszer, ha kiilsd erdk
nem hatnak ra. Inerciarendszerben a zart tomegpontrendszer tomegkozéppontja nem
gyorsulhat, vagy all, vagy egyenes vonalu egyenletes mozgast végez.

Kontinuumok mechanikaja:
A szilard, cseppfolyds és 1égnemii anyag molekulakbdl illetve atomokbdl épiil fel. A
makroszkopikus jelenségek leirdsaban azonban eldszor a fenomenologikus (leird) modszert
hasznaljuk. Ilyenkor eltekintiink az anyag atomos szerkezetétdl, és azzal a feltevéssel €liink,
hogy az anyagot jellemzd fizikai mennyiségek a helynek, €és az idének folytonos, sot
differencialhato fiiggvényei. Az ilyen anyagot nevezziik kontinuumnak.

A kontinuum mechanika tehat a folyadékok, és gdzok aramlésanak és egyenstlyanak a
leirésa.
A folytonos eloszlasti anyag egyik fontos jellemzdje a stirlisége. Az atlagsiirliség definicidja:

__Am
AV’

ahol Ama AV térfogatban foglalt tomeg. Illetve a pontbeli stirliség:
Am dm

=lm—=——-.
P AV—0 AV dv



E szerint egy adott tartomanyban foglalt tomeg: m = I pdV . A siirtiség fligghet a helytdl és az
\

id6tdl. p = p(F,t)=p(x,y,zt). Ha, akkor a test homogén, ilyenkor m= pV .

Meértékegyseége [ ,0] = lk—g

m’

Tovabbi fontos mennyiség a nyomas. A folyadék egy pontjdban a nyomas a feliiletre

S _ AF
merdleges erd és a pont koriili kicsiny feliilet hanyadosa: p = AR ezt nevezziik atlag

nyomasnak, illetve a pontbeli nyomads: p = Alimoi—i = 3—i . Ha egy feliilet mentén p=alland6

F :
akkor természetesen a p = X egyenletnek megfelelden F = pA. A nyomas skalar mennyiség,

és mértekegysége [ p] = [—Z} = 1% =1Pa.

—

A kontinuumok mozgasanak egyik lehetséges leirasa a Lagrange-modszer, ilyenkor az egyes
kiszemelt folyadékrészekre a Newton féle mozgasegyenletet irjuk fel, és kezdeti feltételekkel
megoldjuk.

Gyakoribb az tgynevezett Euler-féle leiras. Ilyenkor azt vizsgaljuk, hogyan valtoznak a
folyadé¢k altal elfoglalt térben az aramlast leird fizikai mennyiségek, példaul a sebesség a

stirliség vagy a nyomas. V=V(F,t), p=p(F,t), p=p(F,1).

A kontinuumdramléds dramvonalakkal szemléltethetd, ezek olyan gorbék, melynek barmely
pontbeli érintdje tartd egyenese az ottani sebességvektornak.

\Y

aramvonal
Az aramvonalak differencialegyenlete: Vxdr =0

Tomegmérleg (kontinuitasi egyenlet):

A tomeg megmarad6 mennyisé€g, nem keletkezik, €s nem tlinik el. Matematikai alakban
fogalmazzuk meg ezt. Tekintsiink egy nyugvé V térfogatot. A dt id6 alatt a dA feliileten
kidraml6 tomeg:

dm = pdAdh = pdAvcos y dt = pv-dAdt
Id6egység alatt dA feliileten kidramlo tomeg:



dm

—=pV-dA
a ¥
A zéart feliileten kidramlo tomeg
(f) pV-dA
A
A 'V térfogatban foglalt tomeg valtozasi gyorsasaga pedig:
d
— | pdV
dt J o

fgy a kontinuitasi egyenlet integralis alakja, amely a tdmegmegmaradast fejezi ki:
d -
— | pdV =—@p pV-dA
mip fp

Az 1d6 szerinti differencialas és a helykoordinatak szerinti integralas sorrendje felcserélheto.
Az egyenlet masik oldalan pedig alkalmazzuk a Gauss integral atalakitasi tételt igy:

P . op . _
\J/'Edv ——JV-(pv)dV , azaz J[EJrV-(pv)}dV =0,

op _

—+V-(pV)=0

2 TV (oY)

Ez ut6bbi egyenlet a tomegmegmaradas torvényének differencialis vagy lokalis alakja.

A nabla vektort mar korabban lathattuk:

V =nabla
V:£T+£]+£E
ox oy oz

Staciondrius vagy idében allandosult aramlas esetén

%J.pdv =0,igy Cﬁpv-d,&=0

A)alést

J.p\7~dA+ J. p\7-d,&+J-p\7-dA:0
A1 A}a]ést A2
A palastra vonatkozo integral eltiinik:

[ pu-dA=0
Apalist
—PVA + VA =0
fgy a kontinuitasi egyenlet vékony dramcsére stacionarius aramlés esetén:
PVIA = PV, A,
ha a kozeg 0sszenyombhatatlan, p =all.

VA =V,A,.

A Bernoulli egyenlet:
Osszenyomhatatlan folyadék stacionarius aramlasa vékony dramcs6ben, homogén gravitacios
mezdben. Munkatétel segitségével szarmaztathato:



1 1
(v +§pV12 +pgh = p, +5PV22 + pgh,

Hidrosztatika:

Az Osszes fizikai mennyiség idében allando, alkalmas vonatkoztatasi rendszerbdl V =0
N _o, Lo, Loy,
ot ot ot

A folyadékrészek sulyabdl szarmazik a hidrosztatikai nyomas. Az egymas folott elhelyezkedd
folyadékrétegek egymasra nyomoerdt fejtenek ki. Szabadon esé folyadékban nincs
hidrosztatikai nyomas, ilyenkor az érintkezd feliiletek kozott megsziinik az erd. Tekintsiink
nyugvo folyadékot homogén graviticios mezében. A szabad felszinen a nyomads legyen p, .

pov
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d
A
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Szemeljiik ki a folyadék belsejében egy hasabot melynek vastagsaga dy keresztmetszete A
silya dG. Legyen az alaplapjan a nyomas p a fedblapjan p+dp. A folyadékhasab
egyensulyanak feltétele, hogy a ra hato erdk ereddje nulla.
pA+dG—(p+dp)A=0,
dG—-dpA=0,
Adypg = dpA,
dp
P9 = @
A fenti egyenletbdl az latszik, hogy a nyomas lineéris fliggvénye a y mélységnek.
P=p,+p,9y
A hidrosztatikai nyomas folyadék szabad felszine alatt y mélységben pgy az edény alakjatol
fiiggetlen, p, pedig a szabadfelszini nyomas

Felhajtoerd, Archimedes torvénye:

pov pOV
$ §

fel

fel

G G

folyadék test

P P

A folyadékba vagy gazba meriild test hatasfeliiletén ébredé nyomoerdrendszer ereddje
fliggdlegesen felfelé mutat és nagysdga megegyezik a kiszoritott folyadék vagy gaz stlyaval.
Ezt az er6t nevezziik felhajtéerének. Tamadaspontja a kiszoritott folyadék
tomegkdzéppontjaban van.



