4. Lineéris csillapitatlan szabad rezgés. Linearis csillapitott szabad rezgés.
Gyenge csillapitas. Ger-jesztett rezgés. Amplitidoé rezonancia.

Lineéris csillapitatlan szabad rezges:

Tételezziik fel, hogy a tdmegpontra a kvazielasztikus vagy kozel rugalmas er6 hat, ez a
kitéréssel aranyos, de azzal ellentétes iranyu:

F.=-Dx, D>0

X

Ekkor a tomegpont mozgasegyenlete:

mx =—-Dx

Oldjuk meg ezt a masodrendi differencialegyenletet az X(t) fliggvényre:
x=-2x
m
Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
2 D
COO = E
Ekkor az egyenlet:
X=-w,X,
X+ @)X =0

Ez egy masodrendii, homogén, linearis, alland6 egyiitthatoju, és kozonséges
differencidlegyenlet. Az altaldnos megoldas a két fiiggetlen partikuldris megoldas linearis
kombindcioja.
A partikularis megoldasok:

X, =sinat,

X, =cosw,t.
Linearis kombinéciojuk:

X(t)=C, sinawt +C, cosa,t,
vagy mds alakban:
X(t) = Asin(@,t +35)

Az els6é megoldasban C, , és C,, a masodikban pedig A, és 0 integracios allandok. A kitérés

maximalis értéke az amplititdo A, 6 pedig a kezd6fazis, o, a korfrekvencia. A rezgés

T =2—7[=27z\/E
, D

periodusideje T:

A rezgés frekvenciaja:

A kitérés 1d6 fliggvény lathat6 a kovetkezd dbran:
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A rugalmas er0 konzervativ erd, ekkor igaz, hogy:

F=-VV
V a potencidlis energia. Egy dimenzioban:

Y
OX
a rugalmas er6 pedig:
F.=-Dx
—Dx = _ﬂ

) OX
Igy a potencialis energia:

V= 1 Dx’+C

2

Valasszuk nullanak a potencialis energiat az egyensulyi helyzetben, igy C =0.
A rugalmas potencidlis energia tehat:

V(x)= % Dx’.
Linearis csillapitott szabad rezgés:

A tdmegpontra a mar ismert rugalmas erd hat F, = —Dx, valamint egy (folyadék) surlodasi
vagy csillapito erd, amely kis sebesség esetén a sebességgel ardnyos, de vele ellentétes iranyt:

S, =—-«kX,

X

Kk >0 csillapitési tényezd.
mx=-Dx—xX,

. K D
X+—X+—Xx=0.
m m

K \F
a=—, @, =,—
2m m

A homogén, linearis, masodrendii differencidlegyenlet:

Bevezetve a két szokasos jelolést:

;;+ 2a X+ @ X=0
A megoldast keressiik az alabbi forméban:
Xp — eit
A +2a2e +wjet =0, de e* %0,
igy a karakterisztikus egyenlet:
A +2al+w; =0.



Ennek a gyokei:

A harom lehetséges eset:
Ha o’ —w, <0, akkor gyenge csillapits, ha a” —; =0, akkor kritikus csillapitas, ha pedig
o’ —w; >0, akkor erds csillapitéas esete valosul meg. Amennyiben a gyokdk kiilonboznek,
akkor a két egymastdl fiiggetlen partikularis megoldas linearis kombinacigjat kell venni:
x(t)=Ce™ +C,e™.
Gyenge csillapitas esetén vezessiik be a kovetkezd jelolést:
A, =—atiy
A megoldas:
X(t)=Ce ™ 4+Ce N =g (Ce” +Ce ™ )
Az Euler-relaciot felhasznalva:
e =cosp+ising,
x(t)=e™ [Cl (cosyt+isinyt)+C, (cosyt—i sinyt)] ,
X(t)=e[(C,+C,)cos yt+i(C,—C,)sinyt].
A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
x(t)=e"[Acosyt+Bsinyt]=Ce ™ sin(yt+5),
A folyamatot a csillapodas miatt kvaziperiddikusnak nevezzik. A kitérés id6 fiiggvény pedig:
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Megjegyzés:

Ha a = o, tejesiil, akkor a kritikus csillapitasnak megfeleld megoldas:
x(t)=(C,+C,t)e ™.

Ha a > o, , akkor erds csillapitas van, ilyenkor:
X(t)=(Ce” +C,e”)e ™, ahol f = \Ja’ - @;

Gerjesztett linearis rezgés, rezonancia:
Tekintsiink egy olyan mozgast, ahol a tdmegpontra a mar ismert két erdn kiviil egy periodikus
gerjesztd erd hat melynek @ a korfrekvencija.

F. = —Dx kvazielasztikus erd,

S, =& x kozegellenallas,

F.=F,coswt gerjesztd erd.
A mozgasegyenlet:



mX = —Dx—x X+ F, cos wt
A jelolések:
D F
2a=£, o, =—, f,=-L,
m m m
X+2a ).(+a)§x= f, cosat.

Ez egy mésodrendd, linearis, alland6 egyiitthatds inhomogén differencidlegyenlet, melynek
altalanos megoldasa a homogén egyenlet altalanos megoldéasanak és az inhomogén egyenlet
egy partikularis megoldasanak az 0sszege:

X =X + X

inh.alt hom.alt inh.part *

Mivel x

valik. Az allandésult allapotban X

idében exponencidlisan csokken, ezért elegendd 1d6 utan elhanyagolhatova
=X

hom.alt

innitt = Xinhpart - A T€2gEs megindulasat kovetd tranziens

jelenségtdl eltekintiink és az allandosult megoldast keressiik. Ezt jeloljlik x-szel.
X+ 20 X+ wyx = f, cosmt
Vegyiik fel az alabbi segédegyenletet, melyben i a komplex egység:
1y+i2a )./+ i)y = if, sin ot
a két egyenletet 6sszegezve és bevezetve az 1j komplex valtozot
Z=X+1y,
az aldbbi egyenletet nyerhet;jiik:

iot

+20 7+ wez=fe

Az atiras soran felhasznaltuk az Euler-relaciot:
e =cosp+ising.
Keressiik ennek a komplex egyenletnek a megoldasat a kovetkezd alakban:
z=Ae“),
~A0%e ) 120 Aiwe ) + A = f et
Egyszeriisitsiik az egyenletet az €'
Ae™? [—a)2 +2aiom+ a)(f] =f,,

A(cos S —i siné)[(a)o2 —0')+ Zaa)i] = f,.

Ez egy komplex algebrai egyenlet, melyet két valds egyenlettel tudunk kielégiteni:
A[cos5(a)§ —w2)+ 20w siné‘} = f,

taggal:

A[sinﬁ(a)g —a)2)+2aa)cosﬁ] =0.

Az egyenletrendszer két ismeretlenje A, és O, és a megoldasuk:

200
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W, — @

A= fy

\/(a)g -’ )2 +4a’®’
A keresett megoldas valos része pedig:
x(t)=Acos(wt—35)

tan o =




Az altalunk felvett megoldas tehat valoban kielégiti a differencidl egyenletet, ha Aés 6 az
eldbb meghatarozott alaku. A stacionarius megoldas tehat egy egyszerti harmonikus rezgés. A
1étrejovo rezgés korfrekvenciaja megegyezik a gerjesztd erd korfrekvencidjaval és azt o
faziskéséssel koveti. A rezgés amplitidoja fligg a gerjesztd erd amplitudojatol és
maximalis értéket vesz fel egy bizonyos frekvencian. Ezt rezonancia frekvencidnak nevezziik.
A két kiilonbozo gorbe kiilonbozo csillapitasokhoz tartozik. Ha a csillapitas csokken, a
rezonanciagorbe ¢élesebbé valik.
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Ez a megoldas, amit korabban alkalmaztunk csak a tranziens folyamat lejatszodasa utan irja le
a rezgést. Ha a tranziensre is kivancsiak vagyunk, akkor mas modszerrel kell a differencial
egyenletet megoldani.



