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1 TEGLAATLOEGYENLOTLENSEG.1-11

1. TeglaAtloEgyenlotlenseg.1-11

Feladat: (a) (ea) Legyen egy téglalap két oldala a = 4 és b = 3 méter hosszu.
Milyen messze van két atellenes cstcsa, ha a két csics kozott

i. csak légvonalban haladhatunk?
ii. csak az oldalak menén haladhatunk?

iii. Hany féle legrovidebb 1t van az oldalak mentén a két atellenes
csucs kozott?

(b) (eb) Legyen egy téglalap harom éle a = 5, b = 4 és ¢ = 3 méter
hosszia. Milyen messze van két atellenes csicsa, ha a két cstcs
kozott

i. légvonalban,
ii. csak az oldallapok menten
iii. csak az élek menten haladhatunk?
iv. Hany fele legrévidebb it van az oldallapok menten,
v. az élek menten,
vi. illetve légvonalban a két atellenes cstcs kozott?

(c) (ec) Legyen 0 < ¢ < b < a. Igaz vagy hamis az az allitas, hogy az
I, =/ (b+c¢)? + a2,
Iy =+/(a+c)?+1?
I.=+/(a+b)?+c?

mennyiségek koziil mindig 1. a legkisebb?

(d) (ed)

Legyen 0 < ¢ < b < a. Igaz vagy hamis az az allitas, hogy az
I, =/ (b+c)?+a?
Iy=+/(a+c)?+02
I.=+/(a+b)?+c?

mennyiségek koziil mindig I, a legkisebb?

(e) (ee) Legyen 0 < ¢ < b < a. Igaz vagy hamis az az allitas, hogy
létezik harom ilyen a, b, ¢ szam olyan mddon, hogy az

I, =/ (b+c¢)? + a2,
Iy = +/(a+c)* + b
I.=+/(a+0b)?+ 2

mennyiségek koziil 1. a legkisebb?
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1 TEGLAATLOEGYENLOTLENSEG.1-11

() (ef)
Legyen 0 < ¢ < b < a. Igaz vagy hamis az az allitas, hogy létezik
hérom ilyen a, b, c szdm olyan mo6don, hogy az

I, =/ (b+¢)? + a2,

Iy =+/(a+c)?+1?

I.=+/(a+b)?+ 2
mennyiségek koziil 1, a legkisebb?

Megoldas: (a) (ea)

D C

S

e

A B A

i. A Pitagorasz tétel szerint
|BD| = V42 + 32 = /25 = 5.

ii. A B és D pontok tévolsaga az oldalak mentén nyilvan 7, pl.
haladhatunk a piros B — A — D fton.

iii. Két lehet6ség van, hiszen a B pontbdl elGszor mehetiink A
felé (piros ut), illetve a C' csucs felé (z6ld ut).

(b) (eb)
i.

H G

z
VAR !
1
,,,,,, > T
A 1 B



1 TEGLAATLOEGYENLOTLENSEG.1-11

ii.

A két atellenes A = (0,0,0) és G = (5,4,3) pont tavolsiga a
haromdimenzios Pitagorasz tétel segitségével szamithato ki:

|AG] = /(5 - 02+ (4 —0)2 4 (3—0)2 =50 = 7.0710. ..

Az oldallapok mentén haladé legrévidebb 1t valahol metszeni
fogja a

B-F-F-H-D-C-B

tortvonalat. Torténjen meg ez mondjuk az F'B élen. Ekkor az
F Bél menten kiteritve az ott érintkez6 két oldalt megkapjuk
az also abrat:

Jii G
zZ
VaK :
3 F
Ef—Dp C
4
eV .z
5 B
E ja G
3
A 5 5 4 ¢

Ezen lathato, hogy a T pont az F'B ¢élt 5 : 4 aranyban osztja,
igy T'=(5,0,3-(5/9)) = (5,0,5/3). A legrévidebb A —T — G
ut hosszat kiszamithatjuk a haromdimenzi6s Pitagorasz tétel
segitségével:

Ivhossz(A — T — G) = |AT| + |TG)|
=/(5-0)2+(0—0)24+ (5/3 —0)2
+/(5-5)2+(4—0)2+ (3—5/3)2
Vagy az als6 dbran hasznalhatjuk a 2d Pitagorasz tételt:
Ivhossz(A — T — G) = |AG| = /(5 + 4)2 + 32
= v90 = 9.4868. ..




1 TEGLAATLOEGYENLOTLENSEG.1-11

iii.

Az eredmény
Ivhossz(A — T — G) = /(a4 b)? + ¢2,

amely formuldban a, b szimmetrikus médon szerepel, mig a c
élhosszt az tiinteti ki, hogy az F'B él hossza pont c.

Ha a kitiintetett élhossz (egy ilyen élen helyezkedne el a T
pont) a, illetve b lenne (vagyis egy ilyen élhosszii élen menne
keresztiil a legrovidebb tut), akkor a tavolsag

Ivhossz(A—T — G) = /(b+¢)? + a2, illetve
Ivhossz(A —T — G) = v/(a+ ¢)? + 1?

lenne. Esetiinkben ezek koziil az a élhossza élen keresztiil ve-
zet6 at lenne a legrovidebb, vagyis az eredmény

V(4 +3)2+52 = V74 =8.6023. ..

Megjegyzés: Az els6 tippiink (ahol az F'B élt metszettiik a
legrovidebb tttal) ugyan nem valt be, de amuigy egyaltalan
nem volt egy totalis nonszensz. Megprobaltuk minimalizalni
az A — G utak hosszat, ennek az optimalizaciés probléméanak
legalabbis egy lokalisan optiméalis megoldast adné a c élhossza
BF élen at vezet6 megoldas. A lokdlis optimum szd0sszetétel
azt jelenti, hogy ha a megoldast csak egy kicsit valtoztatjuk
meg (esetiinkben pl. csak mondjuk 1 mm tavolsagra mozgat-
juk el az utvonal pontjait) akkor az optimalizdlandé mennyi-
ség csak rossz irdnyba valtozhat.

A két atellenes A = (0,0,0) és G = (5,4, 3) pont tavolsaga az
élek mentén haladva nyilvanvaléan 5+ 4+ 3 = 12. Hiszen egy
él mentén haladva csak az egyik koordinatat tudjuk megval-
toztatni a harom =z, vy, z koordinatakbol, tehat a legrévidebb
it minimum harom élbél fog allni. Ennyi viszont elég is, mint
azt az abran lathato, vastag vonallal jelzett A — B — F — G



1 TEGLAATLOEGYENLOTLENSEG.1-11

utvonal illusztralja.

a4 G
ya
VaE :
Ef—p o
4
L .z
5 B

iv. Az oldallapok menten halado legrévidebb ut valahol metszeni

fogja a
B-F-F-H-D-C-B

tort vonalat. Torténjen meg ez mondjuk az F'B élen. Ekkor az
F'B el menten kiteritve az ott érintkez6 két oldalt megkapjuk

az also abrat:

i G
zZ
War :
3 F
E—Dp C
4
eV e
5 B
B r G
3
A 5 5 4 ¢

Ezen lathato, hogy a T pont az F'B élt 5 : 4 aranyban osztja,
igy T = (5,0,3-(5/9)) = (5,0,5/3). A legrévidebb A—T—G 1t
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1 TEGLAATLOEGYENLOTLENSEG.1-11

hosszat kiviszontlathatjuk a haromdimenzids Pitagorasz tétel
segitségével:
Ivhossz(A — T — G) = |AT| + |TG)|
= (5-0)2+(0—0)2+(5/3 —0)2
+/(5-5)2+(4—-0)2+(3-5/3)2

Vagy a jobb oldali 4bran hasznalhatjuk a 2d Pitagorasz tételt:

Ivhossz(A — T — G) = |AG| = /(5 + 4)2 + 32
= V90 = 9.4868. ..

Az eredmény
Ivhossz(A —T — G) = /(a4 b)? + ¢2,

amely formuldban a, b szimmetrikus médon szerepel, mig a c
élhosszt az tiinteti ki, hogy az F'B el hossza pont c.

Ha a kitiintetett élhossz (egy ilyen élen helyezkedne el a T
pont) a, illetve b lenne (vagyis egy ilyen élhosszii élen menne
keresztiil a legrovidebb tut), akkor a tavolsag

Ivhossz(A —T — G) = /(b+¢)? + a2, illetve
Ivhossz(A — T — G) = /(a+ ¢)? + 1?

lenne. Esetiinkben ezek koziil az a élhosszi élen keresztiil ve-
zet6 at lenne a legrovidebb, vagyis az eredmény

V(4 +3)2+52 = V74 =8.6023. ..

Latjuk, hogy itt az volt a fontos, hogy a legrévidebb utat ado
tortvonal az A és G pontok kozott valamelyik leghosszabb
¢len (esetiinkben ez E'F vagy DC lehet) keresztiil vezessen.
Tehat Osszesen kettd kiilonbozs legrévidebb 1t létezik.

. A két atellenes A = (0,0,0) és G = (5,4, 3) pont tavolsaga az
élek menten haladva nyilvanval6an 5+ 4+ 3 = 12. Hiszen egy
¢l menten haladva csak az egyik koordinatat tudjuk megval-
toztatni a, b, ¢ értékekkel a harom =z, y, z koordinatabol, tehéat
a legrévidebb 1t minimum harom élbél fog allni. Ennyi vi-
szont elég is, mint azt az dbran lathato, vastag vonallal jelzett
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A — B — F — @ utvonal illusztralja.

j24 G
z
WaN ;
Ef—p o
4
P e
5 B

Azt szabadon donthetjiik el, hogy milyen sorrendben valtoz-
tatjuk meg az ryz koordinatékat, erre osszesen 3! = 3-2-1 =6
lehetGség van.

vi. Légvonalban az Euklideszi geometridban két pont kézott csak
egy legrovidebb 0t van, az &ket 0sszekotd egyenes szakasz.
Tehat a valasz 1.

(ec)

Feltételeztiik, hogy 0 < ¢ < b < a. Ha

akkor

I=+/(b+c)2+a%=+/(1+2)2+32=18,
I =@t o102 =/BF1)2E+22 =20,
IL=+(a+0)2+=/(3+2)2%+12=26.

Eszerint nem igaz az Aallitas, hogy mindig I. a legkisebb, hiszen
felmutattunk egy olyan esetet, ahol I. aktualisan a legnagyobb.
Tehat a valasz: hamis.

Megjegyzés: Ha be akarjuk bizonyitani, hogy a barmely (a fel-
adat feltételét kielégits, vagyis 0 < ¢ < b < a) szimharmasra
NEM igaz a feladat allitasa, ahhoz elég egyetlen ellenpéldat ad-
nunk.
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()

(ed) Feltételeztiik, hogy 0 < ¢ < b < a. Szeretnénk bebizonyitani,
hogy az

I, =/ (b+¢)? + a?
I, =+/(a+c)?+b?
I. = +/(a+b)* 4 c?

mennyiségek koziil 7, a legkisebb. Mivel

I, = Va2 + b+ 2+ 2be
I, = Va2 + b2 + 2 + 2ac
I. = Va2 + b2 + 2 + 2ab,

igy lathato, hogy ezen mennyisiegek koziil az lesz a legkisebb, ahol
a be, ac, ab szorzat a legkisebb, hiszen a kifejezések a gydkjel alatt
csak ebben a tagban térnek el. Ebben a tipusi szorzatban ezek
szerint a tényezGket a lehets legkisebbnek kell valasztani, vagyis b
és c-nek. Ezek szerint valoban mindig I, lesz a legkisebb.

(ee)
Bebizonyitjuk, hogy ez az allitds hamis. Ez azt jelenti, hogy so-
hasem 1. a legkisebb. Ez pedig valoban igaz, mivel mindig I, a
legkisebb:
Feltételeztiik, hogy 0 < ¢ < b < a. Szeretnénk bebizonyitani, hogy
az

I, =/ (b+¢)? + a?

I, =+/(a+c)?+b?

I.=+/(a+b)?2+c?

mennyiségek koziil I, a legkisebb. Mivel

I, = Va2 + b+ 2+ 2bc
I, = Va2 + b2 + 2 + 2ac
I. = Va2 + b2 + 2 + 2ab,

igy lathato, hogy ezen mennyisiegek koziil az lesz a legkisebb, ahol
a be, ac, ab szorzat a legkisebb, hiszen a kifejezések a gydkjel alatt
csak ebben a tagban térnek el. Ebben a tipusi szorzatban ezek
szerint a tényezGket a lehets legkisebbnek kell valasztani, vagyis b
és c-nek. Ezek szerint valoban mindig I, lesz a legkisebb.
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1 TEGLAATLOEGYENLOTLENSEG.1-11

Szamszerl eredmény:

(f) (ef) Feltételeztiik, hogy 0 < ¢ < b < a. Ha

akkor

=TT @ = VAT +F = VIS,
I=+(a+c2+0=+/(3+1)2+22 =120,
L= VTR = BT E = VS
Eszerint a prezentalt esetben tényleg I, a legkisebb, tehat az allitas
igaz.
Megjegyzés: Ennél "tobb" is igaz, nemcsak hogy létezik ilyen

szamharmas, de barmely 0 < ¢ < b < a szdmhérmas jo6 lett volna,
mint az az alabbi bizonyitasbol lathato:

Feltételeztiik, hogy 0 < ¢ < b < a. Szeretnénk bebizonyitani, hogy
az

I,=+/(b+c)?+a?
Iy =+/(a+c)?+ b
I.=+/(a+b)?2+c?

mennyiségek koziil 7, a legkisebb. Mivel

I, = Va2 + b+ 2+ 2bc
I, = Va2 + b2 + 2 + 2ac
I. = Va2 + b2 + 2 + 2ab,

igy lathatd, hogy ezen mennyisiegek koziil az lesz a legkisebb, ahol
a bc, ac, ab szorzat a legkisebb, hiszen a kifejezések a gyokjel alatt
csak ebben a tagban térnek el. Ebben a tipusi szorzatban ezek
szerint a tényezGket a lehets legkisebbnek kell valasztani, vagyis b
és c-nek. Ezek szerint valoban mindig I, lesz a legkisebb.

A megjegyzés tanulsaga az lehetne, hogy tipikusan sokkal nehe-
zebb bebizonyitani azt, hogy egy IGAZ allitas barmikor teljesiil,
mint azt, hogy létezik olyan eset, ahol az &llitas IGAZ. Hiszen
ehhez elég egyetlenegy IGAZ esetet prezentalnunk.

(a) (ea) 5;7;2
(b) (eb) 7,0710 ; 8,6023 ;12:;2;6; 1

11
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TEGLAATLOEGYENLOTLENSEG.1-11

() (ec)

Hamis | Igaz

(d) (ed)

Igaz | Hamis

() (ee)

Hamis | Igaz

(f) (ef)

Igaz | Hamis

Mértékegység: (a) (ea)

12



2 TEGLAELATLOTESTATLO.12-24

2. teglaElAtloTestatlo.12-24

Feladat:

(a)

(e)

(f)

(ea) Legyen egy téglatest harom éle a = 4, b = 3 és ¢ = 2 méter
hosszi. Milyen hosszii a téglatest testatloja?

(eaa) Egy négyzet alapt hasab alapjanak az oldalai 16 cm hosszi-
ak, mig a magassaga fel méter. Hany centi hosszu a testatloja?

(eb) Legyen egy téglatest harom elé a, b és ¢ hosszi. Milyen hosszt
a téglatest testatloja? Bizonyitsd az eredményed!

(ec) Egy a, b, ¢ hosszisagu kiilonbozs élhosszakkal rendelkezd tég-
latest a oldalanak, az a,b alaplap atlojanak es a testatlojanak a
hosszainak az ardnya 1 : 2 : 3. Mekkora az oldalak a : b:c=1:
A1 @ A aranya, vagyis mennyi Ay es Ay 7

(eca) Egy a < b < c¢ élhosszakkal rendelkezd téglatest harom kii-
16nbo6z6 teriiletd oldallapja teriileteinek az aranya 1 : 2 : 3. Mek-
kora a kiilonb6z6 élek hosszainak az a : b:c=1: A; : Ay aranya?

(ed) Legyen adott egy a,b, c hosszisagu élhosszakkal rendelkezs
téglatest, ahol a,b,c > 0! Legyen tovabba t a négy testatlojanak
az Osszhossza, mig e legyen az élek 0sszhossza. Melyik allitas igaz
a kovetkezdek koziil?

A) t > e mindig teljesiil,

B) e > t mindig teljesiil,

C) van olyan téglatest, hogy ¢t > e, de olyan is létezik, hogy e > t.

(ee) Legyen adott egy a,b,c hosszusagu élhosszakkal rendelkez
téglatest, ahol a, b, ¢ > 0! Legyen tovabba [ az Osszes lapatlojanak
az Osszhossza, mig e legyen az élek 0sszhossza. Melyik allitas igaz
a kovetkezek koziil?

A) I > e mindig teljesiil,

B) e > | mindig teljesiil,

C) van olyan téglatest, hogy [ > e, de olyan is létezik, hogy e > I.

(ef) Legyen adott egy a,b,c hosszisagi élhosszakkal rendelkez
téglatest, ahol a, b, c > 0! Legyen tovabba [ az Osszes lapatlojanak
az Osszhossza, mig e legyen az élek Gsszhossza, tovabba legyen t a
négy testatlojanak az 6sszhossza. Melyik allitas igaz a kovetkezGek
koziil?

A) I > e+t mindig teljesiil,

B) e + t > | mindig teljesiil,

C) van olyan téglatest, hogy | > e + t, de olyan is létezik, hogy
e+t>1

13



2 TEGLAELATLOTESTATLO.12-24

Megoldas: (a) (ea) A Pitagorasz tétel kétszeri alkalmazésaval kiszamithato a
testatlo hossza.

H — G
///// c
D}——— e C
b
AT b .
| b 1€
- : /,”/’/ ¢
A= B A--7" C

a

[AC| =\/|AB[* + [BC|’ Va2 + 7,

|AG| :\/<\/a2 + b2>2 + |@\2 = Va2 + b+ 2.

Esetiinkben

|AG| =v42 + 3% + 22 = v/29 = 5.3851

(b) (eaa) Egy a,b, c élhosszisagn téglatest testatlojanak a hossza

Vva? + b + 2. Mivel esetiinkben az alaplap élei a = 16cm es b =
16 cm, mig a harmadik el, vagyis a magassdg 0.5 m=>50cm, igy a
testatlo hossza centiméterben

V162 + 162 + 502 = /3012 = 54.8817

(c) (eb) A Pitagorasz tétel kétszeri alkalmazasaval kiszamithato a

14



2 TEGLAELATLOTESTATLO.12-24

testatld hossza.

H — G

/e

D — F C

b

AT ¢ b L C
b G
- : /,”/’/ ¢
A B A--" C

a
[AC| =\/|AB|’ + |BC|” =V + 7,
40| =\ (v + B + [Gf = Ve e

Tehat a testatlo hossza Va2 + b2 + 2.
(d) (ec)
e az a,b alaplap atloja hossza va? + b2,
e a testatlo hossza pedig va? + b2 + 2.

Tehat
1:2:3=0a: Va2 +0®: Va>+ 0+ ¢
c V124 (b/a)? : /12 + (b/a)? + (c/a)?.
Igy
24 (bfa)=2 = (bla)?=3 = bla=+3.
Tovabba

V124 (b/a)? + (c/a)? = /12 + 3 + (c/a)? =3 = c/a= /5.
Tehét a végeredmény
a:b:c=1:v3:v5=1:1.7320:2.2360

vagyis A\ = 1.7320 es Ay = 2.2360 .

(e) (eca) A kiilonb6z6 oldallapok teriiletei novekvs sorrendben:

ab, ac, be.

15



2 TEGLAELATLOTESTATLO.12-24

Tehéat
ab:ac:bc=1:2:3.
Igy
b:c=1:2, a:b=2:3,
vagyis
a:b:c:2:3:(3-2):1:g:3.
Igy a megoldas Ay = 1.5, Ao =3 .
(f) (ed)
H — G
/e
D —= C
E —= F
i b
A B

Mivel az A es G pontok kozotti legrovidebb ut az egyenes (vagyis
a AG testatlo) igy

|AG| < |AB| +|BC| + |CG| = a+b+c.

A téglatestnek négy testatloja van, igy t = 4 - |AG|, mig az élek e
osszhossza 4(a + b + ¢). Igy mindig teljesiil, hogy

t<e

hiszen ez ugyanaz, mint az el6z6 egyenlGtlenség néggyel megszo-
rozva. Tehat a helyes véilasz B).

() (ee)

Q°eQ

Az élek osszhossza

16



2 TEGLAELATLOTESTATLO.12-24

mig a lapatlok [ osszhossza

4(\/a2+62+\/b2+02+\/a2+02).

(Itt peldaul a 4 - Va2 +b% az AC, DB, EG es a HF szakaszok
osszhossza.) Mivel

a <va?+ b2,

b <Vb>+ 2,

c<va®+ 32,

igy | > e, vagyis a helyes véilasz az A).

(h) (ef) Mivel [ az els6 abran lathat6 haromszog keriiletének a négy-
szerese, mig e + t a masodik abra négy szakaszbol alo tortvonala
hossza négyszerese, igy ésszeri feltenni, hogy e + ¢ > [, hiszen a
jobboldali tortvonal hosszabbnak tiinik.

Ha a téglatestek élhosszai koziil az egyik nulla lenne, akkor e+t = [
allna fenn, mig egy egységkocka eseteben

(e+1t)=4-(3++/3)=189282 > 122 = 16.9706.

Ez tovabb valoszintsiti a feltevésiinket.
Az élek e, a lapatlok [ es a testatlok ¢ 6szhosszai:

e=4(a+b+c),
l=4<\/a2+62+\/a2+02+\/62+02>
t=4vVa?+ b+ 2.

Bebizonyitjuk, hogy e+t > [, vagyis B) a helyes valasz. Mivel e, t
pozitivak, igy

ett>1 <= (e+t)?—1*>0.

17



2 TEGLAELATLOTESTATLO.12-24

Tovabba egy kissé hosszadalmas szamitas utan azt kapjuk, hogy

(e+1)?—1>=32 ((a—i—b—l—c)\/a2+b2+c2+ab+ac—l—bc

—Va2 +2vVa2 + 2 — Va2 + PV + 2 —Va? + AV + c2> :

(Itt a
2
(o) - Xt 2 X
i i i<j
azonossagot hasznaltuk.) Ha
ava? + b2+ 2 +be > Va2 +b2vVa2 + 2,
bWa2 + b2+ 2+ ac > Va2 + b2V + 2,
Va2 +b2+c+ab> Va2 + AV + 2,

akkor (e +t)? — [* > 0. Szerencsére

2 2
(ax/aQ + 02+ 2+ bc) — (\/@2 +02Va2 + c2>
= 2abeva? +b*+ 2 >0, stb.,

ez biztositja, hogy e + ¢ > [, tehat tényleg B) a helyes véalasz.

Megjegyzés:

e Az &llitds e +t > [ nagyon messze van a nyilvanvalotol, vi-
szont praktikusan elég konnyen ellenérizhets. Mivel az allitas
csak az élek aranyaitol fiigg, igy valaszthatjuk azt, hogy a
leghosszabb oldal a = 1, ekkor e 4+ ¢ — [ mar csak b, ¢ fliggvé-
nye, tovabba b, ¢ € (0,1]. Ha ezen a tartomanyon &brazoljuk
a kérdéses kiilonbséget, akkor latszik, hogy az pozitiv. Ez pl.
a SAGE es a Mathematica programnyelvekben megtehets a
kovetkez6 parancsokkal:

sage:

a,b,c=var(’a b c?)

e =4%x(a+b + c)

1 = 4x(sqrt(a”2 + b~2) + sqrt(a”2 + c"2) + sqrt(c~2 + b~2))
t = 4xsqrt(a”2 + b"2 + c*2)

plot3d((e + t- 1).subs({a:1}),(b,0,1),(c,0,1),viewer="threejs’)
In[1]:= (* ez a Mathematica kod *)

e=4(a+Db+c)

1 =4 (Sqrt[a~2 + b~2] + Sqrt[a~2 + c¢~2] + Sqrt[c~2 + b~2])
t = 4 Sgrt[a~2 + b2 + c-2]

Plot3D[ReplaceAllle + t - 1,a->11, {b, 0, 1}, {c, 0, 1}]

e Az algebrai szamitasokat szintén sokkal konnyebb géppel el-
végezni:

18



2 TEGLAELATLOTESTATLO.12-24

sage:

d=(e +t)"2 - 12

d.expand()

sage:

d2 = (axsqrt(a”2 + b~2 + c~2) + b*c)~2 \
- (sqrt(a~2 + b~2)*sqrt(a~2 + c~2))"2

d2.expand ()

In[2]:= (* ez a Mathematica kod *)
d=(e+1t)"2 -1"2
Expand[d ]

d2 = (a Sqrt[a~2 + b"2 + ¢c™2] + b ¢)"2
- (Sgrt[a~2 + b~2] Sqgrt[a~2 + c~2])"2
Simplify[d2]
e A komplikalt, de trivialis algebrai szamitésoktol eltekintve a
bizonyitas egyetlen nemtrivialis lépése az volt, hogy az

(e+t)*—1*>0
egyenlGtlenséget harom maésik (az egyikiik pl.)
ava? + b2+ c2+be> Va2 +b2vVa2 + 2

egyenlGtlenség kdvetkezményeként kaptuk. Itt szerencsénk volt,
mivel a harom egyenl6tlenség biztositja, hogy (e + t)? > I2,
viszont az (e + t)? > [? egyenl6tlenségnek nem logikai
kovetkezménye, hogy a harom egyenlStlenség mindegyike tel-
jesiil. Itt a tagok csoportositasanak a szempontja az volt, hogy
az a, b, c szimbélumok 0Osszeségében szimmetrikus szerepeket
kell, hogy jatszanak. Tehat pl. ha a gyokvonas el6tt a szere-
pel a baloldalon, akkor a +bc tag helyett nem allhat +ac vagy
+ab, mivel ez megbontand az a kivalasztasa utan megmarado
b <+ ¢ szimmetriat.

Szamszerid eredmény: (a) (ea) 5,3851
(b) (eaa) 54,8817
(¢) (eb) Va2 +b*+c2 | vVa+b+c|ab+be+cb

at+b+c|/(a+b+c)?

(
(
(
|
(ec) 1,7320 ; 2,2360
(
(
(

(d

(
(f
(g

)
) (eca) 1,553

) (ed) B|A|C
) (ee) A|B|C
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2 TEGLAELATLOTESTATLO.12-24

(h) (ef) BIA]C

~— v N~ —
s N e T T e e

~— o Y~ T~ T

Mértékegység:
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3 KOCKAVILAGITASIRANYOK.25-36

3. kockaVilagitasIranyok.25-36

Feladat: (a) (ea) Vegyiik az abran lathato atlatszatlan egységkockat.

H G
z
: y
| 1
D/* C
1
Ak e
1 B

Add meg azoknak a pontoknak a halmazat, ahonnan egy pontszert
fényforras csak a

i. BFGC,

ii. BFGC ésa FFGH,

iii. BFGC, EFGH és a ABFFE
oldalakat vilagitja meg. (Ezt abban az értelemben értjiik, hogy a
megvilagitd fénysugarnak nem nulla szogben kell beesnie a meg-
vilagitott pontba, tehat pl. az = tengelyen levs (2,0,0) pont nem
vilagitja meg az ABF E oldalt. Tovabba a fényforrdsnak a megvilé-
gitott testen kiviil kell elhelyezkednie.) Légy nagyon elGvigyazatos
a halmazok hataran levé pontok tekintetében!

(b) (eb) Vegyiik a bal oldali d4bran lathato atlatszatlan egységkockat.

H G
z
T Y
| 1
B ; F
D/ C
./// 1
A¥ ----o T reT
1 B

Add meg azoknak az irdnyoknak a halmazat, ahonnan egy végte-
leniil messze elhelyezkedd pontszert fényforras csak a

21



3 KOCKAVILAGITASIRANYOK.25-36

i. BFGC,
ii. BFGC ésa FFGH,
iii. BFGC, EFGH ess a DCGH

oldalakat vilagitja meg. (Ezt abban az értelemben értjiik, hogy a
megvilagitd fénysugarnak nem nulla szogben kell beesnie a meg-
vilagitott pontba.) A megvilagit6 fényforras iranyat a jobb oldali
Foldgomb szélességi és hosszusagi (6, ¢) gdmbi koordinataival rep-
rezentaljuk. Az jobb oldali abran a BD iv az egyenlitének a (0°,0°)
ponttol a (0°,90°) pontig terjeds szakasza, mig £ az Eszaki sark.
Légy nagyon el6vigyazatos a halmazok hataran levé pontok tekin-
tetében!

Megoldas: (a) (ea)

i.

H G H G
z =
4 Y 4 ke
1 J 1 1 S
E{——+—F B {———#Fm--
D/ / ! C D/_/'/ : 'll' € ----
/ 1
A ew A SRR
1 B B

A megoldas a BCGF alapt, az x tengely irdnyaba a végte-
lenbe nyulo6 tartomany. Ez nem tartalmazza a BCGF oldalla-
pot, viszont tartalmazza a négy végtelenbe nytlo oldallapjat,
leszamitva a BCGF' oldallap eleit. Ezt a halmazt meghata-
rozhatjuk a kovetkez&képpen:

{(,y,2) R’ | 2>1,0<y<1,0<2<1}.
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3 KOCKAVILAGITASIRANYOK.25-36

ii. A megoldas az abran lathato:

* -
o .
>
mEEmmmmpEm ==y
B .
B

H G H + G ™.,
% T et Bpmmm--- g
: y N e .
! 7 1 ! o
E T F E e Gl sEEE TR .
D7 C D/ C
/ 1 J/
A --=> A -->
1 B B

Ezt a halmazt meghatarozhatjuk a kévetkez&képpen:
{(x,y,z)€R3 | x>1,0§y§1,z>1}.

A megoldas tartalmazza az F' és G csicsu kék haromszogeket
(ezek igazabol a végtelenbe nyilé siknegyedek), leszamitva az
F' és G cstucsokat. Viszont nem tartalmazza a GF' alapa viz-
szintesen, illetve fiigg6legesen a végtelenbe nyulé téglalapokat.

iii. A megoldas az abran lathato:

»
At
i
o
S
H G H: v G
z
. y + '
]
| J 1 | 7o
E y F E 3 . F.-.......-‘-“-‘a
.
D // C D,/'/. ,' C “““
/7 /: * ““
/ 1 S w ok o*
/ Ly o*
/ VAR .
A T B - X Ab—t—=" Zos
" .* B

.

Ezt a halmazt meghatarozhatjuk a kévetkez&képpen:
{(I,y,z) cR® |x>1,y<0,z> 1}.

Ez a tartomény az F' csicsi nyilt tér nyolcad, vagyis nem
tartalmazza a hataran levé pontokat.
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3 KOCKAVILAGITASIRANYOK.25-36

(b) (eb)
i. Ha csak a BCGF oldalt akarjuk megvildgitani, akkor a fény-
sugarnak az x tengely iranyabdl kell érkeznie, ezt a jobb olda-
li, az irdnyokat reprezentald abrédn a B pontnél lathato fekete
nagymeéretd potty reprezentalja.

H G
z
i Y
| 1
E | y F
D/ C
/’// ]'
A AR /S x T
1 B

Tehat a megoldas:
{(0,0)10=0°¢=0}

ii. Ha csak a BOCGF, EFGH oldalakat akarjuk megvilagitani,
akkor a fénysugéarnak az x, z sikkal parhuzamosan kell érkez-
nie, ezt a jobb oldali, az irAnyokat reprezentaldé abran az F
és B pontokat 0sszekoté vastag piros hosszusagi kor 90° fokos
ivdarabja reprezentalja. A végpontok nem tartoznak a megol-
déashoz, mivel az § iranyukbol érkezd fénysugar mar csak egy
oldalt vildgitananak meg.

H G
z
T Yy
| 1
E | - F
D/ C
/’// 1
// €T <~ -7
A T
1 B

Tehat a megoldas:
{(6,0) | 0° <0 <90°, ¢ =0}
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3 KOCKAVILAGITASIRANYOK.25-36

Szamszerl eredmény:

iii. Ebben az esetben a megvilagito fényforras irdnyanak a pozitiv
x,y, z tengelyek altal hatarolt tér nyolcadban kell lennie. Igy
a megoldas a Foldgémb nyilt nyolcadrésze:

H

G

A megoldast a vastag szaggatott piros vonallal hatarolt nyilt
térnyolcad adja meg. Képletekkel ugyanez:

T
i

(
(z,
(
(

0,9

, 2

Y,z
Y, 2

?

Y,z

7y7
7y’

) |
¢)

y,2) €
Yy, z) €
Yy, z) €
Y, 2)

2)
Y, 2) €
)

{(0,

a) {(r,y,2) eR® | x>1,0<y<1,0<2<1}
ER? | 2>1,0<y<1,0<2<1}
R |z2>1,0<y<1,0<2<1}
ER? | 2>1,0<y<1,0<x<1}
r,y,2) ER? | y>1,0<2<1,0<2<1}

¢) ] 0° <6 <90°0° < ¢ <90°}

2) ER |2 >1,0<y<1,2>1}

2)ER3 | 2>1,0<y<1,2>1}

ERY | 2<1,0<y<1,2>1}
R |2>1,0<y<1,2>1}
r,y,2) ER? | z>1,0<y<1,z2=1}

,2) ERY | 2>1,y<0,2>1}
r,y,2) ERY | >0,y <0,2>1}

2)eER | o>1,y<1,2>1}
2)eER3 |z >1,y<0,2>1}
2)ERY | z>1,y<1,2>1}

0 =0°¢=0°"
|6 =90°,¢ = 0°}
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Mértékegység:

| {(0,9) [ 0 =0° ¢ =90}

| {(0,9) [ 0 =90° ¢ =90°}

| {(6,¢) | 0 =180° ¢ = 0°}
{(0,0)]0° <80 <90° ¢ =0°}

| {(6,9) | 0° <6 <90°, ¢ =0°}

| {(0,¢)]0° <6 <90°¢=0

| {(6,¢) [0° <6 <90° ¢ =0°}

| {(0,0)]0°>60>-90° ¢ =0°}
{(0,0) | 0° <6 <90°,0° < ¢ <90°}

| {(0,6) ] 0° < 0 < 180°,0° < ¢ < 90°}
| {(0,6) ] 0° <0 <90°,0° < ¢ < 180°}
| {(0,¢)]0°<60<90°0° < ¢ <90°}
| {(0,9) | 0° < 0 <90°,0° < ¢ < 90°}
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4. TeglaMertaniSor.37-44

Feladat:

Megoldas:

(a)
(b)

(a)

(ea) Legyen egy téglatest harom elé a, b es ¢ hosszu. Milyen hosszi
a téglatest testatloja? Bizonyitsd az eredményed!

(eb) Legyenek a térbeli €1, & es e3 vektorok egységnyi hosszuak,
tovabba legyenek merélegesek egymasra. (Az ilyen rendszereket
ortonormalt bazisnak szokas nevezni.) Milyen hosszti a v = viey +
vier + vieg vektor?

(ec) Egy téglatest harom kiilonboz6 élhosszisagu elé koziil a legro-
videbb 3 méter. Tovabba ezen harom él hossziisagai mértani soro-
zatot alkotnak, és az 6sszegiik 21 m. Mennyi a téglatest térfogata?

(eca) Egy téglatest harom kiilonboz6 élhosszisagu elé koziil a leg-
rovidebb 3 méter. Tovabba ezen harom ¢l hosszisagai mértani so-
rozatot alkotnak, és az Osszegiik 93 m. Mennyi a téglatest térfoga-
ta?

(ecb) Egy téglatest harom kiilénbo6z6 élhosszasagu elé koziil a ko-
zéps6 b méter. Tovibba ezen harom él hosszisigai mértani soro-
zatot alkotnak,és az 0sszegiik 31 m. Mennyi a téglatest térfogata?

(ed) Egy téglatest harom kiilonb6z6 élhossziusagn éleinek a hosszai
mértani sorozatot alkotnak. A téglatest GOsszes éleinek az Ossz-
hossza 140 méter, mig a térfogata egymillio liter. any méter az
élek hossza? Sorold fel 6ket névekvs sorrendben!

(eda) Egy téglatest harom kiilonb6z6 élhosszusaguéleinek a hosszai
mértani sorozatot alkotnak. A téglatest GOsszes éleinek az Ossz-
hossza 104 centiméter, mig a térfogata 0.216 liter. Hany centiméter
az ¢élek hossza? Sorold fel ket névekvs sorrendben!

(ea) A Pitagorasz tétel kétszeri alkalmazasaval kiszamithato a
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4 TEGLAMERTANISOR.37-44

testatld hossza.

H — G
/e
D)} -~ C
b
AT B_, e,
| b -G
L T c
A = - B A-- C

[AC| =\/|AB|” + |BC|” =V + 7,

46| =/ (v <) + [CTf = VT TP+

(b) (eb) Az &, i =1,2,3 vektorok altal
koordinata-rendszerben elhelyezhetiink egy téglatestet |v;| (ahol
i = 1,2,3) hosszisagn oldalakkal gy, hogy a T vektor a téglatest

egyik testatloja.

U = vi€] + vie1 + vi€r

R
. .

Vagyis ¥ hossza ugyanaz, mint a testatld hossza:
1
3 2
o] = \/v? + 02 +02 = (va) .
i=1

Megjegyezés 1. Lathatjuk, hogy az egy, kett6é és harom dimen-
zi6s Euklideszi terekben a vektorok hosszanak a kiszamitésa (egy

28



4 TEGLAMERTANISOR.37-44

ortonormalt bazishoz viszonyitva) a kévetkezé:

|(v1)| =/ v? Z\ZU?ZIMI,

2
|(v1,v2)| =1/ vf + v3 =\ D2

\ =1
|(U17027U3)|:\/U%+U§+U§:\ UZ'Q'

w

v

ahol egy U = (vy,...,v,) vektor U hosszat a

képlet definialja.

(c) (ec) Legyen a mértani sorozat hanyadosa ¢, igy a kiilénb6z6 oldal-

hosszak
3, 3¢, 3¢

Ha az 6sszegiik 21, akkor
343¢+3*=21 = 3¢*+3¢—-18=0 =

—3+,/32—4-3-(-18)
2-3 ’

vagyis q1 =2, q = —3.

B2 =
Mivel az oldalhosszak pozitivak, igy az oldalak
3, 3-21=6, 3-22=12
méter hossztiak. Tehat a térfogat
3-6-12=216

kobmeéter.

(d) (eca) Legyen a mértani sorozat hanyadosa ¢, igy a kiilonb6z6 ol-
dalhosszak
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(e)

Ha az 6sszegiik 93, akkor

343¢+32=93 = 3¢+3¢—-90=0 =
—344/32—4-3-(-90)

2-3 ’
Mivel az oldalhosszak pozitivak, igy az oldalak

G2 = vagyils q1 =95, g = —6.

3, 3:-5'=15, 3-5°=75
méter hossztiak. Tehat a térfogat
3-15-75=3375

kobmeéter.

(ecb) Legyen a mértani sorozat hanyadosa ¢, igy a kiilonb6z6 ol-
dalhosszak
5¢7', 5, 5q.

Ha az 6sszegiik 31, akkor
5 ' +5+5¢g=31 = 5¢°+5¢—-26=0 —
—54 /52 —4-5-(—26)
2.5 ’
A két megoldasnak megfelels oldalhosszak:

. 1
12 = vagyls q1 =95, g2 = 5

1,525 é 255, 1.

méterben mérve. Fzek persze ugyanazt a téglatestet reprezental-
jak. Tehat a térfogat
1-5-55=125
kébméter.
(ed)
Mivel a harom el hosszai egy mértani sorozatot alkotnak, igy fel-

irhatdak
a, aqg, aq2

alakban. Mivel méterben szeretnénk szamolni, a térfogatot atirjuk

m3—re:

1 milli6 liter = 10° - (0.1m)* = 1000 m?.

Igy az L 6sszélhossz es a V' térfogat

L:4(a+aq+aq2):140, V =a-aq-aq® = (aq)® = 1000.
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4 TEGLAMERTANISOR.37-44

Tehat meg kell oldanunk az

140
a+aq+aq = - = 35, ag = /1000 = 10

egyenletrendszert. Az a = 10/q helyettesités utan kapjuk,hogy

10
—(14+q¢+¢) =35 = 10¢° —25¢+10=0
q

1
= (11:27(]2:5-

gy az egyenletrendszertink megoldasai:
1
q1:27a1:57 (]225,(12:20.

Ezek persze ugyanazt a téglatestet reprezentaljak, csak mas sor-
rendben vannak az oldalak felsorolva:

(CL1,G1Q1,CL1Q%) = (5, 10, 20)7 (CL2,CL2Q2,CL2Q§) = (207 10, 5)-
Tehat az élek hosszai novekvd sorrendben:
5, 10, 20,

méterben mérve.

(eda)
Mivel a haromél hosszai mértani sorozatot alkotnak, igy felirhato-
ak
2
a’ aQ? aq

alakban. Mivel centiméterben szeretnénk szamolni, a térfogatot
atirjuk cm3-re:

0.216 liter = 0.216 x (10cm)? = 216 cm®.
Igy az L 6sszélhossz es a V' térfogat
L:4(a—|—aq+aq2):104, V =a-aq-aq’ = (aq)® = 216.

Tehéat meg kell oldanunk az

104
a+aq+aq* = e =26, aqg=v216=6
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4 TEGLAMERTANISOR.37-44

Szamszert eredmény:

Mértékegység:

egyenletrendszert. Az a = 6/q helyettesités utan kapjuk,hogy
6
-(14+qg+¢)=26 = 6¢°—20¢+6=0
q
1
- q1 = 37 g2 = g
gy az egyenletrendszertink megoldasai:

1
¢ =3, ap =2, Qng,CLQ:l&

Ezek persze ugyanazt a téglatestet reprezentaljak, csak mas sor-
rendben vannak az oldalak felsorolva:

(Gb alch,alfﬁ) = (2,6, 18)7 (a27GQQQ7a2QS) = (1876, 2)-
Tehat az élek hosszal novekv§ sorrendben:
2, 6, 18,

centiméterben mérve.

(a) (ea) Va2 +b2+c2|Va+b+c|Vab+bc+ch

la+b+c]|(a+b+c)?

v + 03 + 03 | /U1 + vg + 3 | VU102 + Uav3 + Ua03
| 1)1+U2+U3 | \/(U1+U2+U3)2
ec) 216
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5. KockaArnyekCsillagfeny.45-52

Feladat:

Megoldas:

(a)

(a)

(ea) Hany szogletii lehet egy atlatszatlan kocka arnyéka? Ez persze
ebben a formaban nem egy jol definialt kérdés, a vilasz nyilvan
fiige a megvildgitas modjatol, és attol, hogy milyen feliiletre ve-
tiil az arnyék. (Milyen pl. egy test arnyéka siététben, hogy csak
egy extrém esetet emlitsiink.) Probald a feladatot pontosan meg-
fogalmazni, tgy, hogy a feladatnak legyen egyértelmi megoldésa,
hasonlitson a val6 vildgban el6forduld szituaciokhoz, és persze a
megoldas kezelhetd bonyolultsagt legyen! Sikeriilt elgondolkodnod
a probléman?

(eb) Hany szogletii lehet egy atlatszatlan kocka arnyéka? A meg-
vilagito fénysugarak érkezzenek a fiiggéleges 2z tengely iranyabol,
az arnyék pedig vetiiljon az zy sikra, amely f6l6tt helyezkedik el
a kocka. Lehetséges-e, hogy a kocka adrnyéka

i 3,
ii. 4
iii. b,
iv. 6,
v. 7

szogletd? Bizonyitsd az allitdsodat!

(ec) Egy atlasztalan kockat megvilagito fénysugarak érkezzenek
a fliggbleges z tengely iranyabol, az arnyék pedig vetiiljon az xy
sikra, amely folott helyezkedik el a kocka. Ha a fénysugarak csak
a kocka egyetlen oldallapjat vilagitjak meg, akkor hany szoglet a
kocka arnyéka?

(ed) Egy atlasztalan kockat megvilagitd fénysugarak érkezzenek
a fiiggleges z tengely iranyabol, az arnyék pedig vetiiljon az zy
sikra, amely f6l6tt helyezkedik el a kocka. Ha a fénysugarak csak a
kocka két oldallapjat vilagitjak meg, akkor hany szogletii a kocka
arnyéka?

(ee) Egy atlatszatlan kockat megvilagito fénysugarak érkezzenek
a fiiggsleges z tengely iranyabol, az arnyék pedig vetiiljon az zy
sikra, amely f6l6tt helyezkedik el a kocka. Ha a fénysugarak csak

a kocka harom oldallapjat vilagitjdk meg, akkor hany szogleti a
kocka arnyéka?

(ea)
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Erre a feladatra nincs egyértelmi valasz. ElGszoris az arnyék ve-
tiiljon egy stk feliiletre, hogy ez milyen szdgben torténik, az sze-
rencsére csak az arnyék alakjat és méretét befolyasolja, de pl. egy
szogletes arnyék csucsainak a szdmat mar nem.

A megvilagito fényforras tekinteteben a két legegyszertibb eset:

e A kockan kiviil legyen elhelyezve egy pontszerii fényforras.

e A fénysugarak érkezzenek egy adott iranybol. (Ez az eset jol
kozelithet§ egy nagyon messze elhelyezett kisméreti fényfor-
rassal.)

Ezeknél az eseteknél lényegesen komplikaltabb az, ha a fényforras
nem pontszert, itt egy gomb alaki fényforras lenne az esetleg meg
kezelhetd bonyolultsagi eset. Itt megint megkiilonboztethettink
két esetet:

e A kockén kiviil egy adott kozépponttal legyen elhelyezve egy
vilagité gomb alakia fényforras.

e Hasznéljuk pl. a Napot fényforrasként, ez praktikusan vég-
teleniil messze van, a fénysugarak az Eggémb egy kér alaki
tartomanyabol érkeznek.

Ha a fényforrasnak véges lathato kiterjedése van, akkor persze az
arnyék definicioja is komplikaltabb. Ttt megkiilonb6ztethetnénk
minimum kétfelé arnyékot:
e A feliilet azon pontjait, ahonnan nézve a kocka teljesen kita-
karja a fényforrast.
e A feliilet azon pontjait, ahonnan nézve a kocka legalabb rész-
legesen kitakarja a fényforrést.

Ezek az arnyékok mar nem feltétleniil lesznek szogletesek, szoval
ebben az esetben a dolog kezd elbonyolédni.

(eb) Vegyiik a kocka legmagasabban elhelyezked§ (vagyis maximé-
lis z koordinatéji) csicsat vagy cstcsait Itt harom eset lehetséges:

e Csak egy ilyen cstcs van. (A bal d4bran G.)

e Két ilyen csics van, vagyis a kocka maximélis magassagi
pontjai egy élen helyezkednek el. (A kézépss abran ezek D, H,
itt a DH élen vannak a kocka maximalis z koordinataju pont-
jai.)

e Négy ilyen csics van, vagyis a kocka maximéalis magassa-
gt pontjai egy oldallapon helyezkednek el. (A jobb &bran
E F G, H,itt a EFGH oldallapon vannak a kocka maximalis
z koordinataju pontjai.)
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Most vetitsiik le ezeket az dbrékat az xy sikra mer6legesen, vagyis
a z tengely irdnyabol.

e Az abran lathato, hogy ha csak egy cstics van legfeliil, akkor
kocka vetiilete az xy sikra hatszogletes.

e Az abran lathato, hogy ha csak két cstics van legfeliil, akkor
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kocka vetiilete az xy sikra négyszogletes.

Itt az arnyék az AFGD téglalap.
e Ugyanez torténik, ha négy csiics van legfeliil:

Itt az FEFGH arnyék az xy sikon pontosan egy négyzet.
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Tehat a valasz

i.
il.
iii.
v.

V.

Hamis
Igaz
Hamis
Igaz
Hamis

(c) (ec) Az, hogy csak egyetlen lap legyen megvilagitva, az a kovetke-
z6képpen torténhet meg:

[tt a megvilagitott oldallapot EF'G H-val jeloltiik. Ekkor az EFGH
arnyék az xy sikon pontosan egy négyzet, tehit a valasz 4.

(d) (ed) Az, hogy csak két lap legyen megvilagitva, az a kovetkezd-
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képpen torténhet meg:

Itt a megvilagitott oldallapokat AEFHD és EFGH-val jeloltiik.
Az arnyék az AFGD téglalap, tehat az arnyék 4 szogd.

(e) (ee) Az, hogy harom lap legyen megvilagitva, az a kovetkezkép-
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pen torténhet meg:

Itt a megvildgitott oldallapok: EFGH, FBCG és HDCG. Az
arnyék pedig a HEF BCD hatszog, tehat az arnyék hatszogi.

Szamszerd eredmény: (a) (ea) Igen | Nem

(b) (eb)
Hamis | Igaz ; Igaz | Hamis ; Hamis | Igaz ; Igaz | Hamis ; Hamis
| Igaz

(c) (ec) 4
(d) (ed) 4

(e) (ee) 6

Mértékegység:
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6. kockaArnyekPontlampa.53-61

Feladat: (a) (ea) Hany szoglet(i lehet egy atlatszatlan kocka arnyéka? Ez persze
ebben a forméban nem egy jol definialt kérdés, a valasz nyilvan
fiige a megvildgitas modjatol, és attol, hogy milyen feliiletre ve-
tiil az arnyék. (Milyen pl. egy test arnyéka sététben, hogy csak
egy extrém esetet emlitsiink.) Probald a feladatot pontosan meg-
fogalmazni, gy, hogy a feladatnak legyen egyértelmi megoldésa,
hasonlitson a valé vildgban el6forduld szituiciokhoz, és persze a
megoldas kezelhets bonyolultsagt legyen! Sikeriilt-e 7

(b) (eb) Hany szoglett lehet egy atlatszatlan kocka arnyéka? A meg-
vilagito fénysugarak érkezzenek egy, a kocka fdlétt (a rettenetesen
unatkozé didkok megoldhatjak a feladatot ezen feltétel nélkiil is)
elhelyezked6 pontbol, az arnyék pedig vetiiljon az zy sikra, amely
folott helyezkedik el a kocka. Lehetséges-e, hogy a kocka arnyéka

i. 3,
ii. 4,
iii. 5,
iv. 6,
v. 7

szoglet? Bizonyitsd az allitdsodat!

(c) (ec) Egy atlatszatlan kockat megvilagito fénysugarak érkezzenek
egy, a kocka folitt elhelyezkedd pontbol, az arnyék pedig vetiiljon
az xy sikra, amely f6lott helyezkedik el a kocka. Ha a fénysuga-
rak csak a kocka egyetlen oldallapjat vilagitjak meg, akkor hany
szogletl a kocka arnyéka?

(d) (ed) Egy atlatszatlan kockat megvilagito fénysugarak érkezzenek
egy, a kocka félott elhelyezkedd pontbdl, az arnyék pedig vetiiljon
az vy sikra, amely f6l6tt helyezkedik el a kocka. Ha a fénysugarak
csak a kocka két oldallapjat vilagitjak meg, akkor hany széglet(
lehet a kocka arnyéka?

(e) (ee) Egy atlatszatlan kockat megvilagito fénysugarak érkezzenek
egy, a kocka folitt elhelyezkedd pontbol, az arnyék pedig vetiiljon
az xy sikra, amely f6l6tt helyezkedik el a kocka. Ha a fénysugarak
a kocka harom oldallapjat vilagitjdk meg, akkor hany szoglet a
kocka arnyéka?
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Megoldas:

(a)

(ea)

Erre a feladatra nincs egyértelmd vélasz. ElGszoris az drnyék ve-
tiiljon egy stk feliiletre, hogy ez milyen szdgben torténik, az sze-
rencsére csak az arnyék alakjat és méretet befolyasolja, de pl. egy
szogletes arnyék csticsainak a szdmat mar nem.

A megvilagité fényforras tekinteteben a két legegyszeriibb eset:

e A kockan kiviil legyen elhelyezve egy pontszerii fényforras.

e A fénysugarak érkezzenek egy adott iranybol. (Ez az eset jol
kozelithet6 egy nagyon messze elhelyezett kisméreti fényfor-
rassal.)

Ezeknél az eseteknél lényegesen komplikiltabb az, ha a fényforras
nem pontszerd, itt egy 6mb alakd fényforras lenne az esetleg meg
kezelhetd bonyolultsiga eset. Itt megint megkiilonboztethetiink
két esetet:

e A kockén kiviil egy adott kozépponttal legyen elhelyezve egy
vilagité gomb alakua fényforras.

e Hasznéljuk pl. a Napot fényforrdsként, ez praktikusan vég-
teleniil messze van, a fénysugarak az Eggémb egy kér alaku
tartoméanyabol érkeznek.

Ha a fényforrasnak véges lathato kiterjedése van, akkor persze az
arnyék definicioja is komplikadltabbbb. Itt megkiilonboztethetiink
minimum kétfelé arnyékot:
e A feliilet azon pontjait, ahonnan nézve a kocka teljesen kita-
karja a fényforrést.
e A feliilet azon pontjait, ahonnan nézve a kocka legalabb rész-
legesen kitakarja a fényforrést.

Ezek az arnyékok mar nem feltétleniil lesznek szogletesek, szoval
ebben az esetben a dolog kezd elbonyolddni.

(eb) A fényforras egy, ketts, vagy harom lapjat vilagithatja meg
a kockéanak.
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e Vegyiik az els6, vagyis az egy megvilagitott oldallap esetét.

Itt az EF'G H oldallap van megyvilagitva, ennek a P fényforras
kozépponti vetiilete az vizszintes xy sikra az efgh négyszog.
Igy ebben az esetben az arnyék négyszog.

e Ha a P pontban elhelyezkedd fényforras két lapot vilagit meg,
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akkor az arnyék tipikusan hatszogi lesz:

Itt a megvildgitott AFHD és EFGH oldalak arnyéka az
ae f ghd hatszog.

Elsfordulhat, hogy a P fényforras az ABFE (vagy a CGHD)
oldallap sikjaba esik, ekkor az arnyékon az a,e, f (vagy a
d, h, g) pontok egy vonalba esnek, igy az arnyék csak 6tszog
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lesz:

fgy a megvilagitott AEHD és EFGH oldalak arnyéka az
afghd 6tszog.

e Az &bran harom, a H cstcsnal talalkozo oldallap van megvi-
lagitva. (A bevonalazott DCGH oldalt igazabol kitakarja az
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AEDH és a EFGH oldallap.)

A hatszoglett aefged drnyék csucsait az A, E, F, G, C, D cst-
csok vetiiletei adjak.

Tehat a valasz
i. Hamis

ii. Igaz

iii. Igaz

iv. Igaz

v. Hamis

(c) (ec) Tegyiik fel, hogy csak egy megvilagitott oldallap van, legyen
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ez FFGH.

Itt az EFGH oldallap van megvilagitva, ennek a P fényforras
kozépponti vetiilete az vizszintes xy sikra az efgh négyszog. Igy
ebben az esetben az arnyék négyszogi.

(d) (ed) Ha a P pontban elhelyezked§ fényforras két lapot vilagit meg,
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akkor az drnyék tipikusan hatszogi lesz:

Itt a megvilagitott AEHD és FFGH oldalak arnyéka az aefghd
hatszog.

Elsfordulhat, hogy a P fényforras az ABFE (vagy a CGHD)
oldallap sikjaba esik, ekkor az arnyékon az a,e, f (vagy a d, h, g)

47



6 KOCKAARNYEKPONTLAMPA.53-61

pontok egy vonalba esnek, igy az arnyék csak o6tszogi lesz:

Igy a megvilagitott AEHD és EFGH oldalak arnyéka az afghd
0tszog.
Tehat a valasz lehet 6 és 5 is.

(e) (ee) Az abran harom, a H csucsnal talakozo oldallap van megvila-
gitva. (A bevonalazott DCGH oldalt igazabol kitakarja az AEDH
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és a EFGH oldallap.)

A hatszogletd ae fged arnyék csicsait az A, E, F,G,C, D cstucsok
vetiiletei adjak.

Tehat a valasz 6.

Szamszerd eredmény: (a) (ea) Igaz | Hamis

(b) (eb)
Hamis | Igaz ; Igaz | Hamis ; Igaz | Hamis ; Igaz | Hamis ; Hamis
|Igaz

() (ec) 4
(d) (ed) {5,6} | {4,5} | {4,6} [ {5} [ {6} | {4}
() (ee) 6

Mértékegység: (a) (ea)
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7. KerekAsztalArnyek.62-64

Feladat:

Megoldas:

(a)

(a)

(ea) Helyezkedjen el egy 2 méter atmerdji kor alaka atlatszatlan
asztallap 1 méter magassaghan a vizszintes talaj folott. Siisson
a Nap merélegesen a talajra. Mekkora lesz az asztallap arnyéka?
Mivel a Nap nem pontszert, igy az arnyéknak tobbfelé definici-
Oja is lehet. Adj meg két szélsGséges definiciot, és szamold ki az
arnyék teriiletet mindkettd szerint! A feladatban a Nap szdgatme-
réje (vagyis a szog modjuk a Nap bal és jobb szele kozott) legyen
32'. Add meg valaszként, hogy mekkora az arnyék teriilete, ha azt
a definiciot hasznalod, ahol az arnyek teriilete

e minimalis,

e maximalis.
(eb) Helyezkedjen el egy 2 méter atmerGji kér alakn atlatszatlan
asztallap 1 métermagassaghan a vizszintes talaj folott. Siisson a
Nap mer6legesen a talajra. Mekkora teriiletii lesz az asztal alatt
a talaj azon tartomanya, ahonnan a Nap egyaltalan nem lathat6?
A feladatban a Nap szogatmerGje (vagyis a szog mondjuk a Nap
bal és jobb széle kozott) legyen 32'.

(ec) Helyezkedjen el egy 2 méter atmerdji kor alakt atlatszatlan
asztallap 1 méter magassagban a vizszintes talaj folott. Siisson a
Nap mer6legesen a talajra. Mekkora teriiletii lesz az asztal alatt
a talaj azon tartoménya, ahonnan a Nap legalabb részlegesen lat-
hato? A feladatban a Nap szogatmérdje (vagyis a szog mondjuk a
Nap bal és jobb széle kozott) legyen 32’

(ea) Megkiilonboztethetjiik az asztal miniméalis és maximalis &ar-
nyékait:

e Minimalis arnyék: az asztal alatt a talaj azon tartoménya,
ahonnan a Nap egyaltalan nem lathato.

e Maximalis arnyék: az asztal alatt a talaj azon tartoménya,
ahonnan a Nap csak részlegesen lathato.

Mindketts kér alaka lesz, elGszor szamoljuk ki a sugaraikat. A

o1



7 KEREKASZTALARNYEK.62-64

kovetkezG abra megadja a feladat geometriai viszonyait:

A vastag fekete kér az asztal széle, a talajon az a, b pontokban levé
pontszertd bogarak az A, B pontokhoz csatlakoz6 sarga kéroknek
latnak a Napot. Persze az a pontbdél nézve a Nap éppen teljesen
ki van takarva, az ilyen pontok lennének a minimalis (szaggatott
legbels6 piros kér) arnyék hataran. Ezzel szemben a maximalis
arnyék (zold szaggatott legkiilss kér) hataran il b bogar egyediil
a B pont iranyabol érkezé napsugarat nem latna.

Szeretnénk tudni, hogy mennyi [@o| és |bo|. Ehhez vessziik a hé-
romdimenzios abra y = 0 sikmetszetet:

z

Itt az asztal magassiga |0oO| = 1, sugara |[AO| = |BO| = 1, mig
az a és b csucspontokkal rendelkez6 és a kék szaggatott vonalakkal
hatérolt szbgek nagysaga a Nap szogatmérdje, vagyis 6 = 32'.

Ezert a minimalis arnyék r = |[oa| sugara
r = |AO| — tg(§/2) - |0O|

(32/2) - 2
=1—1-tg | L2 20 ) = 0.9953457 ...
g( 0360 0.9953457

tehat a minimalis arnyék teriilete (négyzetméterben szamolva)

Toin = 712 = 3.112417 ...
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Ezzel szemben a maximalis arnyék R = |ob| sugara
R = |BO| + tg(§/2) - |00]

32/2) - 2
:1+1-tg(%> — 1.004654 . . .

tehat a minimalis arnyék teriilete (négyzetméterben szamolva)
Trnaz = TR* = 3.170904. ..

A minimalis, illetve a maximalis arnyékok hatarai (vagyis a szag-
gatott piros és zold korok) tavolsagat nevezhetnénk az arnyék el-
mosodottsaganak, ez esetiinkben gy 1cm.

(eb) A kovetkezs abra megadja a feladat geometriai viszonyait:

A vastag fekete kér az asztal széle, a talajon az a pontban levs
pontszert bogar az A pontokhoz csatlakozo6 sarga koroknek latnak
a Napot. Persze az a pontbol nézve a Nap éppen teljesen ki van
takarva, az ilyen pontok lennének a miniméalis (szaggatott piros
kor) arnyék hatéaran.

Szeretnénk tudni, hogy mennyi |@o|. Ehhez vessziik a haromdi-
menzidos abra y = 0 sikmetszetét:

z
A O
Toooa o T
Itt az asztal magassaga [00| = 1, sugara |AO| = 1, mig az a

csicesal rendelkezé és a kék szaggatott vonalakkal hatérolt szog
nagysaga a Nap szogatmérdje, vagyis § = 32'.
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Ezert a minimalis arnyék r = |oa| sugara

r=[A0| —tg(0/2) - [oO|

:1_1‘tg((32/2)'27r

=0. 457 . ..
60-360) 0.9953457

tehat a minimalis arnyék teriilete (négyzetméterben szamolva)

Toin = 712 = 3.112417 ...

(c) (ec) A kovetkezs dbra megadja a feladat geometriai viszonyait:

A vastag fekete kér az asztal széle, a talajon a b pontokban levs
pontszeri bogar az B ponthoz csatlakoz6 sarga kérnek latnak a
Napot. A maximalis arnyék (zold szaggatott kor) hataran ilg b
bogar egyediil a B pont irdnyabol érkezé napsugarat nem latna.
Szeretnénk tudni, hogy mennyi |bo|. Ehhez vessziik a hiromdi-
menziés abra y = 0 sikmetszetét:

z

Itt az asztal magassaga |0O| = 1, sugara |BO| = 1, mig a b cstics-
ponttal rendelkezd és a kék szaggatott vonalakkal hatarolt szog
nagysaga a Nap szogatmérdje, vagyis § = 32'.
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A maximalis arnyék R = |ob| sugara
R = |BO| +tg(§/2) - |00]

32/2) - 2
:1+1-tg<%) — 1.004654 . . .

tehat a maximalis arnyék teriilete (négyzetméterben szamolva)

Tee = TR? = 3.170904 . . .

Szamszerid eredmény: (a) (ea) 3,1124 ; 3,1709
(b) (eb) 3,1124
(c) (ec) 3,1709

Meértékegység: (a) (ea)
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8. NegyzetAsztal Arnyek.65-67

Feladat:

Megoldas:

(a)

(a)

(ea) Helyezkedjen el egy 2 méter élhosszti négyzet alaka atlat-
szatlan asztallap 1 méter magassagban a vizszintes talaj folott.
Siisson a Nap merélegesen a talajra. Mekkora lesz az asztallap
arnyéka? Mivel a Nap nem pontszerd, igy az arnyéknak tobbfelé
definicidja is lehet. Adj meg két szélsGséges definiciot, és szamold
ki az arnyék teriiletet mindketts szerint! A feladatban a Nap szog-
atmerGje (vagyis a sz0g modjuk a Nap bal és jobb széle kiozott)
legyen 32'. Add meg vélaszként, hogy mekkora az arnyék teriilete,
ha azt a definiciot hasznalod, ahol az arnyek teriilete

e minimalis,

e maximalis.
(eb) Helyezkedjen el egy 2 méter élhosszi négyzet alaki atlatszat-
lan asztallap 1 méter magassagban a vizszintes talaj folott. Stisson
a Nap merdlegesen a talajra. Mekkora teriileti lesz az asztal alatt
a talaj azon tartomanya, ahonnan a Nap egyaltalan nem lathat6?
A feladatban a Nap szogatmérdje (vagyis a szog mondjuk a Nap
bal és jobb széle kozott) legyen 32'.

(ec) Helyezkedjen el egy 2 méter élhosszi négyzet alaku atlatszat-
lan asztallap 1 méter magassagban a vizszintes talaj f6lott. Stisson
a Nap merdlegesen a talajra. Mekkora teriileti lesz az asztal alatt
a talaj azon tartoménya, ahonnan a Nap csak részlegesen lathat6?
A feladatban a Nap szogatmérdje (vagyis a szog mondjuk a Nap
bal és jobb szele kozott) legyen 32'.

(ea) Megkiilonboztethetjiik az asztal miniméalis és maximalis &ar-
nyékait:
e Minimalis arnyék: az asztal alatt a talaj azon tartoménya,
ahonnan a Nap egyaltalan nem lathato.

e Maximalis arnyék: az asztal alatt a talaj azon tartoménya,
ahonnan a Nap legalabb részlegesen lathato.
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A kovetkezd abra megadja a feladat geometriai viszonyait:

A vastag fekete négyzet az asztal séle, a talajon az a,b pontok-
ban levé pontszerd bogarak az A, B pontokhoz csatlakoz6 sarga
koroknek latnak a Napot. Persze az a pontbol nézve a Nap ép-
pen teljesen ki van takarva, az ilyen pontok lennének a minimalis
(szaggatott piros négyzet) arnyék hatéran. Ezzel szemben a maxi-
malis arnyék (zold szaggatott lekerekitett sarki négyzet) hataran
il6 b bogéar egyediil a B pont iranyabodl érkezG6 napsugarat nem
latna.

Szeretnénk tudni, hogy mennyi |@o| és |bo|. Ehhez vessziik a hé-
romdimenzi6s abra y = 0 sikmetszetét:

z

Itt az asztal magassaga |0O| = 1, élhossza |AB| = 2, mig az a és b
cstucspontokkal rendelkez6 és a kék szaggatott vonalakkal hatarolt
szogek nagysaga a Nap szogatmérdje, vagyis 0 = 32'.

Ezert a minimalis arnyék élhossza d = 2|oal :

d =2 (|A0| — tg(5/2) - [00))

:2(1—1'@(%))

tehat a minimalis arnyék teriilete (négyzetméterben szamolva)

Tonin = d* = 3.981404 . ...
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8 NEGYZETASZTALARNYEK.65-67

Ezzel szemben a maximalis arnyék egy D = 2|ob| nagysagi leke-
rekitett sarkt négyzetben helyezkedik el,

ahol
D =2 (|BO| + tg(6/2) - |00O))
(32/2) - 27
=2(1+1-tg| ——5F—
( Thte ( 60 - 360
tehat a maximalis arnyék teriilete (négyzetméterben szamolva)
Tonaw = D? — (tg(6/2) - [00])” (4 — 7) = 4.018620. ..

Itt a (tg(d/2) - ]@])2 (4 — ) tag a sarkok lékerekitése miatti te-
riiletcsokkenést adja meg.

Q R
|PS| = [PQ| = tg(6/2) - [0O)|

Tors = (tg(6/2) - [00])” - (1 — 7/4)

P ' S

Tehat a valasz az drnyék minimalis és maximalis méretére:

Tin = 3.981404 . . . Toaw = 4.018620 . . .
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(b) (eb) A kovetkezs dbra megadja a feladat geometriai viszonyait:

A vastag fekete négyzet az asztal séle, a talajon az a pontban levé
pontszerti bogar az A ponthoz csatlakozo sarga kordknek atnak
a Napot. Persze az a pontbol nézve a Nap éppen teljesen ki van
takarva, az ilyen pontok lennének a minimélis (szaggatott piros
négyzet) arnyék hataran.

Szeretnénk tudni, hogy mennyi |@o|. Ehhez vessziik a haromdi-
menzidos abra y = 0 sikmetszetét:

z

Itt az asztal magassaga |oO| = 1, élhossza 2, mig az a csicsponttal
rendelkezd és a kék szaggatott vonalakkal hatérolt szog nagysaga
a Nap szogatmérdje, vagyis 6 = 32'.

Ezert a minimalis arnyék élhossza d = 2[oal :
d=2(|AO| —tg(6/2) - [00|)
(1o (B2 2w
60 - 360
tehat a minimalis arnyék teriilete (négyzetméterben szamolva)

Tinin = d? = 3.981404 . ...
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(c) (ec) A kovetkezs dbra megadja a feladat geometriai viszonyait:

A vastag fekete négyzet az asztal széle, a talajon az b pontban levé
pontszert bogar a B pontokhoz csatlakoz6 sarga koroknek latnak
a Napot. A maximalis arnyék (z6ld szaggatott lekerekitett sarku
négyzet) hataran ilg b bogar egyediil a B pont iranyabol érkezd
napsugarat nem latna.

Szeretnénk tudni, hogy mennyi |bo|. Ehhez vessziik a haromdi-
menzios abra y = 0 sikmetszetét:

z

O B

Itt az asztal magassaga |0O| = 1, élhossza 2, mig az a és b cstcs-
pontokkal rendelkez§ és a kék szaggatott vonalakkal hatarolt szo-
gek nagysaga a Nap szogatmérsje, vagyis 6 = 32'.

A maximalis arnyék egy D = 2|ob| nagysagi lekerekitett sarki
négyzetben helyezkedik el,
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8 NEGYZETASZTALARNYEK.65-67

ahol

D = 2(|BO| + tg(6/2) - [20))
B (32/2) - 2
_2(1+1.tg(—60.360 ))

tehat a maximalis arnyék teriilete (négyzetméterben szamolva)

Tonaw = D — (tg(6/2) - [00])” (4 — 7) = 4.018620. ..

Itt a (tg(6/2) - |@|)2 (4 — m) tag a sarkok lekerekitése miatti te-
riiletcsokkenést adja meg.

Q

P

R
[PS| =[PQ| = tg(3/2) - |00

Tons = (t8(5/2) - [00])" - (1 — 7/4)

'S

Tehat a valasz az arnyék maximalis mérete:

Szamszerd eredmény: (a) (ea) 3,9814 ; 4,0186
(b) (eb) 3,9814
(c) (ec) 4,0186

Mértékegység: (a) (ea)

Thew = 4.018620 . . .
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9. KockaFestes.68-74

Feladat: (a) (ea) Jancsi és Juliska kertjében van két nagyon ronda 1méter
élhosszit betonkocka. Ugy dontenek, hogy befestik a két kocka
hirom-harom, egy-egy csicsban talalkozo6 oldalat. Jancsi kékre az
egyik kockat, mig Juliska z6ldre a masikat. Jancsi 1 mm vastagon
keni fel a festéket a kockaja oldalaira, ezzel szemben Juliska 2 mm
vastag festékréteget akar a kockdjara. Mindkét szind festek ara
1234 Forint /Liter. Igaz-e, hogy Juliskdnak kétszer annyiba keriil a
festek, mint Jancsinak? Valaszold meg ezt a kérdést, indokold az
igazadat! Ezutan hozz fel érveket az ellentétes vilasz érdekében is!
(Ez persze nem egy matematikai tipusi kérdés, de ha valaki meg-
kérdez egy festémestert, akkor ¢ valoszinileg az igaz/hamis vala-
szokbol az egyiket sokkal értelmesebbnek fogja gondolni.) Sikertilt-
e elgondolkodnod a kérdésen?

(b) (eb) Jancsi és Juliska kertjében van két nagyon ronda 1méter
élhosszit betonkocka. Ugy dontenek, hogy befestik a két kocka
harom-harom, egy-egy csicsban talalkoz6 oldalat. Jancsi kékre az
egyik kockat, mig Juliska zdldre a mésikat. Jancsi Az j4; = 1 mm
vastagon keni fel a festéket a kockdja oldalaira, ezzel szemben Ju-
liska Az, = 2mm vastag festékréteget akar a kockajara. Igaz-e,
hogy Juliskédnak kétszer annyi festek kell, mint Jancsinak? (Ez per-
sze eddig nem egy matematikai tipusi kérdés ebben a formaban,
igy nincs ra egyértelmd valasz.) Valaszold meg a kérdést azok-
ban az esetekben, ha Jancsi és Juliska ugyanolyan festési stilust
alkalmaz és ez a kovetkezd:

i. A befestendd oldallap és annak Ax tavolsaggal kifele eltolt
masolata kozotti teret toltik ki festékkel (jobb abra).

ii. A festékkel kitoltik az eredeti kocka és a befestendd oldallapok
iranyaban Ax élhosszal megnagyobbitott kocka kozotti trt
(bal abra).
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(c) (ec) Jancsi és Juliska kertjében van két nagyon ronda 1méter
élhosszit betonkocka. Ugy dontenek, hogy befestik a két kocka
harom-harom, egy-egy csicsban talalkoz6 oldalat. Jancsi kékre
az egyik kockat, mig Juliska zoldre a masikat. Jancsi és Juliska
egyarant Az mm vastagon keni fel a festéket a kockdja oldalaira.
Tegyiik fel, hogy a festési stilusuk a kovetkezd:

e Jancsi: A befestendd oldallap és annak Az tavolsaggal kifele
eltolt masolata kozotti teret toltik ki festékkel (jobb abra, ami
egy oldal befestését illusztralja).

e Juliska: A festékkel kitoltik az eredeti kocka és a befesten-
d§ oldallapok irdnyaban Ax élhosszal megnagyobbitott kocka
kozotti tirt (bal abra).

Hany milliméter Az, ha Juliska
i. egy szazalékkal tobb,
ii. egy ezrelékkel kevesebb festéket hasznél fel mint Jancsi?

(d) (ed) Jancsi és Juliska kertjében van két nagyon ronda 1méter
élhosszit betonkocka. Ugy dontenek, hogy befestik a két kocka
harom-harom, egy-egy csicsban talalkozo6 oldalat. Jancsi kékre az
egyik kockat, mig Juliska z6ldre a masikat. Jancsi Ax 4, = 1 mm
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Megoldas:

(a)

vastagon keni fel a festéket a kockdja oldalaira, Juliska ugyancsak
egy Axy,u; = 1mm vastag festékréteget akar a kockdjara. Hany
ezrelkkel tobb festéket fog Juliska felhasznalni, ha a festési stilusuk
a kovetkezd:

e Jancsi: A befestendé oldallap és annak Az tavolsaggal kifele
eltolt mésolata kozotti teret tolti ki festékkel.

o Juliska: A festékkel kitolti az eredeti kocka és a befestendd ol-
dallapok iranyaban Az élhosszal megnagyobbitott kocka ko-
zOtt1 (rt.

(ea) A sziikséges festékmennyiség nagyjabol a festékréteg vastag-
sdgaval és a befestend§ feliilet méretével aranyos, igy Juliskdnak
kétszer annyi festék kell, ami kétszer annyiba keriil. A feladat al-
tal nem specifikalt részletek persze arnyalhatjak ezt az egyszerd
valaszt.

e Nem egészen (bar majdnem) mindegy, hogy hogyan kenjiik
fel a festéket. Vegyiik pl. a kovetkezd két eshetGséget.

Tegyiik fel, hogy valaki tgy festi be a kocka harom lapjat
egy Ax vastagsagu réteggel, hogy kitdlti a bal abran lathato
fekete (1 élhossztl) és a nagyobb piros ((1 + Az) élhossz)
kockak kozotti teret. Ehhez

(1+ Ax)® —1 =3Ax + 3Az% + Az®

kobméter festék sziikséges.

Ellenben, ha valaki egy oldalt gy fest be, hogy hogy kitolti
a jobb abran lathato fekete (1 élhosszi) kocka és a nagyobb
piros ((1+Ax), 1,1 élhosszi) téglatest kozotti teret, akkor ezt
harom oldal eseteben megismételve sszesen 3-1- Az kobméter
festékre lesz sziiksége.
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A mésodik esetben pontosan aranyos a sziikséges festékmennyi-
ség a festés vastagsagaval, mig az els6 esetben csak kdzelitdleg,
akkor, ha

3Az% + Az® < 3Ax.

A valésédgban valoszintileg a két eset kozotti allapot valosulhat
meg, az ¢éleknél feltehetGleg valamilyen lekerekitett festékré-
teget kapunk.

e Most tegyiik fel egy pillanatra, hogy pontosan aranyos a sziik-
séges festékmennyiség a festés vastagsagaval. Vegyen mondjuk
Juliska hat liter festéket, Jancsi meg harmat. Ekkor Julis-
ka az 6 x 1234 = 7404 Forint helyett 7405 Forintot fizet a
kasszanél, mivel 6t forintra kerekitenek a boltosok. Jancsi pe-
dig 3 x 1234 = 3702 Forint helyett csak 3700-at fizet, ami nem
pontosan a fele a 7405-nek.

e Az arak 5 Forintos kerekitése mar eleve cstkkenti annak az
esélyét, hogy kétszer annyi festékért kétszer annyit fizetiink.
Ez a hatas viszont csokken, ha egyszerre tobb terméket is va-
sarolunk, hiszen ekkor a kerekitési hiba megoszlik a termékek
kozott.

A felsorolt problémaktol fiiggetleniil gyakorlatilag nem tévediink
nagyot, ha azt mondjuk, hogy kétszeres vastagsagi festéshez a
festék kétszer annyiba keriil.

(b) (eb)

i. Az els6, bal abran lathatd esetben a sziikség festékmennyiség
kitolti a bal abran lathato fekete (1 élhosszii) és a nagyobb
piros ((1 + Ax) élhosszi) kockak kozotti teret. Ehhez

(1+ Ax)®> —1 =3Ax + 3Az% + Az®
kobméter festék sziikséges. A feladatban
AxJuli = QAIJam‘ = 2-0.001 m,
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viszont ekkor

3AT ju; + 3Ax3uli + A:E?]uli
=3 (2AZ14ni) + 3 - (2A% 70ni)* + (2AL joni)?
= 6AZ jan; + 12027+ 8AxS
#*2- (BAxJam- + 3A:173am + Axi}am) )

Tehat nem igaz, hogy Julinak pontosan kétszer annyi festékre
lesz sziiksége.

ii. A jobb abran lathato, hogy egy oldal befestéséhez 1- Ax kdb-
méter fesék sziikséges, harom oldalhoz pedig 3 - Az. Igy a
sziikséges festékmennyiség ardnyos a festés Az vastagsagaval,
és mivel

AxJuli = QAZEJam‘ = 2-0.001 m,

Julinak pontosan kétszer annyi festékre lesz sziiksége, mint
Janinak.

(c) (ec)

Juliska Osszesen
(1+ Ax)? — 1 =3Ax + 3A2* + Az?

kobméter festéket hasznal fel, mig Jancsi csak 3Az-et. Ezek kii-
lonbsége 3Ax? + Ax®, ha ennek ardnya Jancsi altal felhasznalt
festékhez képest ¢, akkor

(3Am2 + Ax?’) : 3Ar = q.
Tehat, hogy megkeressiik Ax-et, meg kell oldanunk a

3A2% + Ax® = 3¢Ax,
Ax (AxQ + 3Azx — 3q) =0
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egyenletet. Esetiinkben a Az = 0 megoldas hasznalhatatlan (per-
sze egy kotozkods természet filozo6fus mondhatné, hogy ha egyi-
kiik sem hasznélt fel semennyi festéket, akkor mondjuk Juliska
megsporolt tizendt szazaléknyit Jancsihoz képest) igy a zarojel-
ben szereplé masodfokt polinom pozitiv gyokei:

i.

g =0.01, Az =0.009966...
ii.
q = —0.01, Nincs pozitiv gyok.

Tehat ha Ax = 9.966 . .. milliméter, akkor Juliska egy szazalékkel
tobb festéket, fog elhasznalni mint Jancsi. (Persze egy centi vasta-
gon elég nehéz valamit befesteni, a feladatnak tobb értelme lenne,
ha festés helyett vakolnank a kockéakat.) Az viszont nem fordulhat
els, hogy Juliska megsporol festéket Jancsihoz kepést (ez igazabol
az 4brabol ranézésre nyilvanvalo).

(d) (ed)

i. Az elsd, bal abran lathato esetben (Juliska) a sziikség festék-
mennyiség kitolti a bal abran lathato fekete (1 élhosszi) és a
nagyobb piros ((1+ Axz) élhosszi) kockak kozotti teret. Ehhez

Viwiska = (1 +Ax)* — 1 = 3Ax + 3A2* + Ax®

kobméter festek sziikséges. A msodik (Jancsi) esteben pedig

a sziikség festékmennyiség egyszertien Vjyg,esi = 3Ax.
A feladatban
Az = 0.001 m.

Tehéat

(VJulisk’a - VJancsi)/VJancsi
= (3Az* + Az®) / (3Az) = 0.0010003.... .,
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igy azt mondhatjuk, hogy Jancsi 1 ezrelékkel tobb festéket
hasznalt el Juliskdhoz képest.

Szamszert eredmény: (a) (ea) Igen | Nem

(
(b) (eb) Igaz | Hamis ; Hamis |Igaz
(c) (ec) 9,966 | 8,866 | 10,066 | 7,766 | Nincs ilyen eset

?

Nincs ilyen eset | 0,9966 | 0,8866 | 1,066 | 0,7766
(d) (ed) 1

(a
(b
(c
(d

ea)
eb)
ec) mm ; mm

ed) ezrelék

Mértékegység:

) (
) (
) (
) (
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10. NegyszogKornyezetTerulet.75-92

Feladat:

(a)

(ea) Helyezkedjen el egy 2 méter élhosszi négyzet alakt atlatszat-
lan asztallap 1 métermagassagban a vizszintes talaj folott. Siisson
a Nap mer6legesen a talajra. Mekkora teriileti lesz az asztal alatt
a talaj azon tartoménya, ahonnan a Nap legalabb részlegesen lat-
hato? A feladatban a Nap szogatmeérdje (vagyis a szog mondjuk a
Nap bal és jobb széle kozott) legyen 32’

(eb) Az el6z6 feladatban az asztal maximalis arnyéka azon pontok
halmaza volt, amelyek maximum egy, a feladatban kiszamolt r ér-
teknél nem voltak messzebb egy adott négyzettsl. Legyen adott
a sikon egy T = 1m? teriileti és K = 8m keriiletti H harom-
sz0g. Legyen a D tartomany azon halmaza, amelyek nincsenek
messzebb H-tol mint r = 10 cm. Mennyi D teriilete? Ha ezt nem
lehet egyértelmiien kiszamolni, akkor a valasz legyen nulla!

(ec) Legyen adott a sikon egy T' = 1 m? teriiletii és K = 8 m kerii-
letdi ‘H haromszog. Legyen a D tartomany azon pontok halmaza,
amelyek nincsenek messzebb H oldalaitél mint » = 10 cm, tovabba
a haromszogon beliil helyezkednek el. Mennyi D teriilete? Ha ezt
nem lehet egyértelmiden kiszamolni, akkor a valasz legyen nulla!

(ed) Legyen adott a sikon egy T' = 1m? teriileti és K = 8m
keriiletd ‘H négyszog. Legyen a D tartomany azon pontok halmaza,
amelyek nincsenek messzebb H-tol mint r = 10cm. Mennyi D
teriilete? Ha ezt nem lehet egyértelmten kiszamolni, akkor a valasz
legyen nulla!

(ee) Legyen adott a sikon egy T = 1m? teriiletdi és K = 8m
keriiletd H konvex négyszog. Legyen a D tartomany azon pon-
tok halmaza, amelyek nincsenek messzebb H-tol mint » = 10 cm.
Mennyi D teriilete? Ha ezt nem lehet egyértelmitien kiszamolni,
akkor a valasz legyen nulla!

(ef) (Ebben a feladatban higgyiik el azt, hogy az azonos keriilet
négyszogek koziil a négyzet teriilete a a legnagyobb.) Legyen adott
a stkon egy T = 1m? teriiletd és K = 4m keriiletti H négyszog.
Legyen a D tartomany azon pontok halmaza, amelyek nincsenek
messzebb H-tol mint r = 10 cm. Mennyi D teriilete? Ha ezt nem
lehet egyértelmiien kiszadmolni, akkor a valasz legyen nulla!

(eg) Legyen adott a haromdimenzios térben egy P konvex poliéder
(siklapokkal hatarolt test). Legyen a D tartomény azon pontok
halmaza, amelyek nincsenek messzebb P-tol mint » = 1cm. Ha
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Megoldas:

(a)

adott P térfogata és feliilete, akkor ki lehet-e ezekbdl az adatok-
bol szamolni D térfogatat? Tippeld meg, hogy a valasz igen vagy
nem! (Ez a feladat kissé bonyolultabb, mint a kétdimenzios eset.
Probald legalabb indokolni az egyszavas IGEN/NEM valaszodat!)

(eh) Legyen adott a haromdimenzios térben egy P poliéder (sikla-
pokkal hatéarolt test). Legyen a D tartomany azon pontok halma-
za, amelyek nincsenek messzebb P-tol mint » = 1 cm. Ha adott P
térfogata és feliilete, akkor ki lehet-e ezekbdl az adatokbol szamol-
ni D térfogatat? Tippeld meg, hogy a vilasz igen vagy nem! (Ez
a feladat kissé bonyolultabb, mint a kétdimenzios eset. Probald
legalabb indokolni az egyszavas IGEN/NEM valaszodat!)

(ei) Legyen adott a haromdimenzios térben egy P konvex poliéder
(siklapokkal hatéarolt test). Legyen a D tartomany azon pontok
halmaza, amelyek nincsenek messzebb P-tol mint » = 1cm. Ha
adott P térfogata, feliilet és az éleinek az Osszhossza, akkor ki
lehet-e ezekbol az adatokbol szamolni D térfogatat? Tippeld meg,
hogy a vélasz igen vagy nem!

(ej) Legyen adott a haromdimenzios terben egy P polieder (sikla-
pokkal hatarolt test). Legyen a D tartomany azon pontok halma-
za, amelyek nincsenek messzebb P-tol mint » = 1cm. Ha adott
P térfogata, feliilete és az éleinek az Gsszhossza, akkor ki lehet-e
ezekbdl az adatokbol szamolni D térfogatat? Tippeld meg, hogy
a valasz igen vagy nem!

(ea) A kovetkez6 abra megadja a feladat geometriai viszonyait:

A vastag fekete négyzet az asztal szele, a talajon az b pontban levé
pontszert bogar a B pontokhoz csatlakoz6 sarga koroknek latnak
a Napot. A maximalis arnyék (z6ld szaggatott lekerekitett sarku
négyzet) hataran il b bogar egyediil a B pont irdnyabol érkezd
napsugarat nem latna.
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Szeretnénk tudni, hogy mennyi |bo|. Ehhez vessziik a hiromdi-
menzids abra y = 0 sikmetszetét:

z

Itt az asztal magassaga |0O| = 1, élhossza 2, mig az a és b cstics-
pontokkal rendelkezd és a kék szaggatott vonalakkal hatarolt szo-
gek nagysaga a Nap szogatmérsje, vagyis 6 = 32'.

A maximalis arnyék egy D = 2|ob| nagysagu lekerekitett sarki
négyzetben helyezkedik el,

amelynek a parhuzamos elei egyméstol
D =2 (|BO| + tg(6/2) - |00O))
(32/2) - 2w
=2(1+1-tg| ——%—
( Tt ( 60 - 360

tavolsagra vannak, tehat a maximalis &rnyék teriilete (négyzetme-
terben szamolva)

Tonaw = D? — (tg(6/2) - [00])” (4 — 7) = 4.018620. ..

Itt a (tg(d/2) - |@])2 (4 — ) tag a sarkok lekerekitése miatti te-

71



10 NEGYSZOGKORNYEZETTERULET.75-92

riiletcsokkenést adja meg.

Qr R
[PS| =[PQ| = tg(6/2) - |00

Tors = (tg(6/2) - [00])” - (1 — 7/4)

P 'S
Tehat az arnyék maximaélis mérete:
Trae = 4.018620. . .

(b) (eb) A valasz IGEN, mint azt a kovetkez$ érvelés bizonyitja.
A z6ld vonalon beliili D tartomanyt felvaghatjuk az a4bran lathato

darabokra:
/ )
A B
|
C A ’ ‘ C
B! e
A B 4 ] \ }
B

Az A, B, C pontoknal elhelyezked6 korcikkek szogosszege ponto-
san 360° fokot ad, hiszen a korcikkek szogei az A, B, C' pontoknal
rendre

180° — a, 180° — 3, 180° —~,
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ezen szogek Osszege pedig
3-180° — (v + 5+ ) = 360°,

mivel a haromszog o, B,y szogeinek az Osszege 180°. Tehat az
Ossztertilet:

Teriilet(D) = Tupc + 7 - |AB| + 1 - |BC| +r - |AC| 4 7r?
= TABC +r- KABC +7T7‘2.
Itt Tapc, Kapc a haromszog teriilete és keriilete. Az érvelésiink

nem fiigg a haromszog aktualis alakjatol, tehat altalanosan is igaz,
nem csak az abran lathaté derékszogi haromszogre.

Esetiinkben
Teriilet(D) =1+ 0.1 -8+ - (0.1)* = 1.83141593. ..

négyzetméterben szamolva.

(c) (ec) A kérdéses D tartomany a kovetkezd abran lathato ABC
haromszog és a kisebb, de vastag fekete vonallal jelzett abc ha-
romszogek kozott helyezkedik el.

C

A B

Az abran az AB és ab (hasonléan a BC' < be, AC' <+ ac parokhoz)
egyenesparok tavolsdga r. Az a, b, c pontok az «, 3,y szogek szog-
felez6in helyezkednek el. Az ABC héaromszogh6z hasonld az abe
haromszog, a kicsinyitési A = |ab|/|AB| faktor a kovetkez6képpen
szamolhato ki:

|abl = |[AB| — 1 - ctg(a/2) — r - ctg(B/2),

A= 1= letg(a/2) + ctg(5)2)
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Természetesen ugyanannak a A szamnak kell kijonnie, ha az AB
oldal helyett a AC' vagy BC oldalakat hasznaltuk volna. (A ret-
tenetesen unatkozo6 didkok megprobalhatjak levezetni ezt, mint az
a+ [+ v = 180° feltétel kovetkezményét.)

Viszont « és § tobbe-kevésbe tetszGlegesek (pozitivak és Osszegiik
kevesebb mint 180°) tehat A valtozik, ha pl. megvéltoztatjuk a-t.
Igy a D tartomany teriilete fiigg a haromszog alakjatol, hiszen a
D tartomanybol hianyz6 abc haromszog teriilete fiigg az «, 5,y
szOgektsl. Tehat az ABC' haromszog teriilete és keriilete NEM
hatarozza meg a D tartomany teriiletet.

(ed) NEM. Ha a négyszog konvex, akkor a valasz igen lenne, mint
azt az alabbi érvelés bizonyitja:

A z6ld vonalon beliili D tartomanyt felvighatjuk az a4bran lathato
darabokra:

¥
D C
A A\—‘B A\B

Az A, B, C, D pontoknal elhelyezkedd korcikkek szogosszege pon-
tosan 360° fokot ad, hiszen a korcikk szdge pl. a B pontnél azt
mondja meg, hogy mennyivel kell az AB oldal iranyat elforgatni
ahhoz, hogy megkapjuk a BC' szakasz iranyat. Hasonl6an a kor-
cikk szdge a C' pontndl azt mondja meg, hogy mennyivel kell az
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BC oldal iranyat elforgatni ahhoz, hogy megkapjuk a C'D szakasz
irdnyat. Megismételve mindezt mind a négy csicsnal, az AB oldal
Osszesen 360° fokot fog elforogni.

Tehat az Osszteriilet:

Terulet(D)
=Tapc +7-|AB|+7r-|BC|+7r-|CD|+7r-|DA| + nr?

2
:TABCD“‘T'KABCD“‘WT .

Itt Tacp, Kapcp a négyszog teriilete és keriilete. Az érvelésiink
nem fiigg a négyszog aktualis alakjatol, tehat altalanosan is igaz,
nem csak az abran lathaté négyszogre.

Azonban ha konkav négyszogeket is megengediink, akkor a D tar-
tomany teriilete mér nem lesz kiszamithato a négyszog teriiletébsl
és keriiletébsl. Vegyiik pl. az abran lathaté ugyanolyan teriileti
és kertiletii négyszogpart:

C
D
/ K 0 C
A

A négyszogeket tgy konstrudltuk meg, hogy ha a két abran a
négyszogeket felvagjuk a BD 4atlo menten, akkor egybevigd ha-
romszogeket kapunk. Legyen tovabba a jobb oldali abran

[AB| =|BC|= V2, |DB|=1, [AC|=2,

|OA| = |0OB| =10C| =|BD| =1.
Ekkor a keriilet

KABCD:2'<\/§+V12+22>a
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mivel az AC egyenesétdl a D pont tavolsaga 2. A teriilet pedig:

1 — 1 —

Tapcp = = -|AC|-2— - -JAC|-1=1.

2 2

A négyszog A és C-nel lev6 o = 7y szogei
a = arctg(2) — arctg(1),

tovabba a D cstcsnél levs o szog

d = 2-arctg(1/2).

Itt az arctg fliggvény a tangens fiiggvény (—m/2,7/2) folotti da-
rabjanak az inverze. Mindezek alapjan ki tudjuk szdmolni a jobb-
oldali nyilhegy D koérnyezetének a teriiletet:

Terulet(D) = Tapcp + (r - Kapep —17)
+ (12 ((m — ) + (1 — ) + (7 — 9)))

Itt a masodik tagban az r? levonasara azért volt sziikség, mivel a
jobboldali abrdn a B pont alatti sarga négyzetet az AB és a BC
oldalakra emelt r szélességil téglalapok is tartalmazzak.

Numerikusan

Terulet(D) = 1.868539 . ..

Ezzel szemben a konvex négyszog kornyezetének a teriilete csak
Tagcp + 7 Kagecp + mr? =1.831415. ..

Tehéat Tapcp ¢s Kapcp onmagukban nem hatarozzak meg a kor-
nyezet teriiletet.

Megjegyzés: Azt, hogy a négyszogek teriilete és keriilete NEM
hatarozza meg D teriiletet, azt konkrét numerikus szamitasokkal
demonstraltuk. Ennél érthet6bb magyarazatot adna a kdvetkezd,
kissé elfajult ellenpélda:

D D’

1BA
Allc ol Ve
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Ha a w = |AC| tavolsig nagyon kicsi és |A’C"| = 3 - |AC|, akkor a
jobb oldalon lathaté nyilhegy alakii négyszog teriilete és keriilete
megegyezik a bal konvex négyszog megfelel6 adataival igen nagy
pontossaggal. Ez annal inkdbb igaz, minél kisebb w = |AC|, az
abra ez 0.1 értékd. A konvex bal négyszog pontjai nagyon kozel
vannak a BD szakaszhoz, amelynek hossza masfél. Hasonloképpen
a jobb nyilhegy pontjai nagyon kozel vannak egy 1 hossztsagu sza-
kaszhoz, a D kornyezet teriiletének megkeresésekor nem tévediink
til sokat, ha az ezektdl a szakaszoktol maximum r tavolsagra levé
pontok teriileteit keressiik meg. Ez a teriilet pedig nyilvan tobb
lesz egy 1.5 hosszi szakasz eseteben, mint egy egységszakasznal.

(e) (ee) A vélasz IGEN, mint azt a kovetkezs érvelés bizonyitja. A
z6ld vonalon beliili D tartoményt felvaghatjuk az abran lathato
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darabokra:

A A\—‘B A\B

Az A, B, C, D pontoknal elhelyezkedd korcikkek szogosszege pon-
tosan 360° fokot ad, hiszen a korcikk szége pl. a B pontnal azt
mondja meg, hogy mennyivel kell az AB oldal iranyét elforgatni
ahhoz, hogy megkapjuk a BC szakasz iranyat. Hasonl6an a kor-
cikk szoge a C' pontnal azt mondja meg, hogy mennyivel kell az
BC oldal irdnyat elforgatni ahhoz, hogy megkapjuk a C'D szakasz
irdnyat. Megismételve mindezt mind a négy csucsnal, az AB oldal
osszesen 360° fokot fog elforogni.

Tehat az Osszteriilet:

Teriilet(D)
=Tupc+r-|AB|+7r-|BC|+r-|CD|+r - |DA| + mr?

2
=Tacp + 7 Kapcp + mre.

Itt Tagcp, Kapep a négyszog teriilete és keriilete. Az érvelésiink
nem fiigg a négyszog aktuélis alakjatol, tehat altalanosan is igaz,
nem csak az dbran lathato négyszogre.
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(f)

Esetiinkben
Teriilet(D) = 1 +0.1-8 + 7 - (0.1)* = 1.83141593 . ...

négyzetméterben szamolva.

(ef) Mivel a K = 4 keriiletii négyszogek koziil a legnagyobb te-
riilet a négyzet, igy enneck a teriilete (K/4)? = 1 lesz. Ez pont
ugyanannyi, mint a feladatban megadott T teriilet, igy a sikido-
munk sziikségszertien egy egységnyi oldalt négyzet lesz. A D tar-
toméany a kdvetkezd dbran lathato, ahol a zold gérbe hatéarolja.

Itt a belss fekete négyzet és a kiils zold gorbe tavolsaga r = 0.1.
D teriilete a bels fekete négyzet, az oldalakra emelt r vastagsa-
gu téglalapok és a négy negyed korcikk teriiletébdl all, ennek a
numerikus érteké

Terulet(D) =12 +4-1-0.1+4- % L0.1% = 1.431415.. .

négyzetméterben szamolva.

(eg) A valasz: NEM.

Ennek az egzakt bizonyitasahoz pl. meg kellene konstruélni két po-
liédert ugyanolyan térfogattal és feliilettel, de kiilonbo6z6 térfogati
D tartomannyal. Mi beérjiik azzal, hogy prezentalunk két konvex
testet kdzelitdleg ugyanolyan térfogattal és teriilettel, de szazalé-
kosan merve nagyban kiilonb6z6 térfogatt D tartomanyokkal:
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Itt a baloldali haromszogek kézepén levé csomdpont egy kissé ki-
emelkedik a hatarolo haromszogek sikjabol. gy a csomopont és
a hatarol6 haromszog csucsai tetraédereket generdlnak. Ezek fe-
lillete és térfogata egyarant kozel van nulldhoz, legalabbis akkor,
ha a fliggsleges tavolsdgokat fixen tartjuk, de a vizszintes szeles-
ségeket nagyon kozel valasztjuk nulldhoz. Viszont az abra jobb
oldali részen lathato tetraéderek pontjainak a tavolsaga nem tul
sok a vastag fekete vonalakkal jelolt szakaszoktol, igy majdnem
mindegy, hogy a szakaszok vagy a tetraéderek kornyezetének a
térfogatat szamoljuk ki. A hosszabb vastag fekete szakasz kornye-
zete térfogata persze nagyobb, ha a szakasz hossza tobb, ez igen
erGs érv a Nemleges valaszunk mellett.

(eh) A valasz: NEM.

Ennek az egzakt bizonyitasahoz pl. meg kellene konstruélni két po-
liédert ugyanolyan térfogattal és feliilettel, de kiilénbo6z6 térfogati
D tartomannyal. Mi beérjiik azzal, hogy prezentalunk két konvex
testet kdzelitdleg ugyanolyan térfogattal és teriilettel, de szazalé-
kosan mérve nagyban kiilonb6zé térfogatd D tartomanyokkal:

Itt a baloldali haromszogek kozepén levé csomdpont egy kissé ki-
emelkedik a hatarolo haromszogek sikjabol. gy a csomopont és
a hatarold6 haromszog csucsai tetraédereket generdlnak. Ezek te-
riilete és térfogata egyarant kozel van nullahoz, legalabbis akkor,
ha a fiiggSleges tavolsagokat fixen tartjuk, de a vizszintes széles-
ségeket nagyon kozel valasztjuk nulldhoz. Viszont az abra jobb
oldali részen lathato tetraéderek pontjainak a tavolsaga nem tul
sok a vastag fekete vonalakkal jelolt szakaszoktél, igy majdnem
mindegy, hogy a szakaszok vagy a tetraéderek kornyezetének a
térfogatat szamoljuk ki. A hosszabb vastag fekete szakasz koérnye-
zete térfogata persze nagyobb, ha a szakasz hossza tobb, ez igen
erGs érv a Nemleges valaszunk mellett.

Megjegyzés: Ennek a feladatnak a kétdimenziés megfelelGjében a
valasz IGEN lenne konvex sokszdgekre, de NEM lenne, ha konkav
sokszogeket is megengednénk (a poliéderek helyett).
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(i)

(ei) A vélasz: NEM.

Ennek az egzakt bizonyitasdhoz pl. meg kellene konstrualni két
ugyanolyan Osszélhosszi, térfogatu és feliiletli konvex poliédert
kiilonboz6 térfogati D tartomanyokkal. Mi beérjiik azzal, hogy
prezentalunk két konvex testet kdzelitdleg ugyanolyan §szélhosszal,
térfogattal és feliilettel, de szazalékosan merve nagyban kiilonbo6z6
térfogata D tartomanyokkal:

Itt a baloldali haromszogek kozepén levé csomdpont egy kissé ki-
emelkedik (h tavolsaggal) a hatarold haromszogek sikjabol. A cso-
mopont és a hatarolé haromszog csucsai tetraédereket generalnak.
Feltessziik, hogy h meg az amigy is nagyon kicsi w-hez viszonyitva
is nagyon kicsi, tehat a nagyon lapos tetraéderek alig kiilonboz-
tethet6ek meg egy sikidomtol. Ezek teriilete és térfogata egyarant
kozel van nulldhoz, legalabbis akkor, ha az abran fiiggéleges tavol-
sagokat fixen tartjuk, de a vizszintes szélességeket nagyon kozel
valasztjuk nulldhoz. Viszont az &bra jobb oldali részen lathato
tetraéderek pontjainak a tavolsiaga nem tul sok a vastag fekete
vonalakkal jel6lt szakaszoktol, igy majdnem mindegy, hogy a sza-
kaszok vagy a tetraéderek kornyezetének a térfogatat szamoljuk
ki. A hosszabb vastag fekete szakasz kornyezetének térfogata per-
sze nagyobb, ha a szakasz hossza nagyobb (3.5/3 egy helyett), ez
igen erds érv a Nemleges valaszunk mellett. Az 4bran az 1, illetve
3.5/3 magassagokat és a w =~ 0, illetve a 3w/3.5 magassagokat
ugy valasztottuk meg, hogy az alacsonyabb és a magasabb tet-
raéderek térfogata pontosan megegyezik, tovabba a feliileteik és
Gsszélhosszaik csak igen kis szazalékban térnek el egymastol.

(ej) A véalasz: NEM.

Ennek az egzakt bizonyitasahoz pl. meg kellene konstrualni két
ugyanolyan 6Gsszélhosszi, térfogata és teriiletd konvex poliédert
kiilonboz6 térfogatt D tartoméanyokkal. Mi beérjiik azzal, hogy
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Szamszert eredmény:

prezentalunk két konvex testet kdzelitdleg ugyanolyan 6sszélhosszal,
térfogattal és feliilettel, de szdzalékosan merve nagyban kiilénb6z6
térfogata D tartomanyokkal:

-
L.
K
L —

Itt a baloldali haromszogek kézepén levé csomdpont egy kissé ki-
emelkedik (h tavosaggal) a hatarold haromszogek sikjabol. A cso-
mopont és a hatarold haromszog csucsai tetraédereket generalnak.
Feltessziik, hogy h meg az amigy is nagyon kicsi w-hez viszonyitva
is nagyon kicsi, tehat a nagyon lapos tetraéderek alig kiilonboz-
tethet6ek meg egy sikidomtol. Ezek teriilete és térfogata egyarant
kozel van nullahoz, legalabbis akkor, ha az abran fiiggéleges tago-
latlanokat fixen tartjuk, de a vizszintes szélességekét nagyon kozel
valasztjuk nulldhoz. Viszont az &bra jobb oldali részen lathato
tetraéderek pontjainak a tavolsiaga nem tul sok a vastag fekete
vonalakkal jel6lt szakaszoktol, igy majdnem mindegy, hogy a sza-
kaszok vagy a tetraéderek kornyezetének a térfogatat szdmoljuk
ki. A hosszabb vastag fekete szakasz kornyezetiiek térfogata per-
sze nagyobb, ha a szakasz hossza nagyobb (3.5/3 egy helyett), ez
igen erds érv a Nemleges vélaszunk mellett. Az 4bran az 1, illetve
3.5/3 magassagokat és a w =~ 0, illetve a 3w/3.5 magassagokat
ugy valasztottuk meg, hogy az alacsonyabb és a magasabb tet-
raéderek térfogata pontosan megegyezik, tovabba a feliileteik és
Gsszélhosszaik csak igen kis szazalékban térnek el egymastol.

Megjegyzés: Ennek a feladatnak a kétdimenzios megfelel§jében a
valasz IGEN lenne konvex sokszogekre, de NEM lenne, ha konkav
sokszogeket is megengednénk (a poliéderek helyett).

ea) 4,0186

eb) 1,8314

ec) 0
ed) 0
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Mértékegység:
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11. Kivagas.93-95

Feladat: Vegyiik egy konvex poliédert (siklapokkal hatéarolt térbeli sokszoget)!
Képzeletben vagd fel a test néhany élét gy, hogy a lapokat ki tud-
juk teriteni a sikban, de az igy kapott sikidom ne essen szét kiilonallo
darabokra! (Ezt ugy értjiik, hogy két kapcsolodo lapnak egy kozos éle
kell, hogy legyen.) Ezt persze tobbféleképpen is meg lehet tenni, itt egy

példa:
F F
a D C F
E A B E
B
E
B A )
B E C D F
E

(a) (ea) Fiigg-e a kiterités modjatol az, hogy hany kiilsg éle van az igy
kapott sikidomnak? Adj ellenpéldat, vagy bizonyitsd az allitaso-
dat, ne csak erre a lerajzolt poliéderre! (A feladatban pl. a bal-also
abran a C'— D — A szakasz két élnek szamit.)

(b) (eb) Fiigg-e a kiterités modjatol az, hogy mekkora az igy kapott
sikidom kertilete? Adj ellenpéldat, vagy bizonyitsd az allitasodat!
Nem kell feltétleniil az abran lathato poliédert hasznalnod!
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Megoldas: (a) (ea)

F
F D C F
E A B E

A jobb oldali abrat felépithetjiik a kévetkezSképpen.

e Vagjuk szét a térbeli poliédert az oldallapjaira. Az igy kapott
kiilonallo oldallapok eleinek szama a kétszerese a térbeli test
éleinek a szamanak.

e Vegyiik pl. az ABCD négyzetet, mint az elsé lapot. A ko-
vetkez$ lépésben ragasszuk ehhez hozza a C'B él mentén a
BEFC sokszoget.

e Ezutin az ABEFCD sikidomhoz ragasszunk hozzé meg egyet
a hianyz6 ABE, DCF, EADF lapokbol.

e [smételjiik meg ezt az eljarast, addig, amig el nem fogynak a
lapok.

Ezt az oldallap hozzaragasztasi eljarast eggyel kevesebbszer kell
megismételni, mint a poliéder lapjainak a szdma. Minden egyes
hozzaragasztas a sikidombol bels6 elvesz két kiilsg élt, igy a vég-
leges sikidom kiils6 éleinek a szama

2 - (poliéder éleinak a szama) — 2 - (poliéder lapjainak a szam -1).

Az 4bran ez az érték 2-9 — 2 (5 — 1) = 10. Ez az érték csak a
kiindulasi poliédertdl fiigg. Tehat a kiterités modjatol fiiggetlen a
kapott sikidom keriiletén levd élek szama.

(b) (eb) A kiteritett lapokbol kapott sikidom teriilete fiigg a kiterités
modjatol. Itt egy példa: teritsiik ki az 1, 2, 4 élhosszisagu tégla-
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testet két kiilonb6z6 modon.

H G
D C
1 2
A
4
H G
H\|D C G H
E|A B|F E
E F
C B
C D A B C
G H E F G
G F

Itt mar ranézésre is nagyobbnak tiinik a legals6 abra keriilete az
el6z6éhez viszonyitva.

A kapott sikidomok keriiletet megkaphatjuk gy, hogy a test él-
hosszainak az 0sszegének kétszeresébdl levonjuk a sikidomok belsé
élhosszainak a kétszereset. Az els§ esetben a levonas mértéke

3-|AD|+2-|AB|=3-2+2-4=14,
mig a masodik esetben

3-|DH|+2-|HE|=3-1+2-2=1.
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Mivel ezek nem egyenl6ek, igy a két sikidom keriiletei kiilénboz-

nek.

Szamszert eredmény: (a) (ea) Nem | Igen
(b) (eb) Igen | Nem

Mértékegység:
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12. KetTetraeder.96-102

Feladat: Vegyiik az abran lathato két tetraéder feliilnézeti kepét

C
C
D
ADB A B

A csiicspontok koordinatai a baloldali, magasabb tetraédernél legyenek
A= (-Ww,0,0), B=(W,00), C=(0,1,0), D=(0,0,H).

A csticspontok koordinatai a jobboldali, alacsonyabb tetraédernél pedig
legyenek

A= (—w,0,0), B=(w,0,0), C=(0,d0), D=/(0,d/2h).

A feladatban szeretnénk meghatarozni a w, h,d paramétereket tugy,
hogy a két tetraédernek ugyanaz a térfogata, feliilete és Osszélhossza
legyen.

(a) (ea) Vegyiik azt az elfajult esetet, amikor W = H =0 = w = h.
Mennyi d, ha az igy kapott degeneralt tetraéderek Gsszélhosszai
megegyeznek? (Abban az értelemben, hogy az egybeess, vagy egy-
mast atfedd élek hosszait kiilon-kiilon figyelembe vessziik. )

(b) (eb) Hasznéljuk az el6z6 pontban kapott d érteket, h ess H le-
gyen toviabbra is nulla. Mennyi A, ha w = AW, és a két degene-
ralt tetraéder felillete megegyezik? (Abban az értelemben, hogy az
egybeesd, vagy egymast atfeds oldallapok teriileteit kiilon-kiilon
figyelembe vessziik.)

(¢) (ec) Hasznaljuk az el6z6 pontban kapott d és w = AW érteket.
Mennyi p, ha h = pH, és a két tetraéder térfogata megegyezik?

(d) (ed) Legyen W = H = 0.0001, tovabba legyen w = AW és
h = pH, ahol a A, érteket az eléz6 feladatokban kaptuk meg.
Szamold ki a bal és jobboldali tetraéderek Osszélhosszait, felii-
leteit, térfogatait! Azt reméljiik, hogy a jobb, illetve a baloldali
tetraéderek eseten kapott értékek egyméshoz viszonyitott ardnya
nagyon kozel (mondjuk egy ezrelékes pontossaggal) van egyhez.
[gaz-e ez az
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i. 0Osszélhossz,

ii. feliilet,
iii. térfogat,
eseteiben? (Ha nagyon unatkozol, probald megtippelni el6re, hogy
melyik esetben bukik meg a legjobban a kozelit6 egyenléség!) Add

meg valaszként, hogy mennyi az egytél valo eltérés abszolut érteké
maximuma a harom esetbdl ezrelékben merve!

(ee) Legyen W = 0.01, H = 0.0001, tovabba legyen w = AW
és h = pH, ahol a A\, u érteket az eléz6 feladatokban kaptuk
meg. Szamold ki a bal és jobboldali tetraéderek §szélhosszait, fe-
lilleteit,térfogatait. Azt reméljiik, hogy a jobb, illetve a baloldali
tetraéderek eseten kapott értékek egyméshoz viszonyitott ardnya
nagyon kozel (mondjuk egy ezrelékes pontossaggal) van egyhez.
Igaz-e ez az

i. 0Osszélhossz,

ii. feliilet,
iii. térfogat,
eseteiben? Add meg valaszként, hogy mennyi az egytdl valo eltérés
abszolut értéke maximuma a harom esetbdl ezrelékben mérve!

(ef) Legyen W = 0.1, H = 0.03. Ird fel azokat az egyenlete-
ket, amelyek meghatarozzék a jobboldali tetraéder d,w,h para-
métereit, ha a jobb és baloldali tetraéderek térfogata, feliilete és
Osszélhossza ugyanaz! Valaszként valaszd ki a feliiletre vonatkozé
egyenletet!

(eg) Legyen W = 0.1, H = 0.03. Ird fel azokat az egyenlete-
ket, amelyek meghatarozzak a jobboldali tetraéder d,w,h para-
métereit, ha a jobb és baloldali tetraéderek térfogata, feliilete és
Osszélhossza ugyanaz! FEzeket az egyenleteket szinte biztos, hogy
csak numerikusan lehet megoldani. Probalj keresni egy komputer
algebrai programcsomagot, ami megkeresi a megoldast! (Ilyen le-
het pl. a SAGE és a MAXIMA ingyenes, illetve a Mathematica és
Maple kereskedelmi szoftverek.) Tehat kozelitGleg mennyi d, w, h
? Valaszként add meg w érteket!
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Megoldas:

(a) (ea)

C
C
D
A B
ADB

Ha W = H = 0 = w = h, akkor a baloldali &bran az 6sszélhossz

|AC| + |DC| + |BC| = 3,

mig a jobboldali &bran

|AC| + |BC| + |AD| + |BD| + |DC|
=d+d+d/2+d/2+d/2=35-d.

Ezek szerint, ha 3 = 3.5 - d, akkor

3
d=-— =0.8571428 ...
3.5

Ebben a degeneralt esetben csak a szinte fiiggGleges ¢élek szamita-

nak.
C
C
D
A B A B
D

(b) (eb)
Ha H = h = 0, vagyis a D pont az ABC pontok sikjaba esik, akkor
a két degeneralt tetraéder feliilete a bal és a jobb oldalon az ABC'
haromszogek teriiletének a kétszerese. A baloldalon a magassag 1,
mig a jobb oldalon a magassag az el6z6 feladat alapjan d = 3/3.5,
igy ha a két feliilet megegyezik, akkor a jobboldali 4bra AB alapja
a baloldalinak a 3.5/3-szorosa. Lehat A = 3.5/3 = 1.1666.. .. ..
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() (ec)

A B A B
D

Ha d = 3/3.5 és w = (3.5/3)W, akkor az ABC' haromszogek terii-
lete ugyanaz a bal és a jobboldalon. Igy, ha azt szeretnénk, hogy a
két tetraéder térfogata megegyezzen, akkor ugyanolyan magassa-
giaknak kell lenniiik, vagyis mivel h = H = pH, igy p = 1, tehat a
két tetraéder magassaga (D harmadik koordinatéja) megegyezik.

(d) (ed) A keresett mennyiségek kiszamitasahoz sziikségiink van a ko-
vetkezG dolgokra:

e Legyen adott P = (p1,p2,p3), @ = (q1, G2, g3). Mennyi [PQ)| ?

|PQ| = \/(p1 —q1)? 4 (p2 — 2)* + (p3s — q3)?

e Legyen egy hdromszog harom oldala hossza a, b, c. Mennyi a
haromszog teriilete?
Jeloljiik a haromszog keriilete felét s-sel. Ekkor a hiromszog

teriilete
T =+/s(s—a)(s—b)(s—c),

Héron formulaja szerint.

e Egy tetraéder térfogata az alaplap teriilete és a magassaga
szorzatanak a harmada. Esetiinkben pl. a bal tetraédernél

1
Terfogat ,pop = 3 Terulet apc - H

C
C
D
A B A B
D
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Ezekkel a képletekkel kiviszontlathatjuk a kérdéses mennyiségeket.
Pl. a bal tetraédernél az AC'D héromszog teriiletet a kovetkezd-
képpen kapjuk meg:

|AC| = |(W,1,0)] = VW2 + 12 = 1.00000001 . ...

|AD| = |(W,W,0)| = VW2 + W2 = 0.000141421356 . . .
|CD| = |(0,—H,1)| = vV H2? + 12 = 1.00000001 . ..

s = (JAC| + |AD| + [CD|)/2 = 1.00007072.. ..
Terulet 4c:p = 0.0000707106783 . . .

Alkalmazva ezeket a tipusi szamolasokat a jobb és bal oldali tet-
raéderekre a kovetkezd eredményeket kapjuk :

bal jobb |bal/jobb — 1]
elhossz 3.00048286 3.00023342 0.00008314
felulet 0.000241431357 0.000249231745 0.03129
ter fogat  0.3333 x 1078 0.3333 x 1078 0

A bal és jobboldali mennyiségek eltérésének a maximuma a fe-
lilet eseteben kovetkezik be, ott az érteké ugy 31 ezrelék. Ha a
W = H mennyiségeket meg sokkal kisebbre vilasztanank, akkor
is hasonlé eredményt kapnank, ellenben az élhosszakra vonatkozo
adat egyre pontosabban kozelitene meg a nullat. A feliilet esetében
a problémat az okozza, hogy a bal és a jobb abram pl. az AC' élnél
csatlakozo oldallapok mas-més szoget zarnak be egymassal, ez a
sz0g a H /W aranytol fog leginkabb fiiggeni, igy nem elég az, hogy
H és W egyarant kicsi, ez 6nmagaban nem biztositja a feliiletek
aranyanak az egyhez kozelit6 érteket.

(ee) A keresett mennyiségek kiszamitasahoz sziikségiink van a ko-
vetkezG dolgokra:

b Legyen adott P = (p17p27p3)7 Q = (Q1aCI27Q3)- Menn}’i |m| 7

|PQ| = \/(p1 —q1)? 4 (p2 — 2)* + (p3s — q3)?

e Legyen egy haromszog harom oldala hossza a, b, c. Mennyi a
haromszog teriilete?
Jeloljiik a haromszog keriilete felét s-sel. Ekkor a haromszog

teriilete
T =+/s(s—a)(s—b)(s—c),

Héron formuléja szerint.
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o Egy tetraéder térfogata az alaplap teriilete és a magassaga
szorzatanak a harmada. Esetiinkben pl. a bal tetraédernél

1
Terfogat 4, pop = 3 Terulet apc - H

C
C
D
A B A B
D

Ezekkel a képletekkel kiszamithatjuk a kérdéses mennyiségeket.
Pl. a bal tetraédernél az AC'D héromszog teriiletet a kovetkezs-
képpen kapjuk meg:

|AC| = |(W, 1,0)] = VW2 + 12 = 1.00005 . . .
|AD| = |[(W,W,0)| = VW2 + W2 = 0.0141421356 . ..
|CD| = |(0,—H, 1)| = vV H2? + 12 = 1.00000001 . ..

s = ([AC| + [AD| + |CD|)/2 = 1.00709607 . . .
TeruletACD = 0.00707102364 . ..

Alkalmazva ezeket a tipust szamolasokat a jobb és bal oldali tet-
raéderekre a kovetkezd eredményeket kapjuk :

bal jobb |bal/jobb — 1]
elhossz 3.040101 3.02380969  0.0053876775
felulet 0.0200015 0.0200007349  0.000038254
ter fogat 0.3333 x 107¢ 0.3333 x 107¢ 0

A bal és jobboldali mennyiségek eltérésének a maximuma az Gsszél-
hossz eseteben kovetkezik be, ott az érteké gy 5 ezrelék.

Mindkét tetraéderiink olyan, hogy kicsi a szélessége (az AB el
hossza viszonyitva mondjuk AC-hez), tovabba a tetraéderek na-
gyon laposak, abban az értelemben, hogy a D pontnak a H = h
kiemelkedése az ABC' oldallap sikjabol meg az amugy is csekély
szelességhez viszonyitva sem tul sok. Igy a tetraéderek mindkét
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esetben olyan laposak, hogy alig lehet ket megkiilonboztetni az
ABC héromszogektol.

Azt mondhatjuk, hogy ha W érteket egyre kisebbre valasztjuk,
tovabba iigyeliink arra, hogy H érteket gy valasszuk meg, hogy
a H/W hanyados is egyre kozelebb keriiljon a nulldhoz, akkor a
bal és jobboldali tetraéderek eseteben a |bal/jobb— 1| mennyiségek
egyre jobban meg fogjak kozeliten nullat.

(f) (ef) A feladat megoldasahoz sziikségiink van a kovetkezé dolgokra:
i Legyen adott P = (p17p27p3)7 Q = ((ha q2, QS) Mennyi |m| ?

1PQ| = /(01 — q1)? + (p2 — 2) + (ps — g3)?

e Legyen egy haromszog harom oldala hossza a, b, c. Mennyi a
haromszog teriilete?
Jeloljiik a haromszog keriilete felét s-sel. Ekkor a haromszog
teriilete

T =+/s(s—a)(s—b)(s—c),
Héron formuléja szerint.

e Egy tetraéder térfogata az alaplap teriilete és a magassaga
szorzatanak a harmada. Esetiinkben pl. a bal tetraédernél

1
Terfogat 4, gop = 3 Terulet apc - H

C

D

ADB A B

Ezekkel a képletekkel kiszamithatjuk a kérdéses mennyiségeket.
Pl. a bal tetraédernél az AC'D héromszog teriiletét a kovetkezs-
képpen kapjuk meg:

|AC| = |(W,1,0)] = VW2 + 12 = 1.00498756 . . .
[AD| = |(W, W,0)| = VIV2 + W2 = 0.141421356 . ..
ICD| = |(0, —H,1)| = VH? + 12 = 1.0004499 . ..
s = ([AC| + [AD| + [CD|)/2 = 1.07342941 . ..
Terulet qcp = 0.0706899878 . . .
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Ilyen tipusi szamitasok eredményeképpen megkaphatjuk a bal ol-
dali tetraéder (Gsszélhosszat, feliiletet, térfogatat) :

(3.41923115..., 0.207446158..., 0.001).

Ezeket a mennyiségeknek meg kell egyezniiik a jobboldali, d, w, h
paraméterekkel jellemzett tetraédernél hasonld adataival.

3.41923115. ..

d? d?
22\/Z+h2+w2+\/Z+h2+2\/d2+w2+2w
0.207446158 . ..

|
=3 <w\/d2 FAR? 4 \/d? (4h2 + w?) + 4h2w? + 2dw>
dhw
0.001 = ¢
3

Tipikusan harom egyenlet meghatarozza a harom ismeretlent, per-
sze lehet hogy tobb megoldés is van mint az pl. a masodfoki egyen-
letek eseteben is gyakran eléfordul. Persze abszolit semmi garan-
cia nincs arra, hogy az egyenletrendszernek lesz valés megoldasa.

(g) (eg) A feladat megoldasahoz sziikségiink van a kovetkezd dolgokra:
e Legyen adott P = (p1,p2,ps), Q@ = (q1, G2, g3). Mennyi |PQ| ?

|PQ| = \/(p1 —q1)? 4 (p2 — @2)* + (ps — q3)?

e Legyen egy hidromszog hdrom oldala hossza a, b, c. Mennyi a
haromszog teriilete?
Jeloljiik a haromszog keriilete felét s-sel. Ekkor a hiromszog

teriilete
T =/s(s—a)(s —b)(s — o),

Héron formulaja szerint.

e Egy tetraéder térfogata az alaplap teriilete és a magassaga
szorzatanak a harmada. Esetiinkben pl. a bal tetraédernél

1
Terfogat y,pop = 3 Terulet gypc - H
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C
C
AX D
ADB A B

Ezekkel a képletekkel kiszamithatjuk a kérdéses mennyiségeket.
Pl. a bal tetraédernél az AC'D héromszog teriiletet a kovetkezs-
képpen kapjuk meg:

|AC| = |(W, 1,0)] = VW2 + 12 = 1.00498756 . ..

|AD| = |(W,W,0)| = VW2 + W2 = 0.141421356 . ..
|CD| = (0, —H,1)| = VH2 + 12 = 1.0004499 . ..
s = (JAC| + |AD| + |CDJ)/2 = 1.07342941 . ..
Terulet 4op = 0.0706899878 . . .

Ilyen tipusi szamitasok eredményeképpen megkaphatjuk a bal ol-
dali tetraéder (Gsszélhosszat, feliiletet, térfogatat) :

(13.41923115..., 0.207446158..., 0.001 ).

Ezeket a mennyiségeknek meg kell egyezniiik a jobboldali, d, w, h
paraméterekkel jellemzett tetraédernél hasonld adataival.

3.41923115. ..

d? d?
22\/Z+h2+w2+\/Z+h2+2\/d2+w2+2w
0.207446158. ..

1
— 5 (V@ AR+ /B @12+ w?) + A + 2dw)
dhw
0.001 = 2
3

Tipikusan harom egyenlet meghatarozza a harom ismeretlent, per-
sze lehet hogy tobb megoldéds is van, mint az pl. a mésodfoku
egyenletek eseteben is gyakran elGfordul. Persze abszolit semmi
garancia nincs arra, hogy az egyenletrendszernek lesz valos meg-
oldasa.
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Nemlinearis tombismeretlenes egyenletrendszerek 6sszes megoldé-
sanak a megkeresése altalaban elég bonyolult, ha egyaltalan prak-
tikusan lehetséges. Ha viszont van egy ésszeri tippilink az altalunk
keresett megoldas kozelité pozicidjara, akkor nagyon effektiv nu-
merikus modszerek allnak a rendelkezéstinkre. Nekiink a

d=3/35 w=01-(34/3), h=.03

egy viszonylag ésszeri tipp lenne. Ebbd6l a kiindulasi pontbol meg-
talalhatd a megoldéas kozelits értéke.

Persze az ilyen tipust numerikus szamitasokat szamitogéppel ér-
demes elvégezni. Pl. a SAGE ingyenes komputer algebrai prog-
ramcsomagban ez igy nézhetne ki:

var(’W H w h d?);

A=vector([-W,0,0]); B=vector([W,0,0]); C=vector([0,1,0]); D=vector([0,0,H]);

a=vector([-w,0,0]); b=vector([w,0,0]1); c=vector([0,e,0]); d=vector([0,e/2,h]);

def hossz(v): return sqrt(v[0]~2+v[1]-2+v[2]-2)

AB=hossz((A-B)); AC =hossz((A-C)); AD=hossz((A-D)); BC=hossz((B-C)); BD=hossz((B-D)); CD=hossz((C-D));
ab=hossz((a-b)); ac =hossz((a-c)); ad=h ((a-d)); bec=h ((b-c)); bd=hossz((b-d)); cd=hossz((c-d));

def t(p,q,r):
s=(p+q+r)/2
return sqrt((s*(s-p)*(s-q)*(s-r)))

Elhossz=AB+AC+AD+BC+BD+CD

elhossz=ab+ac+ad+bc+bd+cd

Felulet=t (AB,AC,BC)+t (AB,AD,BD)+t (BC,BD,CD) +t (AD, AC,CD)
felulet=t(ab,ac,bc)+t (ab,ad,bd)+t(bc,bd,cd)+t(ad,ac,cd)
Terfogat=t (AB,AC,BC)*H/3

terfogat=t (ab,ac,bc)*h/3

EFT=[Elhossz.subs({W:0.1},{H:0.03}), Felulet.subs({W:0.1},{H:0.03}), Terfogat.subs({W:0.1},{H:0.03})]
eft=[elhossz,felulet,terfogat]

£=(eft [0]-EFT[0]) ~2+(eft [1]-EFT[1])~2+(eft [2]-EFT[2])~2
var(’x y z’)
minimize (f.subs({w:x},{h:y},{e:2}),[0.1%3.5/3, 0.03, 3/3.5],algorithm="simplex")

(A kodban e-vel jeloltiik a feladatban szerepls d paramétert.) Ezek
a parancsok a tetraéder d,w, h paramétereire

(w, h, d) = (0.111312, 0.02980, 0.90084)

értékeket produkalnak. Az utols6 minimize parancs minimalizalni
probalja az
oft[0]-EFT[0]==0, eft[1]-EFT[1]==0, eft[2]-EFT[2]==0

egyenletek hibajat. Sajnos SAGE elég gyenge tamogatast nyijt a

tombismeretlenes nemlinearis egyenletek megoldésahoz, ideédlisan
a

solve([eft [0]-EFT[0]==0, eft[1]-EFT[1]==0, eft[2]-EFT[2]==0], w,d,h)

parancs megadna a numerikus megoldésokat.

A kereskedelmi Mathematica program ebbdl a szempontbdl job-
ban teljesit (persze oo-szer dragabb is), itt a fenti kod részletei a
kivetkezGk lehetnének (itt egy csomo, az el6zdekhez hasonlé sort
kihagytunk, ezeket jelolik a (*....*) kommentéarok):
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Szamszerl eredmény:

A4={-W,0,0} (k... %)
hossz[v_]:=Sqrt[ v[[111~2+v[[2]1]1~2+v[[3]]~2 ]
AB=A-B (*....%)
tlp_,q_,r_]:=Module[{s=(p+q+r)/2},

Return[Sqrt[s(s-p) (s-q) (s-r)]
Elhossz=AB+AC+AD+BC+BD+CD (*....%)
eql= 0==Elhossz/.{W->0.1,H->0.03} (€ )
FindRoot[{eql, eq2, eq3}, {{d, (3/3.5)}, {w, W *(3.5/3)}, {h, H}}]

Ezek a parancsok a tetraéder w, h, d paramétereire
(w, h,d) = (0.11124945, 0.0299336783, 0.900872385)

értékeket produkalnak.

Nemlinearis egyenletrendszereknek sokszor tobb megoldasa van
akkor is, ha az egyenletek és az ismeretlenek szdma megegyezik
(gondoljunk csak a masodfoku egyenletre). Itt ezekbdl csak egyet
talaltunk meg, azt amelyik kozel esik a

d=3/35, w=W-(35/3), h=H

kozelité megoldashoz.

) (ea) 0,8571
) (eb) 1,1667
) (ec) 1
) (ed) 31
) (ee) 5
) (ef)
1
0.2074 = (w\/d2 AR + \/d? (4h% + w?) + 4h2w? + zdw)
|
1
0.2074 = (w\/d2 T AR 4 /@ (4R% 1 w?) + AR%w? + 2dw>
|
1
0.2074 = (w\/d2 2R 4 \/d? (4h% + w?) + 4h2w? + de)
|
1
0.2074 = (w\/d2 T 2R 4 /A (4R% 1 w?) + 4h%w? + de)
|
1
0.2074 = (w\/d2 FAR? 4 \/d? (2h% + w?) + 4h2w? + de)
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(g) (eg) 0,02993
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ed) ezrelék
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Mértékegység:
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13. NovekvoTeglaLapTest.103-105

Feladat:

Megoldas:

(a)

(b)

(a)

(ea) Legyen egy téglalap két éle a = 3, b = 4 méter hosszt. Ennek a
keriilete 14 m, teriilete pedig 12m?. Noveljiik meg mindkét élt egy
milliméterrel, vagyis 10~>m-vel. Mennyivel nétt a teriilet? Gondol-
kozz el azon is, hogy ha csak egy ezredes pontossaggal szdmolunk,
mi kézé az eredménynek 14-hez, vagyis az eredeti keriilethez?
(eb) Legyen egy téglatest harom éle a = 3, b = 4 és ¢ = 6 méter
hosszii. Ennek a feliilete 108 m?, térfogata pedig 72m3. Noveljiik
meg mindhérom élt egy milliméterrel, vagyis 10~3m-vel. Mennyi-
vel nGtt a térfogat? Gondolkozz el azon is, hogy ha ezredes pon-
tossaggal szamolunk, mi koze az eredménynek 108-hez, vagyis az
eredeti teriilethez?

(ea) A teriiletvaltozas:
(341073 - (4+107) =34 = (3+4)- 107 + (107%)*
= 0.007001 ~ 0.007 = 7- 1072,

Ennek a geometriai magyarazata:

B/ L ERTETLPTEPPRRPEPPP Cl
B C |OA| =a =4
. 0B|=b=3
. A4 =107
1) AN

Az abran a téglalap teriiletének a névekedését nagyrészt az AC
és BC oldalakhoz csatlakozo 1072 szélességti keskeny téglalapok
okozzak, ezekhez kepést a meg hidnyzo, a C' és C’ pontokat tar-
talmazo, (10_3)2 teriiletii négyzet elhanyagolhato. Tehat a teriilet
novekmeénye kozelittleg a keriilet fele (azaz 14/2 = 7) megszorozva
10~3-mal.

Megjegyzés: Akik mar tanultak a derivaltrél, azok felismerhe-
tik a teriiletvaltozés kiszamitasaban a linearis approximacié elvet,
miszerint ha x elegend&en kicsiny, akkor

f(x) = f0)+ f(0)x vagy f(xo+ Az) = f(xo) + f'(z0)Az.
fl@)=@B+z)d+a)=2>+Te+12, f(z)=22+7,
f(0) =12, f(0)=T1,

f(x) =~ 12 4 Tz, f(x) = f(0) = Tx.

100



13 NOVEKVOTEGLALAPTEST.103-105

(b) (eb)

O a

A sikbeli feladathoz hasonléan a térfogat névekménye kozelitGleg
az eredeti téglatest feliiletének a fele megszorozva 10™3-mal, vagyis
(108/2) - 1073 = 0.054. (Hiszen a névekmény nagy része az eredeti
téglatest harom kiilonboz6 oldallapjara csatlakozé vékony, 1073
magassagi téglakbol szarmazik.) Ezt 6sszehasonlithatjuk a pontos
numerikus értekkel:

3.001-4.001-6.001 —3-4-6 = 0.054013001
Szamszertd eredmény: (a) (ea) 0,007
(b) (eb) 0,054

Mértékegység: (a) (ea) m?

(b) (eb) m?
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14 KIVAGASTERULETTERFOGATTEGLA.106-112

14. KivagasTeruletTerfogatTegla.106-112

Feladat: Legyen egy téglatest harom éle a = 4, b = 3 es ¢ = 2 méter hosszi.
Rajzold le a téglatestet! Képzeletben vagd fel a téglatest néhany élét
ugy, hogy a lapokat ki tudjuk teriteni a sikban, de az igy kapott sikidom
ne essen szét kiilonallo darabokra! (Ezt agy értjiik, hogy két kapcsolodo
lapnak egy kozos éle kell, hogy legyen.)

(a) (ea) Rajzolj le legalabb harom kiilonbozs ilyen fajta sikidomot!
Hany kiils6 éle lesz az igy kapott sitkidomnak? Ha a véalasz fiigg a
kiterités modjatol, akkor a vélasz legyen 0!

(b) (eb) Rajzolj le egy ilyen fajta sikidomot! Mekkora a téglatest fe-
lillete?

(c) (ec) Mekkora a téglatest térfogata?

Megoldas: (a) (ea) Példaul:
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14 KIVAGASTERULETTERFOGATTEGLA.106-112

A E
H G E A |D|H
D C
B
E c F|B |cC |a
b F |G
A - B
E |H
A D H
B A
C D A B |c g
Cla H A |E F |G
B |F E |D|H G
A|E
D |H

(b) (eb)
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14 KIVAGASTERULETTERFOGATTEGLA.106-112

A E
H G E A |D|H
D C
B
E C F|B |c |a
b F |G
A - B
E |H

A feliilet
Felillet = 2(ab+bc+ac) =2-(4-3+3-2+4-2) =52,

négyzetméterben szamolva.

(¢) (ec)
Térfogat =4 -3 -2 = 24,

kébméterben szamolva.

Szamszerd eredmény: (a) (ea) 14
(b) (eb) 52
(c) (ec) 24

Mértékegység: (a) (ea)
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15 KIVAGASTERULETTERFOGATEK.113-120

15.

Feladat:

Megoldas:

KivagasTerulet TerfogatEk.113-120

Vegyiik a kovetkez6 poliédert (siklapokkal hatarolt térbeli sokszoget),
a tavolsagokat méterben merve!

F

Képzelethen vagd fel a test néhany élet gy, hogy a lapokat ki tudjuk
teriteni a sikban, de az igy kapott sikidom ne essen szét kiilonallo6 dara-
bokra! (Ezt tgy értjiik, hogy két kapcsolodo lapnak egy kozos éle kell,
hogy legyen.)

(a) (ea) Hogy hivjak ezt a testet? Rajzolj le legalabb harom kiilonb6z6
ilyen fajta sikidomot!

(b) (eb) Mekkora a feliilete a testnek?

(c) (ec) Mekkora a test térfogata?

(d) (ed) Tegyiik fel, hogy a test tomor beton, aminek az anyagkoltsége
20 Forint literenként. Tovabba az alaplapot leszamitva fessiik be a
test lapjait 2 mm vastagon egy olyan festékkel, aminek litere 4000
Forint. Mennyi lenne igy az anyagkdltség?

(a) (ea) A test egy hasab, aminek az alapja (vagy teteje) az ABE
vagy a DCF haromszog.
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15 KIVAGASTERULETTERFOGATEK.113-120

Példaul:
F
F D C F
E A B E
E
D F
C F D C D C F
B E A B A B E
i i
(b) (eb) Feliilet:
F
F D C F
E A B E
E

Listazzuk a test oldallapjainak a teriiletet (a tovabbiakban méter-
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15 KIVAGASTERULETTERFOGATEK.113-120

ben merve a hosszusagokat):

ABCD : 32
1
AEB, DCF : 533,
BEFC, ADFE : 3-/32+1.52

Igy a feliilet
1
32+2~(§~3-3>—%2-<VB2+11?>::18+9v€::3812%

négyzetméter.

() (ec)
Térfogat: A hasab haromszog alaki ABE alapja (3-3)/2 teriilet,
az AD magassag 3, igy a térfogat

((3-3)/2) -3 =27/2 = 13.5 . kisbméter.
(d) (ed)

A hasab haromszog alaka ABE alapja (3 - 3)/2 teriiletd, az AD
magassag 3, igy a térfogat
((3-3)/2)-3 = 27/2 = 13.5 kdbméter. Mivel 1 kébméter—1000 liter
igy a beton anyagkdltsége

13.5 - 1000 - 20 = 270000
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15 KIVAGASTERULETTERFOGATEK.113-120

forint. A kifestendd oldalak teriilete:

AEB, DCF : %-3-3,
BEFC, ADFE . 3-/32 + 1.52,
osszesen: 2-%-3-3+2-3-m
= 29.1246

négyzetméter. Mivel ezt a feliilletet 2mm= 0.002m vastagon kell
bemazolni, igy Gsszesen

29.1246m? - 0.002m = 29.1246 - 0.002 - 1000 liter = 58.2492 liter

festékre lesz sziikségiink (hiszen 1000liter = 1m?). Igy a festek
58.2492 - 4000 = 232997 Forintba keriil. Teh&t az anyagkoltség
270000 + 232997 = 502997 Forint.

Szamszert eredmény:

Mértékegység:
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16 TEGLASZAMTANISOR.121-123

16.

Feladat:

Megoldas:

TeglaSzamtaniSor.121-123

(a) (ea) Egy téglatest harom élének a hosszai szamtani sorozatot al-
kotnak, ahol két szomszédos elem kiilénbsége 50 cm. Ha a téglatest
feliilete 1.66 m?2, akkor akkor hany cm?® a térfogata?

(b) (eb) Egy téglatest harom élének a hosszai szamtani sorozatot al-
kotnak, ahol két szomszédos elem kiilénbsége 2 m. Tovabba tudjuk,
hogy az élek hosszai egész szamok méterben merve.

A) Ha a téglatest térfogata 105 m?, akkor akkor hany m? a feliile-
te?

B) Miel6tt megoldanad az A) feladatot, probald meg explicit sza-
mitasok nélkiil megmondani, hogy hany megoldasa lehet ennek a
feladatnak!

—~
&
~—

(ea) A harom el es a tégla feliilete:

a=2x, b=x+50, c=ux+ 100,
feliilet = 2(ab + bc + ac) = 10000 + 600z + 62°.

Mivel 1m? = 10000 cm?, igy
10000 4+ 600z + 62 = 16600 = x = 10 vagy x = —110.

A negativ megoldas nem elfogadhato, mivel az élhossznak pozitiv-
nak kell lennie, igy az élek hosszai es a térfogat:

a=10, b=60, c=110,
terfogat = abc = 66000,

centiben, illetve kobcentiben merve.
(b) (eb) A) A harom el es a tégla térfogata:

a=x, b=x+2, c=ux+4,
térfogat = abc = z(x + 2)(x + 4) = 8z + 62% + 2°.
lgy
8t +62° +1° =105 = 2 +62° +8x — 105 =0.

Sajnos a harmadfoki egyenlet megoldoképlete igen komplikalt, igy
helyette azt hasznaljuk, hogy x egész szam es x(x+2)(x+4) = 105,
vagyis z, ¢ + 2, * + 4 mindegyike osztja 105-nek. 105 osztoi:

1,3,5,7,15,21, 35, 105.
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16 TEGLASZAMTANISOR.121-123

Szamszerl eredmény:

Mértékegység:

Ebben a sorozatban két szomszédos kiilonbsége 2 az els6 négy
tagnal (tovabba méashol ennél nagyobb), igy az élek hossza

1,3, 5 vagy 3,5, 7.

Az els6 esetben a térfogat 15 lenne, igy az élek hossza 3, 5, 7. A
tégla feliilete:

felillet = 2(ab + bc + ac) = 142

négyzetméterben merve.

B) Legyen f(z) = z(x + 2)(x +4). Mi az f(z) = 105 egyenlet
megoldasat keressiik az x > 0 pozitiv félegyenesen. Itt f(z) szi-
gorian monoton novekvs, az értéke x = 0-nal f(0) = 0, tovabba
tetszGleges nagy értékeket is felvehet, igy f(x) folytonos grafja
csak egyszer metszheti az y = 105 szintvonalat. Tehat a megolda-
sok szama biztosan 1. (Egy tetsz6leges harmadfoka egyenletnek
lehetne harom gydke is.) Ez persze nem egy szigort matematikai
bizonyitas, pl. nem definidltuk, hogy mi is a folytonossdg jelentése.

Megjegyzés: Nemlinearis egyenletek csak ritkan oldhatoak meg
egzaktul, es ilyenkor is sokszor a megoldas meglehet&sen kompli-
kalt. A gyakorlatban sokszor célszert szamitégépet es szimbolikus
algebrai programcsomagokat haszndlni ilyen célra. Példaul a har-
madfoku egyenletiink megoldasa igy nézne ki a SAGE (ingyenes)
programban:

solve (x* (x+2)*(x+4) == 105, x);
find_root (x* (x+2)*(x+4) == 105, 0,10);

Itt a masodik parancs a megoldast a [0, 10] intervallumban keresne
numerikusan, mig az elsé megprobéalna megkeresni a pontos, szim-
bolikus megoldast. Ugyanez a Mathematica (kereskedelmi) prog-
ramban:

Solve[x*(x+2)*(x+4) == 105, x]
NSolve [x* (x+2)*(x+4) == 105,x]

(a) (ea) 66000
(b) (eb) 142 ;1
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17 KIVAGASTERULETTERFOGATCSONKAGULA.124-130

17. KivagasTeruletTerfogatCsonkaGula.124-130

Feladat: Vegyiik a kovetkezs poliédert (siklapokkal hatarolt térbeli sokszoget)!

(a) (ea) Képzeletben vagd fel a test néhany élet ugy, hogy a lapokat

(b)

ki tudjuk teriteni a sikban, de az igy kapott sikidom ne essen
szét kiilonallo darabokra! (Ezt tgy értjiik, hogy két kapcsolodo
lapnak egy kozos éle kell, hogy legyen.) Rajzolj le legalabb harom
kiilénbo6z6 ilyen fajta sikidomot! Hany kiilsé éle lesz az igy kapott
sikidomnak? Ha a valasz fiigg a kiterités modjatol, akkor a valasz
legyen 0!

(eb) Képzeletben vagd fel a test néhany élét ugy, hogy a lapokat
ki tudjuk teriteni a sikban, de az igy kapott sikidom ne essen
szét kiilonallo darabokra! (Ezt tgy értjiik, hogy két kapcsolodo
lapnak egy kozos éle kell, hogy legyen.) Rajzolj le egy igy kapott
sikidomot! Mekkora a feliilete a testnek?

(ec) A) Milyen magassagban lenne az a O pont ahol az AE, BF,
CG és a DH élek egyenesei talalkoznak? Magyarazd meg, hogy
miért talalkoznak ezek az egyenesek egy pontban!

B) Mekkora lenne az ABC' DO gila (itt ABCD az alaplap) térfo-
gata?

C) Mekkora az ABCDEFGH test térfogata?
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17 KIVAGASTERULETTERFOGATCSONKAGULA.124-130

Megoldas: (a) (ea) Példaul:

C D
D
G
F|E A
‘B A
H G
C D C D
D C D C
G G
F|FE A B E A B F
C
E /F E /F
H |G
(b) (eb)
cC D
3 H 1 G D c
1 :
I F g
A ;
)/ F|E A B
D) ¢
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17 KIVAGASTERULETTERFOGATCSONKAGULA.124-130

Listazzuk a kiilénbo6z6 lapok feliileteit!

ABCD : 2%

EFGH: 12,
ADHE, ABFE : z-zgi,
BCGF, DCGH : 1%+%.2;y

Itt ABCD, EFGH négyzetek, mig a tobbi oldal trapéz. A tra-
pézok teriilete a magassaguk megszorozva az alapél és a fedGél
hosszainak az atlagaval. Pl. a BCGF trapéz teriilete kiszamitasa-
hoz sziikséges adatok:

alapel, fedoel: |BC| =2, |FG|=1,
magassag:  |BF| = V12 + 22

mivel
[BF| =(1,0,2) = (2,0,0)] = [(=1,0,2)] = v/(~1)* + 2%
Igy a test feliilete
2+1 2+1
224—12+-2-(2-—{;—>-+2- <vq2—%22-—€;—)
=11+ 35 = 17.7082

(c) (ec) A)
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17 KIVAGASTERULETTERFOGATCSONKAGULA.124-130

Szamszert eredmény:

Mértékegység:

A kérdéses egyenesek azért taldlkoznak egyetlen O pontban, mert
az ABCD és a FFGH vizszintesen elhelyezked6 négyzetek ele-
ve hasonloak (mivel két négyzet mindig hasonlo egymaéssal), és a
megfelel§ oldalaik parhuzamosak. mivel

[EF|: [AB| = |OE|: [0A] =1:2,

igy |OE| = 2, vagyis O = (0,0,4).
B) Az OABCD gila térfogata:

alapterulet - magassag 224

= 5.3333
3 3

terfogat =

C) A kisebbik OFFGH gtila térfogata pedig

alapterulet - magassag 1?4
3 3

Tehét a testiink térfogata a két gila térfogatanak a kiilonbsége,

vagyis
22.4 1%2.4

3 3

=4.

(a) (ea) 14
(b) (eb) 17,7082
(c) (ec) 4;5,3333 ;4
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18 KIVAGASTERULETTERFOGATCSONKAGULAIIL 131-137

18. KivagasTeruletTerfogatCsonkaGulall.131-137

Feladat: Vegyiik a kovetkezs poliédert (siklapokkal hatarolt térbeli sokszoget)!

3

!
|
|
|
|
|
|
|
-
I
I
1
i
I
i
I
1
1
1
1
I
1
I
1
I

(a) Hogy hivjak ezt a testet? Képzeletben vagd fel a test néhany élet
ugy, hogy a lapokat ki tudjuk teriteni a sikban, de az igy kapott
sikidom ne essen szét kiilonallo darabokra! (Ezt ugy értjiik, hogy
két kapcsolodo lapnak egy kozos éle kell, hogy legyen.) Rajzolj
le legalabb h&rom kiilonboz6 ilyen fajta sikidomot! Hany kiils6
éle lesz az igy kapott sikidomnak? Ha a valasz fiigg a kiterités
modjatol, akkor a valasz legyen 0!

(b) Képzeletben vagd fel a test néhany élet gy, hogy a lapokat ki
tudjuk teriteni a sikban, de az igy kapott sikidom ne essen szét
kiilénallo darabokra! (Ezt ugy értjiik, hogy két kapcsolodo lapnak
egy kozos éle kell, hogy legyen.) Rajzolj le egy ilyen fajta sikido-
mot! Mekkora a feliilete a testnek?

(c) Mekkora a test térfogata?

Megoldas: (a) A test egy csonkgula vagy csonka kup.
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18 KIVAGASTERULETTERFOGATCSONKAGULAIIL 131-137

Példaul:
HG
D C
G
F
A B
E/F
H G
A B
B
E/E
H G
C
D C
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18 KIVAGASTERULETTERFOGATCSONKAGULAIIL 131-137

(b) Feliilet:

H G
1
D C
G
E 3 F
A B
3
E|F
H| G

Listazzuk az oldallapok teriileteit:

ABCD : 32

341
DCGH, BFGC, EFBA, ADHE : V02 + 124 32. ; ,
EFGH : 1%

Itt V02 + 12 + 32 = |F'F'| a trapéz oldallapok magassaga, mivel
F'=(2,0,0), F=(2,1,3), F—F =FF =(0,1,3),

(34+1)/2 pedig a trapézok alapjanak es a felsG élének a hosszainak
az atlaga. Tehét a teriilet:

3+1
terulet = 3% + 4 - (\/02 +124+32. %) +12
10 + 8v10 = 35.2982

(c) Térfogat: A csonka gulat megkaphatjuk OABCD gulabol ugy,
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18 KIVAGASTERULETTERFOGATCSONKAGULAIIL 131-137

hogy a 3 feletti reszt levagjuk:

3

|
|
!
!
|
B
I
i
I
1
1
1
1
I
1
I
1
i

Ekkor az O pont O, = O3 (vagyis a fiigg6leges) koordinatajara
teljesiil, hogy

(0,-3):0,=1:3 = 0,=45 = O =(1.5,1.5,4.5)
Igy a csonka gila térfogata:

terfogat

—~

OABCD) — terfogat(OEFGH) =

1
-32-4.5—5-12-1.5:13

Wl

Szamszerd eredmény: (a) 14
(b) 35,2082
(c) 13

o

Mértékegység:
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19 KIVAGASTERULETTERFOGATEKII.138-144

19. KivagasTeruletTerfogatEkII.138-144

Feladat: Vegyiik a kovetkezs poliédert (siklapokkal hatarolt térbeli sokszoget)!

F
3
D C
3
A 3 B

(a) (ea) Hogy hivjak ezt a testet? Képzeletben vagd fel a test néhany
élét tugy, hogy a lapokat ki tudjuk teriteni a sikban, de az igy
kapott sikidom ne essen szét kiilonallo darabokral! (Ezt ugy ért-
jik, hogy két kapcsolodd lapnak egy kozos éle kell, hogy legyen.)
Rajzolj le legaldbb harom kiilonb6z§ ilyen fajta sikidomot!

(b) (eb) Képzeletben vagd fel a test néhany élet gy, hogy a lapokat
ki tudjuk teriteni a sikban, de az igy kapott sikidom ne essen
szét kiilonallo darabokra! (Ezt tgy értjiik, hogy két kapcsolodo
lapnak egy kozos éle kell, hogy legyen.) Rajzolj le egy ilyen fajta
sikidomot! Mekkora a feliilete a testnek?

(c) (ec) Mekkora a test térfogata?

Megoldas: (a) (ea) A test egy hasiab, aminek az alapja (vagy teteje) az ABE
vagy a DCF haromszdog.
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19 KIVAGASTERULETTERFOGATEKII.138-144

Példaul:
F
F D C F
E A B E
A
B
E
B A E
B I C D F
E
(b) (eb) Feliilet:
F
F
3
El y F D C F
D e
3 E A B E
A 3 B
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19 KIVAGASTERULETTERFOGATEKII.138-144

Listazzuk a test oldallapjainak a teriiletet:

ABCD, EADF : 32,
1
AEB,DCF: 3-3-3,
BEFC: 3-V32 + 32

Igy a feliilet
1
2.3249. (5-3-3> +3-/32 32 =27 + 9v2 = 39.7279

(c) (ec) Térfogat: A hasab haromszog alaki ABE alaplapja (3 -3)/2
teriilet, az AD magassag 3, igy a térfogat

((3-3)/2)-3=127/2=135.

Szamszeri eredmény: (a) (ea) 10
(b) (eb) 31,246
(c) (ec) 13,5

Mértékegység:

121



20 KOCKACSUCSTAVOLSAG.145-152

20. KockaCsucsTavolsag.145-152

Feladat:

Megoldas:

(a)

(d)
(a)

(ea) A) Egy egységnégyzet cticsai koziil maximum hanyat tudsz
gy kivalasztani, hogy barmely két kivalasztott cstcs tavolsaga
legalabb /2 legyen?

B) Hanyféleképpen lehet ezt megtenni?

(eb) A) Egy egységkocka cstcsai koziil maximum hanyat tudsz
ugy kivalasztani, hogy barmely két kivalasztott cstucs tavolsaga
legalabb v/2 legyen?

B) Hanyféle maximalis szamu csicsot tartalmazo kivalasztés léte-
zik? Hogy hivjak egy ilyen kivilasztasnél a cstucsok altal kifeszitett
testet?

C) Mekkora a térfogata?

(ec) A) Egy egységkocka csucsai koziil maximum hanyat tudsz
ugy kivalasztani, hogy barmely két kivalasztott cstcs tavolsaga
legalabb v/3 legyen?

B) Hanyféleképpen lehet ezt megtenni?

(ed) Mekkora az egységnyi oldalu szabalyos tetraéder térfogata?

(ea)

A) Maximum kettSt. Hiszen ha kivalasztjuk egynek pl. a B csi-
csot, akkor masodiknak csak D johet szoba.

B) Ezt kétfeléképpen lehet megtenni, hiszen ha kivalasztjuk az el-
s6 csicsot (négyféleképpen lehetséges), akkor ez meghatéarozza a
masodik poziciojat. Viszont igy minden variaciot kétfeléképpen ka-
punk meg, attol fiiggéen, hogy pl. az els§ abran elGszor D-t vagy
B-t valasszuk elsG csicsnak. Igy a lehetséges valasztasok szdma
4/2 = 2.
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20 KOCKACSUCSTAVOLSAG.145-152

(b) (eb) A)
H G
1
D C
1
A
1

Az ABC'D alaplapon maximum kett6t tudunk kivalasztani, legyen
ez pl. A és C. Ekkor az EFGH fed6lapon mar csak H-t és F-et
valaszthatjuk, igy 0sszesen maximum négy csicsot valaszthatunk.
B) Ezt kétfeléképpen lehet megtenni, attol fliggden, hogy az alap-
lapon az AC vagy a BD atlot valasztjuk ki. Mindkét esetben az
fgy kapott négy csiics egy /2 élhosszlisagu szabalyos tetraédert
feszit ki.

C) Az egységkocka egységnyi térfogata egyenls az ACHF tetra-
éder, és négy darab, az ABC'F gtldhoz hasonlo gula térfogatainak
az Osszegével. Vagyis

1 = Térfogat(ACHF') + 4 - Térfogat(ABCF)

1 1
= Térfogat(ACHF) + 4 - 3 (5 : 12> -1,

fgy .
Térfogat(ACHF) = 3’

vagyis egy /2 élhossziisagi szabalyos tetraéder térfogata 1/3 .
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(c) (ec) A) Valasszuk az els§ cstucsnak A-t!

H G
1
Al
1
A
1

Mivel A-tol a B, D, E cstcsok 1, mig a H, F, C cstcsok v/2 tavo-
sdgra vannak, igy csak G johet szoba mint mésodik valasztés.
Szerencsére az |AG/| tavolsag pontosan /12 + 12 + 12 = /3.

B) Négy ilyen valasztas lehetséges, hiszen az alaplapon az

A, B, C, D pontok koziil barmelyiket valaszthatjuk elséként.

(d) (ed)

H G
1
D C
1
A
1

Az abran az A,C, H,F csicsok egy /2 élhosszisagn szabalyos
tetraédert feszitenek ki.

Az egységkocka egységnyi térfogata egyenls az ACHF tetraéder,
és négy darab, az ABCF gulahoz hasonlo gila térfogatainak az
Osszegével. Vagyis

1 = Térfogat(ACHF') + 4 - Térfogat(ABCF)

1 1
= Térfogat(ACHF) 4+ 4 - 3 (5 : 12> -1,
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Szamszerl eredmény:

Mértékegység:

fgy .
Térfogat(ACHF) = 3
vagyis egy v/2 élhossziisagt szabalyos tetraéder térfogata 1/3 . Ha

az élhossz csak 1, akkor a térfogat

(1/3) - (%)3 = ﬁ —0.1178

(Hiszen ha egy test tavolsagait A-szorosara noveljiik, akkor a tér-
fogat \3-szorosére novekszik.) Tehat ennyi egy egységnyi élhosszt
szabalyos tetraéder térfogata.

ea) 2 ;2

eb) 4 20,3333
ec) 2 ;4

ed) 0,1178
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21. KockaCsucsKodolas.153-161

Feladat:

Megoldas:

(a)

(a)

(ea) A) Egy egységnégyzet csucsai koziill maximum hanyat tudsz
gy kivalasztani, hogy barmely két kivalasztott cstcs tavolsaga
legalabb /2 legyen?

B) Hanyféleképpen lehet ezt megtenni?

(eb) Egy ABC betiiit 2 db 0-1 binaris szamjeggyel kodoljuk. Sajnos
elképzelhetd, hogy az iizenetek tovabbitdsa soran a két szamjegy
koziil maximum az egyiket hibasan tovabbitjuk. Maximum hany
betiibdl adllhat az ABC, ha a betiik kddolasa hiba detektdlo, vagyis
az lizenet vevGje képes felismerni, ha maximum egy 0-1 szamjegy
atvaltozott?

(ec) A) Egy egységkocka csucsai koziil maximum hanyat tudsz
ugy kivalasztani, hogy barmely két kivalasztott cstics tavolsaga
legalabb v/2 legyen?

B) Héanyféle maximalis szamu csicsot tartalmazo kivalasztas léte-
zik?

(ed) Egy ABC betiiit 3 db 0-1 binaris szamjeggyel kodoljuk. Sajnos
elképzelhetd, hogy az iizenetek tovabbitdsa soran a két szamjegy
koziil maximum az egyiket hibasan tovabbitjuk. Maximum hany
betiibdl allhat az ABC, ha a betiik kodolasa hiba detektdlo, vagyis
az lizenet vevGje kepés felismerni, ha maximum egy 0-1 szamjegy
atvaltozott?

(ee) A) Egy egységnégyzet csucsai koziil maximum hanyat tudsz
ugy kivalasztani, hogy barmely két kivalasztott cstcs tavolsaga
legalabb /3 legyen?

B) Hanyféleképpen lehet ezt megtenni?

(ef) Egy ABC betiiit 3 db 0-1 binaris szamjeggyel kodoljuk. Sajnos
elképzelhetd, hogy az iizenetek tovabbitdsa soran a két szamjegy
koziil maximum az egyiket hibasan tovabbitjuk. Maximum hany
betiibél alhat az ABC, ha a betiik kodolasa hibajavitd, vagyis az
iizenet vevGje kepés kepés rekonstrualni az elkiildott betiit akkor
is, ha maximum egy 0-1 szdmjegy atvéltozott?

(ea)
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B A B

A) Maximum kettst. Hiszen ha kivalasztjuk egynek pl. a B csi-
csot, akkor masodiknak csak D johet szoba.

B) Ezt kétfeléképpen lehet megtenni, hiszen ha kivalasztjuk az el-
s6 csicsot (négyféleképpen lehetséges), akkor ez meghatarozza a
masodik poziciojat. Viszont igy minden variaciot kétfeléképpen ka-
punk meg, attol fiiggden, hogy pl. az elsé abran elGszor D-t vagy
B-t valasszuk elsG cstcsnak. Igy a lehetséges valasztasok szdma
4/2 = 2.

(eb) Ezt a kodelmeléti feladatot egy geometriai probléménak is
tekinthetjiik. A kétjegyid binéris szamok két jegyet vegyiik tugy,
mint egy sikbeli pont két koordinatajat:

p C=(1) 01 11

A B=(1,0) 00 10

Ha a betiik kodolasa hiba-detektald, akkor két betd kodja leg-
alabb két szémjeggyel kiilonbozik, hiszen ha csak egy szamjegy-
ben kiilonb6znének, akkor ennek az egy szdmjegynek a megval-
tozasa eseteben nem vennénk eszre az iizenetkiildés hibajat. Ha
két betl kodja legalabb két szamjeggyel kiilonbozik, akkor a sitkon
az altaluk meghatarozott pontok tavolsaga legalabb /2, tehat a
kodolhaté ABC meéretet az hatdrozza meg, hogy hany cstcsot tu-
dunk kivilasztani egy egységnégyzeten tgy, hogy barmely kettd
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tavolsaga legalabb /2.

p C=(1) 01 11

A B=(1,0) 00 10

Ilyen cstcsokbol viszont maximum kettGt lehet valasztani, hiszen
ha kivalasztjuk els6nek pl. B-t, akkor masodiknak C, A mar nem
johet szoba, igy ra vagyunk kényszeriilve D vilasztasara. Tehat az
ABC mérete maximum kettd lehet. A hiba-detektalo kodolas:

a < 10, b < 01.
Ha pl. a mésodik jegye b-nek megvaltozik, igy 6t 00 kodolja hibé-

san, akkor lathatéan ez a szamjegysorozat nem szerepel az ABC
kodolasaban, tehat észrevessziik, hogy hibas iizenetet kaptunk.

(c) (ec) A)

H G
1
D C
1
A
1

Az ABC'D alaplapon maximum kett6t tudunk kivalasztani, legyen
ez pl. A és C. Ekkor az EFGH fedlapon mar csak H-t és F-et
valaszthatjuk, igy 0sszesen maximum négy csicsot valaszthatunk.
B) Ezt kétfeléképpen lehet megtenni, attol fiiggden, hogy az alap-
lapon az AC vagy a BD atlot valasztjuk ki.

(d) (ed) Ezt a kodelmeléti feladatot egy geometriai problémanak is

tekinthetjiik. A haromjegyt binaris szamok harom jegyet vegyiik
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gy, mint egy térbeli pont harom koordinatajat:

H=(0,1,1) G 011 111
001 101
D C 110
010
A
B =(1,0,0) 000 100

Ha a betiik kodolasa hiba-detektalo, akkor két betd kodja leg-
alabb két szamjeggyel kiilonbozik, hiszen ha csak egy szamjegyben
kiilonboznének, akkor ennek az egy szdmjegynek a megvaltozisa
eseteben nem vennénk eszre az iizenetkiildés hibajat. Ha két be-
tld kodja legalabb két szamjeggyel kiilonbozik, akkor a térben az
altaluk meghatarozott pontok tavolsaga legalabb /2, tehat a ko-
dolhato ABC méretet az hatarozza meg, hogy hény csticsot tudunk
kivalasztani egy egységkockan tgy, hogy barmely kettd tavolsaga
legalabb v/2.

H G
1
D C
1
A
1

Az ABCD alaplapon maximum kettét tudunk kivalasztani, legyen
ez pl. A ess C. Ekkor az EFGH fedlapon mar csak H-t és F-et
valaszthatjuk, igy 0sszesen maximum négy cstcsot valaszthatunk.
Tehat az ABC maximalis mérete 4. Az abran lathato valasztas
eseten az ABC kodolasa:

a < 000, b+« 110, ¢+ 101, d < 011,
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(e)

Itt pl. ha a ¢ karakter mésodik jegye megvaltozik, akkor az 111
szamjegysorozatot kapjuk, ez viszont nincs benne a felsorolt kod-
szavakban, igy észrevessziik az iizenet hibés voltat.

(ee) A) Valasszuk az elsg csucsnak A-t!

H G
1
o/ | e
1
A
1

Mivel A-tol a B, D, E csucsok 1, mig a H, F, C cstcsok v/2 tavo-
sdgra vannak, igy csak G johet szoba mint mésodik valasztés.
Szerencsére az |AG| tavolsag pontosan /12 4 12 + 12 = /3.

B) Négy ilyen valasztas lehetséges, hiszen az alaplapon az

A, B,C, D pontok koziil barmelyiket valaszthatjuk elséként.

(ef) Ezt a kodelmeléti feladatot egy geometriai probléménak is
tekinthetjiik. A haromjegyt binaris szamok harom jegyet vegyiik
ugy, mint egy térbeli pont harom koordinatajat:

H=(0,1,1) G 011 111
001 101
D C 110
010
A
B =(1,0,0) 000 100

Ha a betiik kodolasa hiba-javito, akkor két beti kodja legalabb
harom szamjeggyel kiilonbozik, hiszen ha két betd kodolasa csak
két szamjegyben kiilonbozne, akkor egy szamjegynek a megval-
tozasa eseteben ugyan észrevennénk az iizenetkiildés hibajat, de
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Szamszerl eredmény:

nem tudnank visszaallitani az erdeit {izenet bet(ijét. Példaul ha
a, b kodolasa
a < 000, b < 011,

akkor az 010 iizenet megkaphaté mind @, mind b koédolasanak
egyetlen jegyének megvaltoztatasaval. Igy nem tudnank eldonteni,
hogy az egy szamjegy megvaltoztatasaval kapott lizenet eredeti-
leg a vagy b volt. Viszont ha két betli kodolasa legalabb harom
szamjeggyel kiilonbozik, pl.

a < 000, b < 111,

akkor pl. az els6 szamjegy magvaltoztatasa utan kapott 100 ere-
detileg nyilvan a-nak felelt meg, hiszen b-bok csak két szamjegy
megvaltoztatasidval kaphato meg. Ha két betd kodja legalabb ha-
rom szamjeggyel kiilonbozik, akkor a térben az &altaluk megha-
tarozott pontok tavolsaga legalabb /3, tehat a kodolhato ABC
méretet az hatarozza meg, hogy hany csiicsot tudunk kivalasztani
egy egységkockan gy, hogy barmely kett tavolsaga legalabb /3.

H G
1
D C
1
A
1

Az ABCD alaplapon csak egyet tudunk kivalasztani, legyen ez pl.
A. Ekkor az FEFGH fedlapon mar csak G-t valaszthatjuk. Tehat
az ABC maximélis mérete 2. Az dbran lathato valasztas eseten az
ABC koédolésa:

a < 000, b 111.

Ha csak egy szamjegyet valtoztatunk meg, akkor meg mindig vilé-
gos, hogy az eredeti betd a vagy b volt, csak meg kell nézni, hogy
mibd6l van t6bb: egyesekbdl, vagy nullakbol.
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(c) (ec) 4;2
(d) (ed) 2

(e) (ee)2;4

(f) (ef) 2

Mértékegység:
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22. KockaCsucsJavitoKodolas.162-173

Feladat: (a)

(ea) Ird fel az 6sszes kétjegyt binaris szimot, hasznald ezeket mint
cimkéket egy graf (halozat) csucsaihoz. Kosd 6ssze azokat a csi-
csokat, amelyeknek a cimkéje csak egy szamjegyben tér el.

A) Mennyi a cstcsok szama?

B) Mennyi az élek szama?

C) Ha a kétjegyd binaris szamokat mint sikbeli koordinatékat
hasznaljuk (ezt ugy értjiik, hogy pl. a 01 szamjegysorozathoz a
(0,1) koordinataju pontot rendeljiik hozza), és az élek a grafon
egyenes szakaszok, akkor mi az igy kapott geometriai objektum
neve?

(eb) Trd fel az 6sszes haromjegyt binaris szamot, hasznald ezeket
mint cimkéket egy graf (halozat) csucsaihoz. Kosd Gssze azokat a
cstucsokat, amelyeknek a cimkéje csak egy szamjegyben tér el.

A) Mennyi a csticsok szdma?

B) Mennyi az élek szama?

(ec) Trd fel az sszes négyjegyii binaris szamot, hasznald ezeket
mint cimkéket egy graf (halozat) csucsaihoz. Kosd Gssze azokat a
cstucsokat, amelyeknek a cimkéje csak egy szamjegyben tér el.

A) Mennyi a csticsok szama?

B) Mennyi az élek szama?

C) Rajzold le a grafot!

(ed) Trd fel képzeletben az &sszes n-jegy(i binaris szamot, hasznald
ezeket mint cimkéket egy graf (halozat) csucsaihoz. Kosd Ossze
azokat a csicsokat, amelyeknek a cimkéje csak egy szamjegyben
tér el.

A) Mennyi a cstcsok cs(n) szama?

B) Hany él indul ki egy cstcsbol?

C) Mennyi az élek e(n) szama 7

(ee) Egy ABC betiiit 4 db 0-1 binaris szamjeggyel kodoljuk. Sajnos
elképzelhetd, hogy az iizenetek tovabbitasa sordn a négy szamjegy
koziil maximum az egyiket hibasan tovabbitjuk. Maximum hany
betiibél allhat az ABC, ha a bettik kodolasa hibajavito, vagyis az
iizenet vevGje képes rekonstrualni az elkiildott betit akkor is, ha
maximum egy 0-1 szamjegy atvaltozott?

(ef) Egy ABC betiiit 5db 0-1 binaris szamjeggyel kodoljuk. Sajnos
elképzelhetd, hogy az iizenetek tovabbitidsa soran az 6t szamjegy
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Megoldas:

koziil maximum az egyiket hibasan tovabbitjuk. Maximum hany
betiibdl allhat az ABC, ha a betiik kédolasa hibajavito, vagyis az
iizenet vevGje kepés képes rekonstrualni az elkiildott bettit akkor
is, ha maximum egy 0-1 szdmjegy atvaltozott?

(a) (ea)

01 11 01 11

00 10 00 10

Az abran lathato, hogy egy négyzetet kapunk, a csicsok ess élek

Szama
cs=2=4, e=4.

Figyeljiik meg, hogy az egységnégyzetet (mas néven a 2 dimenzios
egységkockat) felépithetjiik a kovetkezSképpen: Vessziik az egydi-
menzios egységkockat (szakaszt), ez a masodik dbran a 00 — 01
ta 0 helyett 1 lesz (ez a 10 — 11 szakasz). Ezutan sszekotjiik a két
kopia azon csucsait, amelyeknek az els§ koordinatat leszamitva
ugyanazok a koordinatai.

(b) (eb)

011 111 011 111

001 101 001
110

110

010

000 100 000 100

A csticsok szama cs = 23, ahol 2 a {0,1} ABC karaktereinek a
szama, mig 3 a szamjegyek szama. Az élek szamat tobbféleképpen
is megkaphatjuk.

e Megszamoljuk Gket: e = 12.
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e 8 csiics van, mindegyikb6l hdrom el indul ki, tovabb4a minden
él két csticshoz tartozik hozza, igy az élek e szama

_3-cs

(3) = =

—3.8/2=12.

e Ha mar tudjuk a kétdimenzios egységkocka (magyarul négy-
zet) csicsainak cs(2) = 4 és éleinek e(2) = 4 a szamat, akkor

e=2e(2)+cs(2)=2-44+4=12,

mivel az egységkocka élhalozata tartalmazza a két fekete 0 x x
baloldali, illetve a 1 % *x jobboldali egységnégyzetek eleit, to-
vabba a jobb és bal oldali egységnégyzetek megfelel§ csucsait
osszekots szaggatott piros éleket. (Itt pl. a 0 * * jelolés azon
csticsokat reprezentalja, ahol a mésodik és a harmadik szam-
jegy tetszGleges, mig a 3-as e(3)-ban a dimenzidk szamat je-

1101

--_ | 1110

1010

I6li.)
() (ec)
0011 0111
0001 0101 el
S| oo
0010- | "/ Tt
I T

0000 - 0100 o
1000

1100

A csicsok szama cs = 2%, ahol 2 a {0,1} ABC karaktereinek a
szama, mig 4 a szamjegyek szama. Az élek szamat tobbféleképpen

is megkaphatjuk.
o Megszamoljuk Gket: e = 32.

e 16 csucs van, mindegyikbdl négy el indul ki, tovibba minden
el két csicshoz tartozik hozza, igy az élek e szama

4-cs

e =
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e Ha mar tudjuk a haromdimenziés egységkocka csucsainak
cs(3) = 8 és éleinek e(3) = 12 a szamat, akkor

e(4) = 2e(3) + ¢s(3) =212+ 8 = 32,

mivel az négydimenzios egységkocka élhalozata tartalmazza
a két fekete 0 * *xx baloldali, illetve a 1 * xx jobboldali ha-
romdimenzios egységkockak eleit, tovabba a jobb és bal olda-
li haromdimenzids egységkockdk megfelel§ csucsait 6sszekots
szaggatott piros éleket. (Itt pl. a 0 x #x* jelolés azon cstcsokat
reprezentdalja, ahol a mésodik, harmadik és a negyedik szadm-
jegy tetszdleges.)

(d) (ed) A) A csuicsok c¢s(n) szama
cs(n) =2-cs(n—1)=2",

mivel az Osszes lehetséges n jegyt binaris szamot megkaphatjuk
gy, hogy vessziik az 6sszes n — 1 jegyt binaris szamot, amihez
hozzairunk vagy egy 1, vagy egy 0 szamjegyet. Tehat cs(n) =
2-cs(n—1), és mivel cs(1) = 2, igy cs(n) = 2™.

B) Egy csticsbol n el indul ki, hiszen a csticsot azokkal a csticsokkal
kell 6sszekotni, amelyeknek a cimkéje egy szamjegyben tér el.

C) Gy az élek e(n) szama

e(n) = —————==n-2""1

ahol a 2-vel valo osztasra azért volt sziikség, mivel egy el két csics-
hoz is hozzatartozik.

(e) (ee) Ha a kodolas hibajavito, akkor két kiilonbozd betii kodsza-
vai legalabb harom szamjegyben kiilonboznek egymaéastol. Hiszen
ha csak két szamjegy kiilonbozik, pl. az egyik kodszo 0000, mig
a méasik 0011, akkor a 0000 hibas 0001 valtozatat sajnos megkap-
hatjuk a 0011 kodsz6 harmadik jegyének a megvaltoztatasaval is.
Igy nem tudjuk kideriteni, hogy a 0001 iizenet melyik kodszo hibas
valtozata. Ha viszont két kodszo legalabb hérom jegyben kiilonbo-
zik, akkor pl. a 0000 kodszo6 hibas 0001 valtozata nem téveszthets
Ossze semelyik masik kodszoval, hiszen ahhoz még legaldbb két

136



22 KOCKACSUCSJAVITOKODOLAS.162-173

jegyet kellene megvaltoztatni.

0011 0111

0001 0101 T T~

0000 - 0100- - 1 - | 1110

1000 1100

Az ABC maximalis mérete minimum kettd, hiszen pl. a 0000 és
1111 kodszavak t6bb mint harom jegyben térnek el egyméstol.
Megmutatjuk, hogy egy harombetiis ABC-t mar nem tudunk hi-
bajavité modon kodolni négy binéris szamjeggyel. Ha az ABC
minimum harombet(s, akkor az abra bal vagy a jobboldali fekete
kockaja legalabb két betii kodjat tartalmazna. Az abra szimmet-
ridja miatt feltehetjiik, hogy a két betd kodja a bal oldalon van.
Mivel ezek a kédszavak legalabb harom jegyben kiilonboznek, igy
a baloldali fekete kocka atellenes csucsain kell, hogy elhelyezkedje-
nek, pl. legyenek 0000 és 0111. (A kockak megfelels elforgatasaval
mindig elérhets ez az éallapot.) A jobboldali kockan 0000-tol az
1000 szamjegy csak egy, mig a 1100, 1010, 1001 szamjegyek csak
két jegyben kiilonboznek, igy 6k nem hasznalhatdoak egy mésik
betti kodolasdra. Hasonl6 moédon 0111-bol az 1111, 1011, 1101
és 1110 koédszavak mindegyike maximum két jegy megvaltoztatas
megkaphat6 igy ha két kodszot kivalasztottunk a bal kockén, ak-
kor a jobb kockdn mar egyet sem véalaszthatunk. Tehat a kodolhato
ABC mérete maximum kettd.

(f) (ef) Ha csak négy szamjegyes kodolast hasznalnank, akkor az ABC
mérete maximum ketts lehetne. Ez azt jelenti, hogy a 0 % % * x
alaki (itt a % egy akarmilyen 0-1 szamjegyet jelol) kodszavak koziil
maximum kett6t lehet kivalasztani, és persze ugyanez igaz a 1k
alakt kodszavakra. Tehat az ABC maximaélis mérete maximum 4.
Ez a fels6 korlat viszont el is érhetd, pl. legyen az elsé két betol
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Szamszerld eredmény:

Mértékegység:

(a)
(b)
(c)
(d)

kodszoja
a <+ 00000, b+ 00111.

Itt igy probaltuk a, b-t megvalasztani, hogy minél "kozelebb" le-
gyenek egymashoz (abban az értelemben, hogy az egyik a méasikbdl
minél kevesebb jegy megvaltoztatasaval legyen megkaphato. En-
nek értelme az, hogy igy a a-bol maximum kettd, illetve a b-bsl
maximum kett6 jegy megvaltoztatasaval kapott koédszavak kozt
minél nagyobb legyen az atfedés, hiszen igy kevesebb alternativat
kell késébb kizarnunk mint alkalmatlan kodszot.) Ekkor pl. a

c < 11001, d <+ 11110

valasztas kielégiti a hibajavitas altalunk tamasztott kvetelménye-
it.

(ea) 4 ; 4 ; négyzet | kocka | szakasz | haromszog | tetraéder

(eb) 8 ;12 ; Igen | Nem

(ec) 16 ; 32

(ed) 2" | 2n—1) | n™ [ n!| (2n) ;n|n—1]|n+1]2n|2n—1;
n2"- 1]712”](71—1)2” U nnm 1]2-2”\

(
(
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23 GOMBKOCKAGEODETIKUS.174-180

23. GombKockaGeodetikus.174-180

Feladat:

(a) (ea) Ebben a feladatban az a kérdés, hogy egy gombfeliileten (a

Foldet a kovetkezGekben ilyennek képzeljiik) mozogva hogyan jut-
hatunk el egy adott pontbdl egy masikba a legrévidebb tton. Az
ilyen tipust kérdések megvalaszolasdhoz joval tobb kell, mint a
gimnaziumi tananyag, de nemi jézan esszel megtippelhets, hogy
a kovetkezd allitasok koziil melyek igazak vagy hamisak. (Ha va-
laki hajlando6 elhinni, hogy a gomb feliileten két, egymassal nem
atellenes pont kozott csak egyetlen legrévidebb tut létezik, akkor
ebbdl a kovetkezd allitdsok igaz vagy hamis volta elég kénnyen
bizonyithato.)

A) Fekiidjon két varos ugyanazon, de amugy tetszéleges szélességi
kéron. Ekkor az ket 0sszekotd legrovidebb 1t is ezen a szélességi
koron halad.

B) Fekiidjon két varos ugyanazon, de amugy tetszéleges hosszusagi
koron. Ekkor az ket 6sszekotd legrévidebb 1t is ezen a hossztisagi
koron halad.

C) Létezik olyan szélességi kor, hogy ha két varos ezen szélességi
koron fekszik, akkor az ket Osszekotd legrévidebb 1t is ezen a
szélességi korén halad.

D) Létezik olyan hossztiségi kor, hogy ha két varos ezen hosszisa-
gi koron fekszik, akkor az ket 0sszekotd legrévidebb 1t is ezen a
hossztsagi koron halad.

(b) (eb) A matematikusok be tudjak bizonyitani azt a tételt, ami

nagyjabol a kovetkezGt allitja: Egy sima feliilet barmely két ele-
gendben kozeli pontja kozott csak egyetlen, a feliileten halado leg-
rovidebb 1t van. (Az ilyen utakat geodetikusoknak nevezik.) Adj
példat olyan (sziikségszertien nem sima) feliiletre, ahol ez az al-
litds nem igaz, vagyis tudunk talalni két pontot egymashoz tet-
sz6legesen kozel olyan modon, hogy kozottiik a feliileten halado
legrovidebb utbol tébb is van!

Vedd az {(z,y,2) € R*|x,y,z > 0} térnyolcadot hatarol6 ne-
gyedsikok altal alkotott feliiletet! Valaszként add meg: Hany, ezen
a feliileten halado legrovidebb 1t létezik a (0,0,1) és az (1,1,0)
pontok kozott?

(¢) (ec) Melyik az a pont a Foldgomb felszinén, amit az Eszaki sarkkal

nem csak egy legrovidebb it kot 6ssze?
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23 GOMBKOCKAGEODETIKUS.174-180

Megoldas:

(a) (ea)

Az abran E az Eszaki, mig D a Deli sark, illetve O a gomb kézép-
pontja.

A) Hamis. Az ugyanazon a szélességi koron fekvs A és B pontok
kozott nem a félkor alakid, a szélességi koron fekvs iv a legrovi-
debb, hanem az A — ' — B, a hossztsagi korok mentén haladé iv.
B) Tgaz. Pl. az ugyanazon a hossziséagi koon fekvs B és C ko-
zOtt a legrovidebb at a hosszisagi kor B és C' kozé esé része. Ha
elhissziik, hogy csak egy ilyen legrévidebb 1t van, akkor ez belét-
hat6 a kovetkezSképpen:

A gomb szimmetrikus az O BC' pontok sikjara valo tiikrozésre néz-
ve, igy ez a tiikrézés nem viheti &t az egyetlen legrévidebb utat
csak onmagaba, igy annak rajta kell fekiidnie a gombbél az OBC
sikja altal kivagott (esetiinkben hosszusagi) koron.

Ha a gomb feliileten a két pont atellenes, mint pl. E' és D, akkor
OFED nem hataroz meg egyértelmtien egy sikot, igy a legrévidebb
utat kimetszhetjiik a gémbbdl barmely, az E — O — D egyenest
tartalmazé sikkal, igy végteleniil sok legrovidebb 1t lesz E és D
kozott.

C) Igaz. Ha a két F' és G pont az egyenlitén fekszik, akkor az
OF( sik pont az egyenlitét vagja ki a gombbol, igy a legrévidebb
ut is az egyenlitén fekszik.

D) Igaz. Mivel az allitas A) szerint barmely hosszasségi kérre igaz,
igy nyilvan létezik olyan hossziisagi kor, amelyre az allitas igaz, el-
végre a hosszisagi korok halmaza nem {ires.

(b) (eb)
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23 GOMBKOCKAGEODETIKUS.174-180

Legyen a piros pont egy kocka csticsa. Ekkor az ebbdl a csiicsbol
kiindulé élen levé B pontot a masik két el altal kifeszitett lapnak
az atlojan levé S pontot pontosan két legrévidebb at koti Gssze,
mint az a poliéder sarkanak a sikba torténd kiteritésebol lathato.
A B — S utakat a piros pont korul tetszélegesen lekicsinyeskedik
(igy kapjuk a b— s utakat), tehat a piros ponttal jelzett cstcs korl
talalhatunk pontokat egymashoz tetsz6legesen kozel gy, hogy ko-
zOttiik a legrovidebb ut nem egyértelmien meghatarozott, mivel
haladhatunk a pontozott vagy a szaggatott vonalak menten is.

Ezen gondolatmenet alapja a valasz 2.

() (ec)
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23 GOMBKOCKAGEODETIKUS.174-180

Szamszerld eredmény:

Mértékegység:

(a)
(b)

(

C

)

Az ugyanazon a hosszisagi koron fekvé B és C' kozott a legrovi-
debb 1t a hossziisagi kor B és C koze es6 része. Ha elhissziik, hogy
csak egy ilyen legrovidebb ut van, akkor ez belathatd a kdvetke-
zGképpen:

A gomb szimmetrikus az O BC' pontok sikjara valo tiikrozésre néz-
ve, igy ez a tiikrézés nem viheti &t az egyetlen legrévidebb utat
csak onmagaba, igy annak rajta kell fekiidnie a gombbél az O BC'
sikja altal kivagott (esetiinkben hosszisagi) koron.

Ha a gomb feliileten a két pont atellenes, mint pl. E' és D, akkor
OFED nem hataroz meg egyértelmtien egy sikot, igy a legrévidebb
utat kimetszhetjiik a gémbbd6l barmely, az E — O — D egyenest
tartalmazé sikkal, igy végteleniil sok legrovidebb 1t lesz E és D
kozott.

Az abran két ilyet tiintettiink fel, az egyiket az F DG, a méasikat
az EDF sikja metszi ki.

Hamis | Igaz ; Igaz | Hamis ; Igaz | Hamis ; Igaz | Hamis
2

ea)
(eb)
(ec) Déli sark | Eszaki sark | Akarmelyik varos az Egyenlitén |
Miskolc | Budapest
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24 GPS.181-187

24. GPS.181-187

Feladat: (a)

(ea) Ebben a feladatban a Foldet egy R = 6371 km sugart gémb-
nek tekintjiik. A kévetkezd konvenciot hasznaljuk a Féldgomb fel-
(—180°, 180°] intervallum eleme, mig a szélességi 0 koordinata ben-
ne van a [—90°, 90°] intervallumban. A koordinatakat tizedestort °
alakban adjuk meg. Tovabba két, azonos szélességi kéron levs pont
tavolsagat kozelitsiik a szelességi kérnek a két varos koze esG iv-
hosszaval. Budapest GPS pozicidja

47°29'52.483" N 19°2'24.846"E. (Ha nagyon unatkozol, keresd
meg, hogy hol van ez a pont Budapesten!)

Mennyi Budapest (szélesseg, hossziisag) = (0, ¢) koordinatéja az
altalunk hasznalt konvencid szerint?

(eaa) Ebben a feladatban a Foldet egy R = 6371 km sugara gémb-
nek tekintjiik. A kovetkezd konvenciot hasznaljuk a Foldgomb fel-
(—180°, 180°] intervallum eleme, mig a szélességi 0 koordinata ben-
ne van a [—90°, 90°] intervallumban. A koordinatakat tizedestort °
alakban adjuk meg. Tovabba két, azonos szélességi korii levé pont
tavolsagat kozelitsiik a szelességi kérnek a két varos koze esG iv-
hosszaval. Budapest GPS pozicidja

47°29'52.483" N 19°2'24.846"E. (Ha nagyon unatkozol, keresd
meg, hogy hol van ez a pont Budapesten!) Mennyi lenne Budapest
(0, ) koordinataja, ha a szogeket radianban mernénk?

(eab) Ebben a feladatban a Foldet egy R = 6371 km sugari gémb-
nek tekintjiik. A kévetkezd konvenciot hasznaljuk a Féldgomb fel-
(—180°, 180°] intervallum eleme, mig a szélességi 0 koordinata ben-
ne van a [—90°, 90°] intervallumban. A koordinatakat tizedestort °
alakban adjuk meg. Tovabba két, azonos szélességi kéron levs pont
tavolsagat kozelitsiik a szelességi kérnek a két varos koze esG iv-
hosszaval. Budapest GPS pozicidja

47°29'52.483" N 19°2'24.846"E. (Ha nagyon unatkozol, keresd
meg, hogy hol van ez a pont Budapesten!) Mik Budapest koor-
dinatai az ryz koordinatarendszerben, ahol az orig6 a Fold kozép-
pontja, tovabba a haromdimeziés pontokat tgy feleletetjiik meg a
gombi koordinatadknak, hogy

(R,0,0) ~ (0°,0°), (0,R,0)~ (0°,90°), (0,0,R) ~ (90°,0°).
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24 GPS.181-187

(A tavolsagokat mérd kilométerben!)

(d) (eb) Legyen a € [0°,180°] szog tizedestort® alakban megadva.
Legyen a floor(z) = |z| figgvény érteké az a legnagyobb egész
szam, amelyik kisebb vagy egyenlé mint x. Tovabba legyen
mod(x, k) = r, ahol r-t az

r=nk+r, neZ 0<r<k

feltételek definialjak. (Magyarul r az x szam k-val valo osztésanak
a maradéka.)

Ird &t ezen fiiggvények segitségével az o szoget fom's” alakba,
ahol 0 < f <180 és 0 < m < 60 egész szamok, mig a szogmasod-
perceket mer6 0 < s < 60 szam tizedestort!

(e) (ec) A) Mik a GPS koordinatai a (0, ¢) = (—80.191790°, 25.761680°)

«, 0,

S s

(f) (ed) A) Milyen messze van a 90° 0/ 0.00”S, 43° 10’ 22.42"W és a
90° 0" 0.00”S, 66° 50" 32.42"W hely? Hol vannak?
B) Milyen messze van (a Fold felszinen a legrévidebb tton utazva)
90°0"0.00"S, 43°10'22.42"W és 90°0"0.00" N, 63°10'22.42"W ?

Megoldas: (a) (ea) Az atvaltas a szogek kiilonb6zd formai kézott:

360°
7r

1= (1/60)°, 1" =(1/60%)°, lrad = ~ 57.2957795°.

gy Budapest (6, ¢) koordinatai:

1 1
0 =47° 429 — 452483 - —— = 47.4979119°,

60 3600
1 1

=19° 4+ 2. — +24.846- —— = 19.040235°.

O=19"+2 -+ 24846 9.040235

(b) (eaa) Az atvaltas a szogek kiilonbozs formai kozott:

o

A 57.2957795°.

1= (1/60)°, 1" =(1/60%)°, 1rad = 20

T
Igy Budapest (6, ¢) koordinatai:

1 1
0 =47° 429 — 452483 - —— = 47.4979119°,

60 3600
1 1
=19"+2. — 424846 - —— = 19.040235°.
0] 9° + 60+ 846 3600 9.040235

144



24 GPS.181-187

Ugyanez radidnban:

21 2
0 = [ 47.4979119° - —— . 19.040235° - ——
( ,0) < 7.4979119 260°" 9.040235 3600)

= (0.828994951 rad, 0.332314791 rad)

(c) (eab) Ebben a feladatban a kovetkezd konvenciot hasznaljuk a

/////

nata az (—180°,180°] intervallum eleme, mig a szélességi koordi-
nata benne van a [—90°,90°] intervallumban. A tér egy (z,v, z)

1. abra. A baloldali 4bran a gémbi polaris koordinatak: Z ~ (0,0), A ~
(0,¢), B~ (0,¢). A B ponton athaladé szélességi or sugara r = Rcos(f) =
|OZ| cos(f), a kdzéppontjat O'-vél jeldltiik. A szélességi kort tartalmazo sik
z =|00'| = Rsin(#) magassigban helyezkedik el. A jobboldali 4bran ennek
az Egyenlité z = 0 sikjara valo merdleges vetitését latjuk. Az F,O', O, D
pontok vetiilete egybeesik, a baloldali abran O-val jeloltiik.

pontjat jellemezhetjiik a Koordinatarendszer origdjatol mért

R= /22 +y*>+ 22

tavolsagaval és a (0, ¢) GPS tipust koordinataival. Az abrarol le-
olvashat6, hogy az Osszefiiggés a két koordinata-rendszer kézott:

(R,0,0) — (x,y,2) = (Rcos(f) cos(¢), Rcos(0) sin(¢), Rsin(h)).

Az atvaltas a szogek kiilonboz6 formai kozott:

360°
s

1= (1/60)°, 1" = (1/60%)°, lrad = ~ 57.2957795°.
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24 GPS.181-187

gy Budapest (6, ¢) koordinatai:

1 1
0 =47°4+29. — 452483 - —— =47.4979119°,

60 3600
1 1
—10° 42— +24.846- —— = 19.040235°.
6 =10°+2: o+ 20816 2o = 10.040235
Ugyanez radidnban:
(0,6) = (47.4979119° - 22— 19.040235° - —~
ACERE 360°7 360°

= (0.828994951 rad, 0.332314791 rad)
Az zyz koordinatak:

R =6371km, 6 =0.828994951rad, ¢ = 0.332314791rad,
x = Rcos(#) cos(¢) = 4068.86384 km,
y = Rcos(0)sin(¢) = 1404.219 km,
z = Rsin(f) = 4697.03705 km.

(d) (eb) Nyilvan
f=lal.
Tovabba
m = |mod(60«, 60) |
és
s = mod(3600a, 60).

Itt f, m és s kiszamitasa a kovetkezSképpen miikodik: Legyen pl.
a = 1.9222°. Ekkor

f=119222| =1,
m = |mod(60 - 1.9222,60) | = |mod(115.332,60) |
= |55.332] = 55,
s = mod(3600 - 1.9222,60) = mod(6919.92,60) = 19.92.
Pl. s kiszamitasa elGszor dtszamolja a szoget szogmésodpercre a
3600-zal torténd szorzassal, de a mod miivelet csak a [0,60) inter-

vallumba es@ részt tartja meg.
Ellendérzsképpen:

1 1
1 - — +19.92 - —— = 1.9222
+ 55 60+ 9.9 3600 9
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24 GPS.181-187

Szamszerl eredmény:

(e) (ec)
A) Egy tizedestit alakban és fokokban megadott o szoget a ko-
vetkez6 moédon szamolhatunk &t
f fok m szogperc és s szogmsodperccé:

= |a].

Tovabba
= |mod(60a, 60)
és
s = mod(3600a, 60).

gy a (6, ¢) = (80.191790°, 25.761680°) pont GPS koordinatai: 25°
457 42.048" N, 80° 11’ 30.444" E.

fgy a (0, ¢) = (—80.191790°, 25.761680°) pont koordinatai

25° 45 42.048" N, 80° 11’ 30.444" W lesznek.

B) Ez a pont Miamiben van.

(f) (ed) A) Ha a szélességi 6 koordinata 90° .S = —90°, akkor a pont a
Deli sarkon van, fiiggetleniil a hosszisagi ¢ koordinata értekétdl,
igy mindkét pont a Deli sarkot irja le, vagyis a tavolsdguk nulla.
B) Ha a szelességi 6 koordinata 90° N = 90°, akkor a pont az
Eszaki sarkon van, fiiggetleniil a hosszuséagi ¢ koordinata értekétél.
Igy a két pont tavolsag az Eszaki és Deli sarkok tavolsaganak felel
meg, ami a mi idealizalt Foldgombiink feliileten utazva

6371 km - 7 = 20015.0868 km.

(a) (ea) (47.4979119°, 19.040235°) | (47.4971319°, 19.041235°)

(47.4979459°, 19.040225°) (47.4973119°, 19.042235°)

eaa) (0.828994951 rad, 0.332314791 rad)
(0.828984951 rad, 0.332314791 rad)
(0.828974951 rad, 0.332314791 rad)
(0.828964951 rad, 0.332314791 rad)

(¢) (eab) (4068.86384 km, 1404.219 km, 4697.03705 km)
(4168.86384 km, 1404.219 km, 4697.03705 km)
(4268.86384 km, 1404.219 km, 4697.03705 km)
(4368.86384 km, 1404.219 km, 4697.03705 km)

(e

|
(b) (ea
l
|
(ea
|
|
|
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f=lal, m=mod(60a,60), s=mod(3600c,60).
f=la), m=|mod(60a,60)], s=mod(360c,60).
f=lal, m=mod(60c,60), s=mod(360c,60).

| f=lal, m=|mod(360c,60)|, s=mod(360c,60).
() (ec) 25° 45" 42.048" N, 80° 117 30.444" W |

25° 45’ 42.038" N, 80° 11’ 30.444" W |

25° 45’ 42.028" N, 80° 11’ 30.444" W |

25° 45’ 42.018" N, 80° 11’ 30.444" W |

25° 45 42.058" N, 80° 11’ 30.444" W

f=lal, m=|mod(60a,60)|, s=mod(3600a,60).
|
|
|

Miami | New York | Tampa | Dallas | Fort Lauderdale
(f) (ed) 0 ; 2001,0868

Meértékegység: (a
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25. GPSTavolsag.188-194

Feladat:

Megoldas:

(a) (ea) Ebben a feladatban a Féldet egy R = 6371 km sugart gomb-

nék tekintjiik. A kévetkezd konvenciot hasznaljuk a Foldgémb fel-
(—180°,180°] intervallum eleme, mig a szelességi koordinata ben-
ne van a [—90°,90°] intervallumban. Budapest pozicidja

(0, ¢) = (47° 29 52.48",19° 2/ 24.84"), de mi az egyszeriiség kedvé-
ért vegyiik az Bp = (47°,19°) pontot. Tovabba két, azonos szé-
lességi koron levG pont tavolsigat kozelitsiik a szélességi kGrnek
a két varos kozé es§ ivhosszaval. (Ez tényleg csak egy kozelités,
szemben az azonos hosszisagi koron levé pontok esetével.) Milyen
messze lennének ekkor a Bp ponttol a kévetkezs pontok:

A) (48°, 19°),

B) (47°, 20°),

C) (47°0.001", 19°),

D) (47°, 19°0.001"), A valaszodat add meg a kovetkezd mérték-
egységeket hasznalva:

A) km, B) km, C) c¢m, D) cm.

(b) (eb) Ebben a feladatban a Foldet egy R = 6371 km sugara goémb-

nek tekintjiik. A kévetkezd konvenciot hasznaljuk a Foldgémb fel-
(—180°,180°] intervallum eleme, mig a szélességi koordinata ben-
ne van a [—90°,90°] intervallumban. Budapest pozicidja

(0, 9) = (47°29' 52.48",19° 2/ 24.84"), de mi az egyszeriiség kedvé-
ért vegyiik az Bp = (47°,19°) pontot. Tovabba két, azonos szé-
lességi koron levG pont tavolsigat kozelitsiik a szelességi kGrnek
a két varos kozé es§ ivhosszaval. (Ez tényleg csak egy kozelités,
szemben az azonos hosszisagi koron levé pontok esetével.) Ha a
Fold felszinét laposnak tekintjiik a Bp pont kortl, akkor milyen
messze lenne ekkor a Bp ponttol a kdvetkezd pont kilométerben
mérve: C' = (47°3', 19°4)

(c) (ec) A Foldgombon a 6 szélességi és a ¢ hosszusagi korok merd-

legesen metszik egymast, ugyanez igaz azon a térképen is, ahol
a (0, ¢) koordinatakat mint Descartes koordinatdknak hasznéljuk.
Igaz-e, hogy ha két gorbe a sikbeli (0, ¢) térképen merdlegesen
metszi egymast, akkor a nekik megfelel6 gérbék a Foldgombon is
merdélegesen metszik egymast?

(a) (ea)
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Legyen
Bp=(0.¢), A=(0+A0,¢), B=(0,0+A9).

A Bp és B pontokat tartalmazo fekete szélességi kor sugara R cos(6),
mig a Bp és A pontokat tartalmazo6 hossziségi "or sugara R. Igy
a Bp — B iv hossza

Ivhossz(Bp — B) = Rcos(f) - T Ag,
360°
mig a Bp — B iv hossza
fvhossz(Bp — A) = R- —1— . Ag
vhossz(Bp =R o ,
Igy pl. az C) kérdésre a vélasz
27 2 0.001
6371km - —— - 0.001” = 6371 km - —_—
3600 73600 3600

= 0.000030887 km = 0.030887 m = 3.0887 cm
Hasonloképpen kapjuk, hogy a helyes vélasz:

A) 111.1949km, B) 75.8347km, C) 3.0887cm, D) 2.10652cm.

(b) (eb)
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Legyen
Bp=(0.¢), A=(0+A0,¢), B=(0,0+A9).

A Bp és B pontokat tartalmazo fekete szelességi kor sugara R cos(6),
mig a B és C pontokat tartalmazo hossziisagi kor sugara R. Igy a
Bp — B iv hossza

. 2
Ivhossz(Bp — B) = Rcos(0) - T Ag,
360°
mig a B — C' iv hossza
fvhossz(Bp — A) = R- —1 . Ag
vhossz(Bp =R o :

Mivel kis tavolsagokon a Fold eléggé lapos, igy a Bp— B és a B —
C ivek jol kozelithetGek egyenes szakaszokkal, amelyek raadasul
jO kozelitéssel merdlegesek egymasra. Tehat a Pitagorasz tételt
alkalmazva megkapjuk kozelitéleg a B és C' pontok tavolsagét:

|BC| ~ +/(Ivhossz(Bp — B))? + (Ivhossz(B — C))2

2rR 1
_ 2. AWM
360° \/AH * cos? () A9

= 7.5146 km.

Mivel tapasztalatunk szerint ekkora tavolsdgokon a Foldgomb fe-
liilete elég jo kozelitéssel sik, igy nincs tul sok okunk kételkedni a
szamitasunkban.
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25 GPSTAVOLSAG.188-194

() (ec)

=90° FE =Eszaki sark

T S R
IWD
U|P Q
o . ks
—180 Egyenlito 180
—90°

D =Deli sark

Legyen pl. § = 1/,
P =(47°,0°), S = (47°+46,0°),

Q = (47°,0°+0), U = (47°,0° — ).

Ekkor az abra also részen lathato térképen a TP és a RP sza-
kaszok meré&legesen talalkoznak a P pontban, mivel a térképen a
ITR| tavolsig pontosan a kétszerese az |SP| tavolsagnak. Viszont
a Foldgombon ez az Gsszefiiggés meg kozelitSleg sem all fenn (leg-
alabbis ha a hibat szézalékban mérjiik), mivel

|SP| : |PQ| ~ |SP|: |SR| ~1: cos(47°),
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25 GPSTAVOLSAG.188-194

hiszen az U, P, () pontokat tartalmazé szélességi kor sugara csak
Rcos(0), ezzel szemben a P, S, E, D pontokat tartalmazé hosszi-
ségi kor sugara R. Tehat az also térképen a PQ) és a PS szakaszok
egyenlének latszanak, de a fels6 Foldgombon a két hossz ardnya
cos(47°) # 1. Igy a TP és a RP gorbék nem merdlegesen metszik
egymast.

Szamszerid eredmény: (a) (ea) 111,1949 ; 75,8347 ; 3,0887 ; 2,10652
(b) (eb) 7,5146
(¢) (ec) Nem | Igen
Mértékegység: (a) (ea) km ; km ; cm ; cm
(b) (eb) km
(c) (ec)
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26 ESZKIMOLAPOSFOLD.197-200

26. EszkimoLaposFold.197-200

Feladat: Ebben a feladatban a Foldet egy R = 6371 km sugari gémbnek tekint-

jiik. Tovabba elhissziik, hogy két, azonos hossztsagi koron fekvs pont
kozott a legrévidebb gyalogit a hossztsagi kor menten fekszik.
Egy eszkimé az Eszaki sarkon lakik. Mivel nagyon kivancsi, hogy tény-
leg lapos-e a Fold, ezert megkeresi a Fold azon pontjait, ahova el tud
érni a lakéhelyébd6l maximum r km gyaloglas utan. Ezen tartomany ke-
riiletét jelolje k(r), amit az eszkim6 gondosan megmér.

(a)

(d)

Melyik allitas igaz:
k(r) > 2mr,
k(r) = 2mr,
k(r) < 2mr,

e cgyik sem,
har>07?

Ha a Fold nem egészen lapos, akkor k(r) = 27r, igy a lapossagtol
valo eltérést jellemezhetjiik a

k(r)
2mr

g(r) =1-
mennyiséggel. Szamold ki, hogy mennyi
9(1), ¢(10), ¢(100), g¢(1000), g(10000).

Mivel révid tavolsagokon a Fold laposnak tinik, igy ¢g(r) ~ 0, ha
r ~ 0. Az eszkimo6 azt feltételezi, hogy ha r nem til nagy, akkor a

kozelités elég nagy pontossaggal (vagyis szézalékban merve kicsi
hibaval) teljesiil valamilyen C' és « konstansokra. Ezutan az esz-
kim¢é abrazolja a (r, g(r)), r = 1,10,100, 1000, 10000 pontokat a
sikon.

Vajon le lehet errdl az abrarol le lehet-e szabad szemmel olvasni
C &s a (kozelits) értékét?

Ezutan az eszkim6 abrazolja a
(lg(’l"), 1g(g(7“))), r =1, 10,100, 1000
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26 ESZKIMOLAPOSFOLD.197-200

pontokat a sikon.
Vajon le lehet errdl az abrarol le tudja-e olvasni C' és « (kozelito)
értékét?

(e) Egy masik, a digitalis vilag irant érdekl6d6 eszkimo jobban szereti
a binaris szamokat, igy ¢ a
(logy(r),logy(g(r))),  r=1,10,100, 1000, 10000

pontokat abrazolja. Mi a kiilonbség a két abra kozott?

(f) Végezetiil mennyi « egy értékes tizedesjegy pontossaggal?

Megoldas: Az abran az E pont az Eszaki sark, vagyis az eszkimoé lakohelye.

(a) Az &bran az E— B iv hossza r, viszont a 6 szélességi kor sugara csak
|O’B|, ami kevesebb mint az r ivhossz. Igy a 0 z6ld szinii szélességi
kor k(r) keriilte kevesebb, mint 277, tehat a helyes valasz az (ii)
lehetGség.

(b) A tovabbiakban a 6 szoget radianban merjiik. Az E' — B iv hossza

Ivhossz(E — B)=r=R- <z —9) ,

2
tehat S
=3 ®
lgy
g(r)zl—%zl_wzl_27TR‘30257T(E—§)’
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26 ESZKIMOLAPOSFOLD.197-200

mivel a szélességi kor sugara |0’B| = Rcos(f). Ebbe a képletbe
behelyettesitve r értekéit az kapjuk, hogy

r km 1 10 100 1000 10000
g(r)  4.1061 x 1079  4.1061 x 10~7  4.1060 x 10~ °  4.1010 x 10™3  3.629 x 10~}

Lathatjuk, hogy az lapos Fold hipotézis meg 1000 km tavolsago-
kon is gy fél szazalékig pontos becslést ad.

(c) Abrazoljuk az r <> g(r) szampéarokat:

0.3

02F

g9(r)

0.1F

6 012 014 0‘,6 018 i
, 10t

Errél az abrarol igen nehéz lenne leolvasni az eszkimonak C' és «
értekéit. ElGszor is az elsé harom r = 1,10, 100 km pontok nagy-
jabol mind a (0,0) ponthoz vannak annyira kozel, hogy szinte
egybeesnek. Vagyis abbol a részébdl ahol r elég kicsi ahhoz, hogy
a lapos Fold hipotézis elég pontosan teljesiiljon, szinte nem latunk
semmit. Tovabba szabad szemmel amigy is nagyon nehéz lenne
megkiilonboztetni mondjuk a kiilonbozs kitevsjiik a g(r) = r'®
és a g(r) = r*5 hatvanyfiiggvények egy kis darabkajat egymas-
tol. Tehat nyugodtan mondhatjuk, hogy az eszkim6 NEM tudja
leolvasni C' és a értekéit arr6l az abrarol.

(d) Most abrazoljuk az lg(r) <> 1g(g(r)) szamparokat:

lg(r) 0 1 2 3 4
lg(g(r)) —8.3865 —6.3865 —4.3865 —2.3871 —0.4402

lg(g(r))
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26 ESZKIMOLAPOSFOLD.197-200

Ha g(r) pontosan egyenld lenne Cr®-val, akkor igaz lenne, hogy

lg(g(r) =1g (Cr?) =1g(C) + alg(r).

Ez azt jelentené, hogy az lg(r) <> lg(g(r)) grafon a szamparokat
reprezentalé pontok egy egyenesre esnének. Ez elég nagy pontos-
saggal teljesiil esetiinkben. o értéke az egyenes meredeksége, mig
lg(C') az egyenes metszéspontja a fliggdleges 1g(g(r)) tengellyel.
Igy a (C, ) értékek viszonylag kénnyen leolvashatéak errdl az ar-
barol.

Most abrazoljuk az log,(r) <> log,(g(r)) szamparokat:

logg (1) 0 3.3219 6.6438 9.9657 13.2877
logs (g(7)) —27.8597  —21.2157 —14.5718 —7.9297 —1.4623

~ 10

log, (g(r

—20 -

—-30L

T O R R R
0 2 4 6 8 10 12 14
log,(r)

Ha ¢(r) pontosan egyenls lenne C'r®-val, akkor igaz lenne, hogy

lg(g(r) =g (Cr®) = 1g(C) + alg(r).

Ehelyett a kettes alapt logaritmusnél az

logy(g(r) = logy (Cr®) = logy(C) + alogy(r).

Osszefiiggés teljesiil. Vagyis a tizes és a kettes alapd logaritmust
hasznélé abrakon ugyanaz az egyenesek meredeksége, amiben kii-
16nboznek, az a fliggsleges tengellyel valo metszéspont helye 1g(C')
vagy log,(C).

Megkereshetjiik az (1g(r),1g(g(r)))

lg(r) 0 1 2 3 4
lg(g(r)) —8.3865 —6.3865 —4.3865 —2.3871 —0.4402

pontokra legjobban illeszkedS egyenes egyenletét. Ha nem torek-
sziink tul nagy pontossagra, akkor ezeket a pontokat elég jol ko-
zeliti az

lg(g(r)) = —8.4+2.01g(r)
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egyenes. Fz azt jelenti, hogy
g(r) =~ 10734 .12 =4 x 1077 - 72

Ha pontosabb becslést akarunk, akkor legjobban kozelité egyene-
sek megkereshetGek kiilonb6z programok parancsainak a segitsé-
gével, pl.:

e Mathematica: F'it

e SAGE: find_fit

e Excel: LIN.ILL

Ezeket hasznalva azt kapnank, hogy
lg(g(r)) =~ —8.363 4+ 1.9781g(r).

Megjegyzés: Ha ezt az eljarast csak nagyon kis r értekére alkal-
maznank, akkor (felhasznélva a feliiletek geometriajanak és a fiigg-
vények hatvanysorokkal torténd kozelitésének a komplikaltabb ma-
tematikai tanulmanyokhoz tartozé elemléteit) azt kapnank, hogy
a =~ 2. A legjobban koézelit6 egyenes 1.978 meredekségének az ettél
valo eltérését az okozza, hogy figyelembe vettiik az » = 10000 km
értekhez tartozo pontot is, ami mar elég nagy értek ahhoz, hogy
ott mar nem lenne elkeriilhet6 a gémbi geometria pontosabb kép-
leteinek a haszndlata.

Szamszerli eredmény: k(r) < 27r | k(r) = 2nr | k(r) > 27r | egyik sem,
4.1061 x 1079 | 4.1061 x 1078 ;
4.1061 x 1077 | 4.1061 x 1078 ;
4.1060 x 107° | 4.1060 x 10~* ;
4.1010 x 1073 | 4.1010 x 107* ;
3.629 x 107! | 3.629 x 1072
Nem | Igen
Igen | Nem
Mashol metszi a fliggvény az y-tengelyt | Mas a fliggvény mere-
deksége | Semmi
05115225

Mértékegység:
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27. VakPokHangya.201-203

Feladat:

(a)

(eb) Egy pontszert vak pok egy 1 m élhosszu kocka egyik csiicsan
lakik. A pok tgy husz centinél messzebbre soha sem tavolodik el
a lakohelyétdl, tovabba a kérnyezetéhdl csak annyit érzékel, hogy
meg tudja kiillonbdztetni annak pontjait egyméastol, és meg tudja
mérni, hogy két pont kozott minimélisan mennyit kell mésznia,
hogy eljusson az egyik pontbol a masikba. Azt viszont, hogy az
utvonala pl. keresztez egy élt, azt mar nem veszi észre.

A vak pok hobbija az Euklideszi sikgeometria, igy megprobalja
ellenérizni, hogy tényleg sik-e a vildga. Ezert megkeresi a kornye-
zete azon pontjait, ahova el tud érni a lakohelyéb6l maximum
rcm méaszas utan. Ezen tartomany keriiletet jellje k(r), amit a
pok gondosan megmeér.

i. Melyik allitas igaz?
o k(r)>2mr,
o k(r)=2nr,
o k(r) < 2mr,
e egyik sem.
har>07
ii. Ha a vilag sikszert, akkor k(r) = 27r, igy a sikszertiségtdl
valo eltérést jellemezhetjiik a

k(r)

2rr

g(r) =1~

mennyiséggel. Szamold ki, hogy mennyi g(1) és ¢g(10).

(ec) Egy pontszeri vak hangya egy 1m élhosszu kocka egyik éle
kozepén lakik. A hangya tgy htsz centinél messzebbre soha sem
tavolodik el a lakohelyétsl, tovabba a kornyezetébdl csak annyit
érzékel, hogy meg tudja kiillonboztetni annak pontjait egymastol,
és meg tudja merni, hogy két pont kézott minimélisan mennyit kell
masznia, hogy eljusson az egyik pontbol a masikba. Azt viszont,
hogy az utvonala pl. keresztez egy élt, azt m|’ar nem veszi észre.
A vak hangya hobbija az Euklideszi sikgeometria, igy megprobalja
ellenérizni, hogy tényleg sik-e a vildga. Ezert megkeresi a kornye-
zete azon pontjait, ahova el tud érni a lakohelyéb6l maximum r cm
maszas utan. Ezen tartomény keriiletet jelije k(r), amit a hangya
gondosan megmeér.

i. Melyik allitas igaz?
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o k(r)>2nr,
o k(r)=2nr,
o k(r)<2mr,
o egyik sem.
har>07
ii. Ha a vilag sikszert, akkor k(r) = 27r, igy a sikszeriiségtdl
valo eltérést jellemezhetjiik a
k(r)
g(r)=1- Dy

mennyiséggel. Szamold ki, hogy mennyi g(1) és ¢g(10).

Megoldas: (a) (eb)
A pok az abran lathaté kocka A cstucsan lakik.

B

Ha a kockat feliiletet elvagjuk az AB élnél, akkor az A pontban
talalkoz6 harom lap kiterithetd a sikba, amit azt a jobboldali d4bra
illusztralja. Itt az A ponttél r tavolsagra lev§ pontok egy r sugara
kérnek a harom megfelels soknegyedekbe esé része lesz. Ez persze a
baloldali, haromdimenziés abran egy zart gorbe. Ennek a keriilete

k(r) =2nr - Z = 1.57r.

Ez kevesebb mint az Euklideszi geometria 27 korkeriilete. Tovab-
ba k(r) 1.5
r :
=1—-—=1——=0.25.
9(r) 2mr 2

Tehat a valasz:
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Szamszerl eredmény:

(b)

(a)

o k(r)<2mr,
o g(1) = g(10) = 0.25.

Ezek szerint a vak pok képés volt felfedezni, hogy a vilagaban a
geometria nem Euklideszi. Ezt a valo vildgban Einstein fedezte fel.

(ec) A hangya az abran lathato kocka AB élen levé O pontban
lakik.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
7

1

1

1

1

1

1

I v
1

1

1

1 ’
1

1

v
’

Mivel az AB élen talalkozo két oldal kiterithetd a sikba (mint az
a jobb oldali abran lathato), igy a hangya nem tudja megkiilon-
boztetni a kornyezete geometriajat a standard Euklideszi geomet-
riatol. Az O ponttol az r = |OA| tavolsagra levé pontok halmaza
a jobb oldali 4bran egy r sugari kérén helyezkednek el, igy a han-
gya az érzékeli, hogy k(r) = 2rr. Tehéat az Euklideszi geometriatol
valo eltérést mérg

k(r)
9(r) 27r
fiiggvény azonosan nulla. Igy a helyes valasz:

o k(r)=2mr,

e g(1) =9(10) =0
Ezek szerint a vak hangya azt latja, hogy a kétdimenzios vildgé-
ban a geometria BEuklideszi. Vagyis az ¢ szamara elérhetd merési
adatokbol nem johetett ra arra, hogy a tér gorbiilt, amit azt a valo
vildgban Einstein fedezte fel.

(eb)
k(r) < 2mr | k(r) =2nr | k(r) > 27r | egyik sem

0,25; 0,25
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(b) (ec) k(r) =2nr | k(r) > 27r | k(r) < 2mr | egyik sem

0;0

Mértékegység:
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28. KockaCsucsUt.204-206

Feladat: (a) (ea) Milyen messze van egy egységnégyzet két atellenes csucsa, ha
a két cstics kozott

1.
ii.

1il.

csak légvonalban haladhatunk?
csak az oldalak mentén haladhatunk?

Hany féle legovidebb 1t van az oldalak mentén a két atellenes
cstics kozott?

(b) (eb) Milyen messze van egy egyégkocka két atellenes cstcsa, ha a
két cstics kozott

1.
il.
iii.
iv.
V.

vi.

Megoldas: (a) (ea)

1.

ii.
iii.

(b) (eb)

légvonalban,

csak az oldalak menén

csak az élek mentén haladhatunk?

Hany féle legrovidebb ut van az oldalak menén,
az élek mentén,

légvonalban a két atellenes cstics kozott?

D C D C D
A B A B A

A Pitagorasz tétel szerint
IBD| = V12 +12 =2 =14142. ..

A B es D pontok tavolsaga az oldalak mentén nyilvan 2, pl.
haladhatunk a piros B — A — D tton.

Két lehetéség van, hiszen a B pontbol el@szér mehetiink A
felé (piros 1t), illetve a C' csucs felé (z6ld ut).
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28 KOCKACSUCSUT.204-206

H G
z
: y
| 1
DF C
1
A .
1 B

A két atellenes A = (0,0,0) es G = (1,1,1) pont tavolsaga a
haromdimenzios Pitagorasz tétel segitségéveél szamithato ki:

[AG| = /(1 =0)2+ (1 —0)2+ (1 —0)2 = V3 =1.7320...

ii. Az oldallapok mentén halado legrévidebb ut valahol metszeni
fogja a

B-F-F-H-D-C-B

tortvonalat. Torténjen meg ez mondjuk az F'B élen. Ekkor az
F'B &l mentén kiteritve az ott érintkez6 két oldalt megkapjuk

a jobb oldali abrat:

H G
ya
? y
1 / 1 E F G
E 7
DY C
1
1
Vo > X )
A 1 B A 1 B 1 ¢

Ezen lathato, hogy a T pont felezi az F B élt, igy T = (1,0, 0.5).
A legrovidebb A —T — G 1t hosszat kiszamithatjuk a harom-
dimenzios Pitagorasz tétel segitségével:

Ivhossz(A — T — G) = |AT| + |TG|
= /(1 —0)2+ (0 —0)2 + (0.5 — 0)2
/(1 =12+ (1 —0)2+ (1 - 0.5)2

164



28 KOCKACSUCSUT.204-206

iil.

1v.

Vagy a jobb oldali abran hasznalhatjuk a 2d Pitagorasz tételt:

Tvhossz(A — T — G) = [AG| = V22 + 12 = V5 = 2.2360 . ..

H G

z

: y

| L
E 14

DF C
1
A B
1 B

A két atellenes A = (0,0,0) es G = (1,1,1) pont tavolsiga az
élek mentén haladva nyilvanvaléan 3. Hiszen egy él két vég-
pontjanal a hdrom-harom koordinatabol csak egy kiilonboz-
het pontosan eggyel, a masik két koordindtanak ugyanannak
kell lennie. Tehat ha athaladunk egy élen, akkor egy koordi-
natat tudunk megvaltoztatni, viszont az A es a G pontoknak
mindharom koordinataja kiilonozik. Igy legalabb harom élen
keresztiil halad a legrévidebb 1t. Ennyi viszont elég is, mint
azt az abran lathato, vastag vonallal jelzett A — B — F — G
utvonal illusztralja.

Az oldallapok mentén halado legrévidebb tt valahol metszeni
fogja a
B-F-F-H-D-C-B

tortvonalat. Torténjen meg ez mondjuk az I'B élen. Ekkor az
F'B ¢l mentén kiteritve az ottérintkezd két oldalt megkapjuk
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a jobb oldali 4brat:

H G

zZ

? y

1 / 1 E F G
E q

DY C
1
1

| A > ,

A 1 B A 1 B 1 ¢

Ezen lathato, hogy a T pont felezi az F'B élt, igy T' = (1,0,0.5).
Persze nem kotelez6 az B— F — F — H— D — C' — B tortvo-
nalnak az F'B szakaszat valasztanunk ahhoz, hogy a kozbiilsé
T pontot megkonstrualjuk, barmelyik masik szakasz a tort-
vonalbol is ugyanolyan jo lenne. Igy osszesen 6 lehetéséget
kapunk, hiszen ennyi szakasz alkotja a tortvonalat.

H G
z
: y
| L
E A
DF C
1
AoV o
1 B

A két atellenes A = (0,0,0) és G = (1,1,1) pont tavolsaga
az élek mentén haladva nyilanvadan 3. Hiszen egy él két vég-
pontjanal a hdrom-harom koordinatabol csak egy kiilonboz-
het pontosan eggyel, a masik két koordinidtanak ugyanannak
kell lennie. Tehat ha athaladunk egy élen, akkor egy koordi-
natat tudunk megvaltoztatni, viszont az A es a G pontoknak
mindharom koordinataja kiilonozik. Igy legalabb harom élen
keresztiil halad a legrévidebb 1t. Ennyi viszont elég is, mint
azt az abran lathato, vastag vonallal jelzett A — B — F — G
utvonal illusztralja.

166



28 KOCKACSUCSUT.204-206

Szamszerld eredmény:

Mértékegység:

V1.

(a) (ea)

Azt, hogy hany ilyen kiilonb6z6 legrovidebb ut létezik, azt a
kozetkezGéppen hatarozhatjuk meg. Az dbran lathaé A— B —
F — G atvonalon a megvaltoztatando koorrdinatak sorrendje:

AB: «x, BF : z, FG: vy,

vagyis zzy. Annyi kiilonb6z6 legiovidebb titvonal 1étezik, ahény-
féleképpen egymaés utan rakhatjuk az x, y, z betiiket, vagyis a
valasz 3! =3-2-1=6.

Légvonalban az Eukledeszi geometriaban két pont kozott csak
egy legrovidebb Ut van, az ket 0sszekotd egyenes szakasz.
Tehat a valasz 1.

1,4142 ;2 ;2

(b) (eb) 1,7320 ; 2,2360 ; 3:6;6; 1
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29. FeladatLista

TeglaAtloEgyenlotlenseg.1-11

abcdef
1.17_2_12 a
2_17_3_12 v
3_17_4_12 a
4_17_2_12 ¢
5_17_2_12 d
6_17_2_12 e
7_17_2_12 £
8_17_3_12 ¢
9_17_3_12 e
10_17_3_12 c d e

1117312 c d e £

d
£

teglaElAtloTestatlo.12-24

abcdef aaca

12_17_2_12 a
15_17_3_.12 ¢
18_17_.2.9 d
21_17_4_10 d
24_17_5_12 d
13_17_2_12 a
16_17_4_12 b
19_17_3_.10 e
22_17_5_12 d
14_17_4.12 b
17_17_2_9
20_17_5_12 £
23_17_5_12 e

kockaVilagitaslranyok.25-36

ai aii aiii bi
25_17_3_12
26_17_3_12
27_17_3_12
28_17_4_12
29_17_2_12
30_17_3_12
31_17_3_12
32_17_4_12
33_17_5_12
34_17_3_12
35_17_3_12
36_17_3_12

PP P T T T TP R

bii biii a b
ai

aii

aiii

ai aii aiii
bi

bii

biii

bi bii biii
b

ai b bi
aii b bii
aiii b biii

TeglaMertaniSor.37-44

abccachd

37_17_3_10 a
38_17_3_12 b
39_17_3_12 a
40_17_3_10 c
41_17_3_10 c
42_17_3_10 c

da
b

a
b
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43_17_3_.10 d
44_17_3_10 da

KockaArnyekCsillagfeny.45-52

a0 0 0 00 TP

o 0o o

kockaArnyekPontlampa.53-61

abcd
53_17_1_
54_17_5_
b5_17_5
56_17_
b7_17_
58_17_
59_17
7
7

© © WO O WO W W W O O
[ R T e W B < PR o B C I o i

o 0o o

2_
2_
3_
4_
4_
4_

KerekAsztalArnyek.62-64

abec

62_17_5_10 a
63_17_4_10 b
64_17_4_10 c

Negyzet Asztal Arnyek.65-67

abec

65_17_5_10 a
66_17_4_10 b
67_17_4_10 ¢

KockaFestes.68-74

abcd
68_17_1_10 a
69_17_2_10 b
70_17_2_10 ¢
71_17_2_10 d
72_17_3_10 a b
73_17_3_10 a ¢
74_17_3_10 a d

NegyszogKornyezet Terulet.75-92
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abcdefghi]j
75_17_4_12
76_17_4_12
77_17_4_12
78_17_4_12
79_17_4_12
80_17_4_12
81_17_4_12
82_17_4_12
83_17_4_12
84_17_4_12
85_17_4_12
86_17_4_12
87_17_4_12
88_17_4_12
89_17_4_12
90_17_4_12
91_17_4_12
92_17_4_12

H o oo o

L. O T B TR HO O TP PP P

Kivagas.93-95

ab

93_17_4
94_17_4
95_17_4

9 a
9b
9ab

KetTetraeder.96-102

abcdefg

96_17_2_9 a

97_17_3_10 a b

98_17_3_12 a b ¢
99_17_4_12 a b c d
100_17_5_12 a b c d e
101_17.5_12 abcd e £
102_17 512 abcdefg

NovekvoTeglaLapTest.103-105

ab

103_17_2_9 a
104_17_2_9 b
105_17_2_9 a b

KivagasTeruletTerfogatTegla.106-112

[ o I C R e T o i )
oo o o

KivagasTerulet TerfogatEk.113-120
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abcd

113_17_2_12
114_17_2_12
115_17_1_12
116_17_2_12
117_17_2_12
118_17_3_12
119_17_3_12
120_17_3_12

QW oM o oC e
oo o o

TeglaSzamtaniSor.121-123

ab

121_17_3_10 a
122_17_4_10 b
123_17_4_10 a b

KivagasTeruletTerfogatCsonkaGula.124-130

[ u I VR ¢ T o
oo oo

KivagasTerulet Terfogat CsonkaGulall.131-13

abec

131_17_2_9 a
132_17_2_12
133_17_3_12
134_17_2_12
135_17_3_12
136_17_3_12
137_17_3_12

M TN P O T
oo oo

KivagasTeruletTerfogat EkII.138-144

abec

138_17_2_12
139_17_2_12
140_17_1_12
141_17_2_12
142_17_2_12
143_17_3_12
144_17_3_12

[ORE < 2 C IR I e T o N )
oo oo

KockaCsucsTavolsag.145-152

abcd
145_17_2_9
146_17_4_12
147_17_4_12 a b
148_17_2_12 ¢

(o
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149_17_3_12 d
160_.17_2_12 a ¢
151_17_4_12 b d
162_17_5_12 a b ¢ d

KockaCsucsKodolas.153-161

abcdef
153_17_2_9

154_17_3_12
165_17_3_12
156_17_3_12
157_17_2_12
158_17_3_12
159_17_4_12
160_17_4_12
161_17_5_12

M T O QO

cdef

KockaCsucsJavitoKodolas.162-173

abcdef
162_17_2_9
163_17_3_9
164_17_4_9
165_17_4_12
166_17_4_12
167_17_5_12
168_17_3_9
169_17_3_9
170_17_4_12
171_17_4_12
172_17_5_12
173_17_5_12

® 000 OO HOO OO0 TR

H o oo o o
[¢]

GombKockaGeodetikus.174-180

abec

174_17_3_12
175_17_5_12
176_17_2_12
177_17_5_12
178_17_5_12
179_17_5_12
180_17_3_12

P M o o TR

o o o o

GPS.181-187

aaaabbcd
181_17_2_9 a
182_17_2_9 aa
183_17_5_12 ab
184_17_5_12 b
185_17_2_9 ¢
186_17_2_9 d
187_17_5_12 b ¢

GPSTavolsag.188-194
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abec

188_17_3_12
189_17_3_12
190_17_4_12
191_17_3_12
192_17_4_12
193_17_4_12
194_17_4_12

M oo o T

oo o o

EszkimoLaposFold.197-200

abcdef
197_17_2_12
198_17_3_12
199_17_4_12
200_17_5_12

P
o o o
o o0
 Q

VakPokHangya.201-203

bc

201_17_3
202_17_2
203_17_3

9b
9c
9bc

KockaCsucsUt.204-206

ab

204_17_2_10 a
205_17_3_10 b
206_17_3_10 a b
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