A tantargy neve: Matematika I. Tantargy kodja: GEMAN(011B
(anyagmérnok nappali BSc + fels6f. szakk.)

Heti éraszam: 3+3 (6 kredit) A targy lezarasa: alairas + kollokvium
Oktatok: Dr. Varga Péter ETF (el6tan. feltétel): ---

Algebra, linedris algebra:
1. Komplex szamok. Miiveletek algebrai és trigonometrikus alakban. Polinomok, gyoktényezds alak,
poinomok maradékos osztasa.
Miiveletek sikbeli, térbeli és n-dimenzios vektorokkal.
Hajlasszog, vetiiletvektor, teriilet, térfogat szamolésa vektormiiveletek segitségével.
Néhany térgorbe és feliilet leirdsa vektorokkal.
Determinansok. Miiveletek matrixokkal, inverz matrix, saj'tvektorok.
Linedris egyenletrendszerek megoldasa Cramer- szaballyal, eliminaci6val.
Szamsorozatok egyvdltozos valos fiiggvények (f : R - R):
7. Szamsorozatok konvergencidja. Néhany nevezetes hatarérték.
8. Fogalmak egyvaltozos valds fiiggvény jellemzésére: ért. t. — ért. k., szimmetridk, monotonitas — széls6érték,
konvexitas — inflexiés pont, korlatossag, aszimpt6tak, folytonossag — szakadasi helyek. Inverz fiiggvény.
9. Hatvany, exponencialis, logaritmus és hiperbolikusz fiiggvények.
10. Trigonometrikus és arkusz fliggvények.
Differencidlszamitds (egyv. valds fgv.):
11. A differencidlhanyados értelmezése, a derivalt fogalma. Alapfiiggvények derivaltja. Derivalasi szabalyok.
12. Sebesség, gyorsulas. Sikgorbe érint6je. Taylor-polinom.
13. Fiiggvényvizsgalat: monotonitas-lokalis szélséérték, konvexitas-inflexios pont.

et

Tantargyi kovetelmények:

1. A félév elismerésének feltételei:
2. Alairas: a két félévkozi zarthelyi legalabb elégséges szint(i teljesitése.
3. Sikeres vizsga

Ajanlott jegyzetek:

(1) SZARKA ZOLTAN — RAISZ PETERNE: Matematika L., II., Miskolci Egyetemi Kiad6, 1998.

(2) KALOVICS FERENC: Matematikai analizis mérnokhallgatoknak, Miskolci Egyetemi Kiadé, 1997.
Az (1) alatti két jegyzetet mindenkinek, a (2) alatti jegyzetet csak j6 kozépiskolai hattérrel rendelkez6
hallgatéknak ajanljuk.




1. hét

Komplex szamok. Miiveletek algebrai és trigonometrikus alakban.

Ismétlés: N, Z, Q, R, ...

Miiveletek algebrai alakban:
Szémolasi szabély: mint toébbtagu kifejezésekkel, csak i =i’ =—1.

Abréazolas, elnevezések:
Rez,Imz, =z,

z|.

Miiveletek trigonometrikus alakban:
Abra, a +bi =r(cos¢p+ising) .

Szorzas, osztés, hatvanyozas, gydkvonas trigonometrikus alakban (az elsé képlet levezetése).

Feladatok

1. Végezziik el algebrai alakban a kovetkezd miiveleteket: (3 +51)(1 —i),

@+3)—@+n+253 BHE pap, %
2 +i a-ig

i
Ll
2—i

2. Adja meg a kovetkez6 kifejezések értékeit algebrai alakban: Re( 2 +3i) —Im(2 —+i) *{
3—-4+/—.

3. Szamitsuk ki a kovetkez6 értékeket algebrai vagy (és) trigonometrikus alakban :

A—)'®, (@+i)cosTU3+isinTU3), /—1+i, 3/8i.

4. Oldja meg a kovetkez6 egyenleteket C-ben: z2 —2z +2 =0, x° +x2 —x? —1 =0.



2. hét

Miiveletek vektorokkal

Elnevezések:
Sikbeli-térbeli vektorok, szabad vektor, |a| , a, egységvektor, nullvektor, hajlasszog.

Miiveletek geom.-i értelmezése térbeli vektorokra:

Osszeadas: 2 abra, tulajdonsagok: komm., asszoc., invert.

Kivonas: a—b=a+b,,, 2 abra

Szorzés szammal: 1 abra, tulajdonsigok: o(Fa) =(axlPa, oa +Ea =(a+Pa,
Skalaris szorzat: 1 abra, tulajdonsagok: komm., disztrib.

Vektorialis szorzat: 1 &bra, tulajdonségok: a ><b =—¢b >a), disztrib.

Vegyesszorzat: abc =(a ><b)c, tulajdonsagok:

abc —bca —cab, abc ——bac

Miuiveletek koordinatakkal adott térbeli vektorokkal:

Abra, OA =3 =a,i +a,j+ak =(a,;,a,,a3); al =.., ap =...

a +b =(ay,ay,az) +(by, by, bzy) =(asi +ayj+azk) +(bji +byj+bsk) =(a; +by)i +... =(a; +ay,...)
a—b =...

Aa =...

ab =...

a>=b =...
c

ab

Miiveletek n-dimenziés vektorokkal:
Az els6 4 miivelet értelmezése.

Feladatok

1. Legyenek a, b, © egy térbeli hdromszdg csticspontjaihoz mutaté helyvektorok. Adja meg a stilyponthoz
mutat6 helyvektort ezen vektorok segitségével!

<

2. Legyen v =<(3,—2,+/3). Abrézolja V—t és Vv, —t! Szamitsaki V| —t és V,—t!

3. Legyen a =2i +2j, b =X1,—.,3), ¢ =——3i +j +2k. Szamitsa ki a kdvetkezSket:

a
a—+b, b—<, 5b, —a, alb, clh, a><b, b >&a, ¢ >&a, abc, bac, cab.

4. Legyen a =<2, 1, —, 3), b =1, —1, 3, 2). Szimitsaki b(2a +b) értékét !



3. hét
Vektorok alkalmazasai I.
Erék ereddje:
Abra, F =F, +F,.

Munka kiszamit4sa:
Abra, W =F[3. Abra, W =F[3.

Hajlasszog:
Abrak COs yziél . 6 &
Abrak, al IjZB , mer6legesség.

Vetiiletvektor:
Abrak, v =(a by )b,

Paralelogramma, hdromszog teriilete:
Abrk, Ty, =[axb

1. —
> Thez. ZE‘a Xb‘ , parhuzamossag.

Paralelepipedon térfogata:
Abra, Vp. =A . [m =Ja ><b| (m =Ja ><b| (fd| cos y=ab< , ahol Y hegyesszog. Vpi. =fabg|.
Héarom vektor egy sikban ...

Feladatok

1. Legyen a =2i —j—2k, b =j, € =(2,0,2). Mutassa meg a kovetkez& 3 tulajdonsagot:

a g, az a>b és C vektorok parhuzamosak, tovabbd az a, b, (4,2, —4) vektorok egy sikban

vannak !

2. Legyen a =i —j—+k, b =(2,—2,1). Szamitsa ki a két vektor 4ltal meghatarozott paralelogramma

teriiletét és @ -nak a b -re es6 mer6leges vetiiletvektorat!

3. Legyen a =(3,0,3), b =i +-/6 j+k. Széamitsa ki a két vektor hajlasszogét és b -nek az a -ra

esd merdleges vetiiletvektorat!

4. Legyen a =3i +j +2k, b =(—,3,2), ¢ —j —k. Szadmitsaki: @ €és C hajlasszogét, az

a és b altal meghatarozott haromszog teriiletét, az a, b és € 4ltal meghatarozott paralelepipedon

térfogatat !



4. hét

Vektorok alkalmazasai II.

Egyenes egyenlete:
Abra, T(t) =T +tV, paraméteres egyenletrendszer.

Csavarvonal egyenlete:
Abra, pl. T(t) =(2cost, 2sint, t), tJ0, 27y,
Viviani-gérbe egyenlete:
. . . _B . A B
Abra, pl.: 1(t) ={1+cost, sint, v2—2cost|=[+cost, sint, 2sin E t I:I[O, 21‘@ .
| [

Sik egyenlete:
Abra, 1(O, [ =TIy +0u +[Bv, paraméteres egyenletrendszer.

Abra, nlr—15) =0, Ax+By+Cz=D.

Hengerfeliilet egyenlete:
Abra, T(OX [ =Tyg (00 +FA  ahol ...

Feladatok

1. Adjameg a P;(1,1,0), P,(2,2,3) pontokon dtmend egyenes és a
Q,(2,0,0), Q5(0,3,0), Q3(0,0,4) pontokon atmens sik déféspontjat!

2. Adjameg a P;(1,2,—1) és P,(3,2,2) pontokon atmend egyenes egyenletét! Adja meg az egyenes
doféspontjait a koordinatasikokkal, adja meg az egyenes orig6t6l mért tavolsagat !

3. Adjamega (0, 3, 0) kozéppontt, 2 egység sugary, az (X, z) sikkal parhuzamos kérvonal pontjaihoz
mutat6 helyvektort! Milyen paraméterértéknél kapja meg a (2, 3, 0), (0, 3, 2) ill. (0, 3, -2) pontokat?

4. Adjamega (0, 3,0) kozépponty, 2 egység sugary, az (x,z) sikkal parhuzamos korvonal és az
a =(0,1,0) vektor (alkoték irnyvektora) altal meghatéarozott végtelen hengerfeliilet pontjaihoz mutaté
helyvektort! Milyen paraméterértékeknél kapja meg a (2, 7, 0), (0, 9, 2) ill. (0, 1, 2) pontokat?



5. hét
Determinansok

Definicié: A valds vagy komplex szamokbdl (kifejezésekbdl) ... (definicié els6 sor szerinti kifejtéssel).
Tulajdonsagok:

(@)) A definiciéban szerepld kifejtést az els6 sor helyett végezhetjiik masik sor vagy oszlop szerint
is, ha figyelembe vessziik az el6jelszabalyt.

) Ha két sort felcseréliink, akkor a determindns értéke (-1)-szeresre valtozik.

3) A determinans értéke nem véltozik, ha valamely sor (oszlop) szamszorosat hozzaadjuk egy

masik sorhoz (oszlophoz).
Eliminacié:
A (2) és (3) tulajdonsag felhasznalasaval elérjiik, hogy a féatlé alatt csupa 0 legyen. Ekkor a
determindns értékét a f6atloban szerepld elemek szorzata adja meg.

Matrixok

Definicié: A valés szamokbol (kifejezésekbdl) felépitett ...

Osszeadas: ..., tul.: komm., asszoc., invert.;
Kivonas: ..., tul.: ---
Szorzas szammal: ..., tul.: (SBA =c(A), NA +B) =AA +AB;
Szorzas: ..., tul.: asszoc., disztrib.
Inverz matrix:
S‘ll i .. Ay S S"Dn —Dy * Dnl%
A=02 32 = 30 geazo, AT =1 g P *Dx *Dn2g és D.. az a;; — he:
="g g RF0 A T an.. o & Dy 2z ay
O O = _ O
@nl anZ ann ] EtDln +D2n Dnn ]
Feladatok

1. Szamitsa ki az aldbbi determindnsok értékét a definici6 alapjan (kifejtéssel) és eliminacidval is:
1 1 2 1

—i 2i 2i 2 —x 1 1

3 5 —3 14 i . i i
, 2i —i 2i|, aholi C, 1 2 —x 1

7 4 —1 19 . . .

2i 2 —i 1 1 2—x
1 2 6 —2

2 A—m 10 B—EI_5 34 C—(2A+B)A—7

A=Q LB BTO, (g STRka+BA

2
4. Széamitsuk ki az é = % 5

1 -1

eredményt !



6. hét

Linearis egyenletrendszerek

Elnevezések, megoldhatdsag:
a;1xq +a;px, +...+ax, =b;

axy +

Xy F

X +y =50

x—y =1

x+y =50

PL.: Y [l

X+y=6]
X+y=5

2x+2y =10

Cramer-szabaly:
Ha

Eliminaci6 (Gauss):

O
a,,X, +... +a, x, =b, El

1 Hab; =b, =...=b, =0, akkor ...
................................... D
ayoXy +... +a,x, =b, H
O
O
O
11 d1p
D D
#0, akkoregyértelmii a megoldasés: x ——1, X =—2;
gy g 1= h 2 D
nl ..« dpp
%11 dip .- App blB
[a a ... a,,b,[]
D21 22 2n ZD U ... Megengedett atalakitasok: ..., Cél: ...

@m 2075 S aknbkﬁ

X

Feladatok

+2y—3z=4 [

C
1. Oldjamegaz 2X—y+z =10 [ lin. e. rsz.-t Cramer-szaballyal és eliminaciéval is !
3x +2y —5z =12

2. Oldja meg az

Xx+2y—3u+3v=4 [
2x —y+u—2v =10 E
C lin. e. rsz.-t eliminacigval !
2x +5y —9u +6v =6

3x +2y —Su+v =12F



Xx+y+2z=1 [
3. A t paraméter (t LJR ) mely értékeire nem oldhaté meg az 2x +3y +6z = 3E egyenletrendszer?
x+2y+t2z=tf
Milyen t-re lesz egyértelm{i a megoldés, milyen t-re kapunk végtelen sok megoldast?



7. hét
Szamsorozat hatarértéke

Szamsorozat fogalma, megadasa:
Szamsorozatrél akkor beszéliink, ha ...

2 2 4 6 200
Pl: a, = 1 , nONT; — ., =5 — 5 -e5———5... (4bra), explicit megadas;
n+3 4 5 6 103
Pl.: bl :O, b2 :1, bIl :bn—l +2bn_2 s HDN, HZ?), 0,1,1, 3, 5,11, 21,... (ébra),
implicit m.
Hatérérték:

Az ,a” szamot az {an} szamsorozat hatarértékének ... Konvergens, divergens szamsorozat.

Nevezetes hatarértékek:

1 P R
lim — =0, |q| <lesetén lim q" =0, c>0 esetén lim Ve = 1,
n-o N n- oo n- o
lim % =1, lim B +l H létezik, irrac. szam, ezutan ,,e” —vel jeloljiik.
n - n-o[] N[J

Miiveletek szdmsorozatokkal, tétel:

{an} és {bn} adott szamsorozatok ugyanolyan indexezéssel. A két sorozat dsszegén, kiillonbségén, ...

Ha {an} és {bn} konvergens szdmsorozatok, akkor

lim (c@@,)=c lim a,; lim(a, £b,)= lim a, * lim b ; lim (a,b,)= lim a, Olim b ;
n-o o n- o n-o o n— o n- o n-o n-oo n-oo
a lim a,
lim - = 222 ' felt.h.anev.# 0; lim Ka, = lim a, .
nawbn lim bn n— n-— o
n- o
Feladatok

1. Vizsgalja meg a kdvetkezd szdmsorozatokat konvergencia szempontjabol:
_2n—4
3n +1

. nON™; H-"1=2, nONE
O] n+1 C

ap

2. Hatéarozza meg a kovetkezd értékeket az ismert nevezetes hatarértékek felhasznalasaval:

1
2 3n2 — 0.2"* | 1 Er
lim — n S lim % S lim S lim E EI s lim H+— .
n —oon< 41 n —oo 2n< 41 n —oco (.5" n —co[ M [] k —oo[ ] k[

3. Milyen ,hatarozatlan alakok” fordulnak el6 az alabbi hatarértékek kiszamolasakor:
1 1
+

2" 441 2 @/7 1
lim ——, limn—n, lim n2+4n—nﬁ lim H+—H1 ?
n-o 30440 noo 1 +l n- o0 noow[] 2n[]

n+l n



8. hét
Fogalmak egyvaltozés valos fiiggvények jellemzésére

Ha olyan fiiggvény (egyértelmii hozzarendelés) adott, amely valés szamokhoz valés szamokat rendel, akkor
egyvaltozos valos fiiggvényrél beszéliink. Jele: f:R — R, f(x) =...

Ertelmezési tartomany, értékkészlet:

Pl.: f:R R, f(x) =v/x +2; Venn-diagramm, abrazolas,
Domf =[—2,00), Ranf =[O0, o).
Szimmetria:
Pl.: f:R R, f(x)=x?; f:R R, f(x)=sinx, ... (Paros, paratlan, periodikus
fiiggvények.)

Monotonitas, szélsGérték:
Pl:. f:R R, f(x)=4—x2

Konvexitas, inflexids pont:
Pl: f:R R, f(x)=x> ...

Korlatossag:
pl: f:R =R, f(x) =4 —x?; f:R - R, f(x) =sinx, inf f(x) =2, sup f(x) ="
” x[R xR
Aszimpt6ta:
Pl: f:R R, f(x)=1/x
Hatarérték, folytonossag, szakadasi helyek:
Pl.
x? -1 1
f(x)=x+1, x =1, f(x)= T x =1; f(x) =sgnx, x =0; f(x)=—, x=0.
X — X
lim f(x)= lim f(x)=f(a) lim f(x)= lim f(x)#f(a) lim f(x)# lim f(x)
X—-a x—-a’ ’ X—a x—a’ ’ X —-a x—a’ o

esetek.

Inverz fiiggvény:
Pl: f:R - R, f(x)=2x+4

Feladatok

1. Vazolja az alabbi egyvaltozos val6s fliiggvényeket és jellemezze Gket a tanult fogalmak (ért. t. — ért. k.,
szimmetridk, monotonitas — széls6érték, konvexitas — inflexi6s pont, korlatossag, aszimptotak, folytonossag —
szakadasi helyek) segitségével: f:R —R, f(x) =(x2 —4‘ g:R —R, g(x) =/4—x> .

2. Vazolja az alabbi egyvaltozos valds fliggvényeket és jellemezze 6ket az X =2 helyen folytonossag,

szakadasi tulajdonsag szerint:
) x% —4 1
f(x) =x°, f(x) = , f(x)=2—x+sgn(2—x), f(x)=——m.
X —2 X —2

3. Van-einverzeaz f:R —R, f(x) =4—-2x; g.R R, g(x)=V1—x2/9, x=0
fliggvényeknek? Ha igen, akkor adja meg, majd abrazolja az eredeti és inverz fliggvényt is.

10



9. hét

Nevezetes fiiggvénytipusok, 1.

Hatvanyfiiggvények:

f:R - R, f(x) =xK,
Azonossagok:

ahol k 0. A k=1, 2, 1/2, -1 esetekhez tartoz6 fiiggvények abraja ...

| =
-

5 ees

(u+V)2 =u? +2uv+v2, u? -v? =(u—-v)(u+v), (uv)k=ukvk, Big =
v

P

v

Exponencidlis fiiggvények:

f:R >R, f(x) =a¥, ahol a [OR, a =0, a =1. Az a=2, e, 10 esetekhez tartoz6 abrak ...

all

u
; u,v_ _u+v a  _ y-v Vo e

Azonossagok: a a‘=a ", —=a , a

a

y eee

Logaritmusfiiggvények:
f:R - R, f(x)=log, x, aholallR,a>0, a#1. Az a=2, e, 10 esetekhez tartoz6 abrak ...

Azonossagok:
logp, u
log, (uv) =log, u+log, v, log, 2 =log, u-log, v, log, uk = klog, u, log,u :g—b,...
v logy, a
Hiperbolikus fiiggvények:
X _ X . X 4 a7X .
f:R - R, f(X):%:ShX; abra ... f:R - R, f(X):%:ChX; abra
ex _e—x ) ex +e—x ]
f:R - R, f(x)=———=thx; dabra... f:R - R, f(x) =———— =cth x; abra
eX +e X eX —e X
Azonossagok:

ch?u —sh?u =1, sh(u #=v) =shu [chv #chu [shv, ch(u #*v) =chu [chv #*shu [shu, sh2x =
Feladatok
1. Szamitsa ki az alébbi értékeket a definiciok alapjan:
2 2
z _Z 4 1
83, 8 3, (\/5) , log, 64, 1g0.01, In=, log,8—logg3, sh(n2), ch(ln3).
e
Némelyik értéket ,ellendrizze” zsebszamologép segitségével!

2. Vazoljaaz f:R —R, f(x)=1—chx, g:R —R, g(x)=sgn(nx) fiiggvényeket és
jellemezze 6ket a tanult fogalmak (7 féle) segitségével!

1
lgx = nx ch? x +sh? x =ch 2x Osszefiiggéseket a definicidk alapjan!

3. Igazolja az

11

...,ch2x =...



10. hét
Nevezetes fiiggvénytipusok, II.

Trigonometrikus fliggvények:

Szogek mérése, szogfiiggvény definicidk, nevezetes szogfiiggvényértékek.

f:R - R, f(x)=sinx; gbra... f:R —-R, f(x)=cosx; gbra...

f:R —-R, f(x)=tg x; dbra... f:R —R, f(x)=ctg x; 4bra...

Azonossagok:

sin? u +cos? u =1, sin(u =v) =sinu [dos v *cosu [sinv, cos(u=*v) =..., sin2u =...,cos2u —...
Arkusz-fiiggvények:

f.HZ’ZEI [1,1],f(x) sin x;

g: [—1,1] — E—;, g[% g(x) =arcsin x, ahol sin(arcsin x) =x.

Abrék, ...
f :[O, T} —>[—1,1], f(x) =cos x;

g: [—1,1] —>[O, T}, g(x) =arccos x, ahol cos(arccos x) =x.
Abrik, ...

f: B—E,EE—» (o9, 00), f(xX) =tg x;
02 20

TU TX|
:(—o0,00) — E——,— —=arctg x, ahol tg(arct =X.
g:( ) = 2Qg(X) gx g(arctg x) =x

Abrik, ...
f: (O, Tb — (—o9 09), f(x) =ctg x;
g:(—og 00 — (O, T), g(x) =arcctg x, ahol ctg(arcctg x) =x.
Abrék, ...
Azonossagok:

TU . TTU : — u
arccosu = > —arcsin u, arcctgu 25 —arctg u, arcsin u =arctg >

1—u
cos(arcsinu) =V1—u 2,

Feladatok

1. Szamitsa ki az alabbi értékeket a definiciok alapjan:

S

3 T[] 3 2
sin—Tt, COSB—— tg—T[, Ctg—Tt, arcsin(—1), arccos(—0.5), arctgl, arcctg(—1), arcsingin
2 ] 6 [ 4 3 ¢

TU
arccos Eos %-E % (Némelyik értéket ,ellenérizze” zsebszdmoldgép segitségével!)

2. Vazoljaaz f:R —R, f(x) =2cos(x+71rV2), f:R —R, f(x)=Tr-arctgx fiiggvényeket
és jellemezze ket a tanult fogalmak (7 féle) segitségével!

. _ X
3. Igazoljaa sin2 x +cos? x =1 €s arcsin x —arctg—\/—2 , ha —1<x<1 azonossagokat!
1—x

(Utbbbinal elég igazolni, hogy a két oldal tangense megegyezik.)

12



11. hét

Egyvaltozos valés fiiggvény differencialhanyadosa, derivaltja

Definicid:

— . f(x)—f(a
Adott az f:R —R, f(x) =... fiiggvény ésaz X =4d hely. A hmM értéket ...
X —a X —a
, df L
Jele: f'(a), d—(a). Azt a fiiggvényt, amely Jele:
X
r z ’ ’ df ’ . ~ e 2Ves 2 , .
f’ (részletesebben:f': R — R, f'(x) =...), ol Az f fiiggvény derivaltjat masodik
X
derivéaltmak (jele £" ), f" derivatjat harmadik derivaltnak (jele £™ ) ...
Pl: f(x) =x?, a=1.5; f'(a) =(X )1 5 =2, f'(x) :(XZ), =7
Alapfiiggvények derivaltjai (a képleteka domf mdomf’ halmazon érvényesek):
() =0;
(Xk) =... O k=1, 2, =1, 1/2 esetén:...
(aX) =.. 0O a=2, e, 10 esetén:...
(loga X)’ =... 0O a=2, e, 10 esetén:...
Hiperbolikus fgv.: ...
Trigonometrikus fgv.: ...
Arkusz fgv. :...
Derivalasi szabalyok:
(cf(x) =..., (f(x)=xgx) =... (fFxex) =.., E’;; %: (F(g(x))) =f'(g(x)) g'(x).
(Feltéve, hogy a derivaltak 1éteznek a kérdéses intervallumokon.) Pl.:
Feladatok
1. f(x) =3x°%+x1Inx, f'(x) =7, ') =» £"(x) =7, £7(5) =2
<2
2. f(x) =xsinx +—, f'x)=?, f'0=? f{"x)=?, f{"0)=>?
e
3. Derivalasi feladatok:
r r I + 1
((5 +2X)10) ; (ln(3x2 +2x +6)) ; (\/BX +3/ 3x) ; " sm:':)X E‘; (lg3x —x arcsin X3) ; (Ch4X)(4);
4x +e™* [

(shGXEhx ; E/GX —6O3X ﬁ retg 6x ( ) i(ch(x2 —a2)); i(Asin(o\l +a)).
+1n 6x dx dt
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12. hét
A differencialhanyados alkalmazasai, 1.

Sebesség, gyorsulas:
As _ . s(t)—s(ty)

s=s(t), tg adottak [ v(tg)= lim — = lim ————= =5(ty), a(tg) =...=5(ty).
totg Attty  t—tg

pl.;szigﬁ; g(t)zégﬂtzgtzv; §(t)=g=a.

Erint6 meredeksége, egyenlete:
FO—f@ 00 —f@)

Kovessiik egy dbran  x —a, f(x) —f(a), jelentését: ...
X —a x—a X—a
Taylor - polinom:
f:R R, f(x)=..., x=a:
f(x)=cy+cy(x—a)+...+c,(x—a)";
’ ” (n)
£ =f(a) +@ (x —a) + 1@ (x —ay2 4+ L@ gy 1 (),
1 2! n!
f'(a f"(a ™ (a £ (g
F00 =@+ (x )+ (x—a)? ok (x—a” +#1()!)(x —a)"™ =T, () +R , (%),
Feladatok
2 2

1. Abrazolja az );—+3;— =1, Yy =0 egyenletli gorbét és adja meg az X =2 helyhez tartoz6
érint6egyenes egyenletét !

2 2

2. Abrazolja az S +Y = egyenletli gorbét és keresse meg azokat a pontokat, ahol az érint6egyenes

4
parhuzamos a szogfelezd egyenessel !

. 71T
3. Taylor - polinom, hibakorlat: f(x) =sinx, a =0, Ts5(x)=7?, hibabecslés x [] E'Z ,

Tt

— re
aH ™
—_, — re
4’ aH

]
Taylor - polinom, hibakorlat: f(x) =cosx, a =0, T4(x) =7, hibabecslés x [J B‘

&
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13. hét
A differencialhanyados alkalmazasai, II.

Monotonitds — szélsGérték:
Abraral ill. f(x) =f(a) +f'(&)(x —a) -bél:
f'(x) >0 az (u,v)—ben [1 f szig.mon. né (u,v)—ben;

f'(x) <0 az (u,v)—ben [ f szig.mon. cs6kk. (u,v)—ben.
(Feltessziik, hogy ...)

Abréarél ill. f(x) =f(a)+f'(a)(x —a) +%f"(E)(X —a)? -bédl:

f'(a) =0, f"(a) >0 O f —nek "a"—ban lok. min. van;

f'(a) =0, f"(a) <0 O f —nek "a"-ban lok. max. van.
(Feltessziik, hogy ...)
Konvexitas — inflexi6s pont:

Abrarel ill. f(x) =f(a) +f'(a)(x —a) +%f”(E)(X —a)? -bél:
f"(x) >0 az (u,v) —ben [ f konvex (u,v) —ben;

f"(x) <0 az (u,v) —ben [ f konkav (u,v)—ben.
(Feltessziik, hogy ...)

Abrardl ill. f(x) =f(a) +f'(a)(x —a) +%f”(a)(x —a)® +éf”(z)(x —a)® -bl:

f"(a) =0, f"(a) #0 O f —nek "a"—ban infl. pontja van.
(Feltessziik, hogy ...)

Feladatok
1. Keressen lokélis szélséértékeket és inflexiés pontokat az f:R — R, f(x) =x* —2x? fiiggvény esetén
(a derivaltak felhasznalasaval)!

2. Keressen lokalis széls6értékeket és inflexids pontokat az f:R —R, f(x) =xe * fiiggvény esetén (a
derivaltak felhasznalaséaval)!

3. Abrazolja az f:R R, f(x) =2x3 —3x? fiiggvényt néhany tulajdonsdg (zérushelyek,
szélsGértékhelyek, inflexids pontok, viselkedés oo -ben) felhasznalasaval!

4. Abrazolja az f:R - R, f(x) = fliggvényt néhany tulajdonsag (szélséértékhelyek, inflexios

1+x2
pontok, viselkedés oo -ben) felhasznalasaval!

p 1
5. Abrézoljaaz f:R — R, f(x)=2x+—fiiggvényt néhany tulajdonsag (szakadasi helyek, szélsdérték-
X

helyek, inflexids pontok, aszimptdtak) felhasznalasaval!
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