Lin.Alg.Zh.1-2 feladatok

1. Lin.Alg.Zh.1 feladatok

1.1.

3d vektorok

Adott harom vektor

a=(0,2,4), b=(1,1,4), ¢=(0,2,—4)

az R? Euklideszi vektortérben egy ortonormalt bazisban.

1.

Mennyi az ab skalarszorzat?
M: ~
ab=0-14+2-1+4-4=18

O

. Mennyi az 7 = a x b vektoriélis szorzat?

M:
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Mennyi az abé vegyesszorzat?
M: B
v=(axb)e=(4,4,-2)(0,2,—4) = 16

vagy

v=(axbe= =16

o= o
N~ N
S

O

Merdleges-e egymasra a és b ? Miért?

M:

Nem, mert az s = 18 skalarszorzat nem nulla.
O

Egy sikba esik-e @, b és ¢ 7 Miért?

M:

Nem, mert az v = 16 vegyesszorzat nem nulla.
O

Mennyi az @, b vektorok altal bezart szog koszinusza?
M:

CoOSx =

,aibf = 3/\/E
lal - o]
O

Mennyi az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete?
M:
Tpar = |a x b| = (4,4, =2)| = V42 + 42+ (-2)2 = 6

O

Mennyi az a és b vektorok altal kifeszitett haromszog teriilete?

M:
Tpar

2

Tharom = =3

=

4,4,-2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Mennyi az @, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata?
M: -

Vpip = |abe| = |v| = 16
O

Mennyi az @, b és ¢ vektorok altal kifeszitett tetraéder térfogata?

M:
Vpip

6

V;ietra -

O

Milyen sodrést az a, b és ¢ vektorok altal alkotott rendszer? Miért?
M:
Jobb, mivel -

v=abc >0
(Ha v < 0 balsodrast, mig v = 0 eseten a harom vektor egy sikba esik.)
O

Bazist alkot-e @, b és ¢ 7 Miért?

M:

Igen, mert -
v=abc#£0

O

Mennyi ¢-nek a ¢, merdleges vetiilete ¢-re?
M:

c
t

Mennyi ¢-nek a ¢, merdleges vetiilete a-re?

M:
ac —12

Z ca=—=.(0,2,4) = (0,—6/5,—12/5)

Jal? 20
O

Mennyi ¢-nek a ¢; mer6leges tiikrozottje c-re?

M:

c

O

Mennyi é-nek a ¢ meréleges tiikrézottje a-re?

M:

¢ =2¢, —c=(0,-22/5,—-4/5)

O

Mennyi ¢-nek a ¢, merdleges vetiilete a ¢ és a a vektorok altal generalt sikra?
M:

c
t

Mennyi ¢-nek a ¢, merdleges vetiilete a @ és a b vektorok &ltal generalt sikra?
M:

n=axb=(0,2,—4),
e = o = (16/9,16/9, —8/9),
nf?
¢p =C— Gy = (—16/9,2/9,—28/9)
O
Mennyi é-nek a ¢; merdleges tiikrozottje a ¢ és a a vektorok altal generalt sikra?
M:
c
d
Mennyi ének a & meréleges tiikrozottje a a és a b vektorok altal generalt sikra?
M:
¢t = ¢ — 2¢,, = (—32/9,—-14/9,—20/9)
O



Gyakorlas

Ismételd meg a feladatot!

I.
a=(3,1,1), b=(0,4,1), ¢=(1,1,-5)
Megoldas:
5 {-3,-3,12} —66 nem nem
7= 9v2 N 66 11
17 bai?) 53 igen {2171’;5}1 {7%’7%77ﬁ} {l%’)’l,;’)5}43
{-1. -5} {1, 1, -5} {-%-%-35} {1,1, -5} {-%.-%.%
II.
a=(3,1,1), b=(0,4,1), ¢=(3,9,3)
Megoldas:
5 {-3,-3,12} 0 nem igen
= 9v2 NG 0 0
nem bazis nem {3,9,3} {8,221 {3,9,3}
92 51 9 {3,9,3} {3,9,3} {3,9,3} {3,9,3}

(Az els6 sorban az 1-5 kérdések vélaszai vannak, stb.. Tovabba {} zardjelekben vannak a vektorok.)

1.2. Pontok, egyenesek, sikok

Adott harom pont
P=(0,2,4), @=(1,1,4), S=(3,2,6)

az R3 Euklideszi vektortérben egy ortonormalt bazisban.
1. Ird fel a P és Q pontokat tartalmazo egyenes

(a) parametrikus,

M:
GZQ_P:(lv 170)a
F(t)y=P+t-0=(t2—t4)
]
(b) illetve algebrai egyenleteit!
M:
r=t, 2—-t=y, z=4,
t=x, t=2-y, igy az egyenest meghatazozo ket egyenlet:
r=2-y, z=4.
O
(c) Hol van az O = (0,0, 0)-hoz legkizelebbi K = 7(ty) pont az egyenesen?
M:
0:77(75'0)17: (t0,2—t0,4)(1,—1,0) =242ty = tog=1,
K =7(1)=(1,1,4).
O
(d) Mennyi az egyenes tavolsaga az O origdtol?
M:
1(1,1,4)] = 3v/2.
O



(e) Hol van az S-hez legkézelebbi pont az egyenesen?

M:
0= (S—f(to))f)z (3—t0,t0,2)(1,—1,0) =32ty — t0:3/2,
K =7(3/2) =(3/2,1/2,4).
O
(f) Mennyi az egyenes tévolsaga S-tol?
M:
O
Gyakorlas

Ismételd meg a feladatot!

P=(1,2,2), Q=(53,1), S=(3,0,6)
Megoldas:

F(t) = {4t + 1,t +2,2 — t},

VT3 {13 19 17} V214
9 ?7635 ) e

3 3

P=(0,24), Q@=(1,14), R=(1,0,1), 5=(3,2,6)
Keresd meg a P, QQ, R pontokat tartalmazo sikot! Ird fel a sik

(a) parametrikus,

M:
ELZQ—P:(O,—I,Q), B:R_P:(Oa27_1)a
Flu,v) = (1,2 —u — 20,2 4 2u — v).

O
(b) illetve algebrai egyenleteit!

M:

n=axb=(5-3,1),
0 :ﬁ[F—P] = (5,73,1)(x70,y7 (71)a274)a
dx —3y+2—6=0.

O
(¢) Mennyi az sik tavolsaga az origotol?

M:

P-nek a p,,, meréleges vetiilete n-re

_ nP _ 6 18 6 tavolsa 1Bl nP 6
= — N = _,——, — Vi = m| = — = —F—.
pm |77L|2 77 357 35 Y g p 1 |n| /735

Persze py, = G = T

O
(d) Hol van O merdleges vetiilete a sikon?

M:

Ahol pp, = (2,38, ).

O
(e) Hol van O-nak a sikra térténd mercleges tiikrézottje?

M:

~ 12 36 12
éh(’l 2bm = (%, — 33 33)-



(f) Hol van S-nek a 54, merdleges vetiilete a sikon?
M:
S-nek a 54, merdleges vetiilete n-re

3
Il

15 93
72 7))

12 97 201
gsik:S_(gm_ﬁm):< >

773535
]
(g) Mennyi az sik tavolsaga S-tol?
M:
_ (S — P) 9
‘Sm pm| — =
i V35
O
(h) Hol van S-nak a sikra torténd meréleges tiikkrozottje?
M:
3 124 192
Ssi :S_2im_7m: = or ' ar
Ssik (5 p)(735 35)
O
Gyakorlas

Ismételd meg a feladatot!

P=(1,2,2), @Q=(1,3,1), R=(0,2,—4), S=(3,0,-1)
Megoldas:

Flu,v) =(1—-0v,24u,2—u—6v), 2—6z+y+2=0, +/2/19, (6/19,—(1/19),—(1/19)),
(12/19, —(2/19), —(2/19)), (6/19,17/38, —(21/38)), 17/v/38, (—(45/19),17/19,—(2/19))

. Mennyi a PQRST tetraéder térfogata?

M:
a=Q—-P=(-1,-1,2), b=R—P=(-1,-2,-1), ¢=(1,0,4),
Terfogat = jabe] = 3
6 2
O

. Hol van a PQR sik, tovabbé az S és az (1,2, 3) pontokon athalad6 egyenes metszéspontja?
M:
Egyenes paraméteres egyenlete

7(t) = (3+2t,2,6 + 3t).

Sik algebrai egyenlete
—6+5x—3y+2=0.

Ha metszéspontnal t érteké ty, akkor

—6+5-(3+2tg) —3-(2)+(6+3t) =0, = tr=-9/13.

_ 21 _ 51

A metszéspont



1.3. Linearis transzforméciok
1. Legyen ¢ ((z,9)7) = (2z + 3y, 4z +5y)7 és ¢ ((z,y,2)7) = (z,y —2)7 .

(a) Mennyi a ¢ transzformécié F' matrixa?
z\\ _ (2x+3y\ (2 3 T\ T
(G))= (55) - (1 3)6) -+ ()
O

(b) Mennyi a v transzformécié P matrixa?

ASH
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O

(c) Mennyi a 4 (7) = ¢ (¢ (0)) = (¢ o) () transzformécio M méatrixa?
Mi koze van az eredménynek F' és P-hez?

M:
2 3 0 0 1 -3 3 2
M_FP_(4 5)(1 1 0>_(5 5 4)

O

(d) Mennyi a v (0) = (¢ (7)) = (¢ o ¢) (v) transzformécié6 N métrixa?
Mi koze van az eredménynek F' és P-hez?

M:
0 0 1 2 3
N_PF_<110)<4 5>

lenne, de nem lehet elvégezni a métrixszorzast. A v = 1) o ¢ kompozicié sincs értelmezve.
O

2. Legyen ¢ ((z,y)) = (2 + 3y, 4z + 5y) és ¥ ((z,y,2)) = (z,y — x) .

(a) Mennyi a ¢ transzformacié F' méatrixa?

M:
2 4
¢((z y))=(2z+3y 4o+5y)=(x y)<3 5)—(1‘ y) F
O
(b) Mennyi a v transzformécié P matrixa?
M:
0 -1
(i)((x Y z)):(z y—x)z(m Y z) 0 1 :(x y)P
1 0
U
(¢) Mennyi a p(0) = ¢ (¢ (7)) = (¢ 0 9) (v) transzformaci6 M matrixa?
Mi koze van az eredménynek F' és P-hez?
0 -1 -3 =5
M=PF=1| 0 1 ( g ;1 ) = 3 5
1 0 2 4

A matrixos sorrendje az el6zé oszlopvektoros feladatokhoz kepést megfordult, és a felhasznalt méatrixok az
el6z6ek transzponéltjai.
O
(d) Mennyi a v (0) = (¢ (7)) = (¢ o ¢) (v) transzformécié N métrixa?
Mi koze van az eredménynek F' és P-hez?

M:
0 -1
N:FP:(; ;L) 0 1
1 0

lenne, de nem lehet elvégezni a métrixszorzast. A v = 1) o ¢ kompozicio sincs értelmezve.
O



3. Legyenek a feladat (z,y)7 vektorai az R? Euklideszi vektortérben egy ortonormalt bézisban megadva mint osz-
lopvektorok. Szamitsd ki a kdvetkezd transzformaciok hatésit az € = (1,0)7 és a ex = (0,1)7 ortonormalt
bazisvektorokra, illetve ird fel a lin.tr. méatrixat!

A megoldas elve: Aé; az A matrix elsé oszlopa, mig Aé; az A matrix masodik oszlopa. Igy Aé;, Aés-bol mint
oszlopvektorokbdl felépithets az A matrix.

(a) Az x tengelyre valo meréleges vetités,
M:

O

(b) az y tengelyre valo merdleges vetités,
M:

O

(¢) az x = y egyenesre valo merdleges vetités,
M:

(12 172)
O

(d) az x tengelyre valé merdleges tiikkrozés,
M:

O

(e) az y tengelyre valo merdleges tiikrozeés,
M:

()
(o)
D G4

(h) az x tengelyre vald vetités, ha a vetités irdnya parhuzamos az x = y egyenessel,
M:
1 -1
0 0
O
(i) az x tengelyre valo vetités, ha a vetités irdnya parhuzamos az « + y = 0 egyenessel,
M:
11
0 0
O

(j) an = (cos(30)°,sin(30)°)7 vektorra valé merdleges vetités P, métrixa,
M:

O

(f) az x = y egyenesre valo merdleges tiikrozés,
M:

O

(g) az origora valo tiikrozes,
M:
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(k) a7 = (cos(30)°,sin(30)°) vektorra valo merdleges tiikrozés T,, matrixa.

M:
T,6=2P,5 — 5, —> T, =2P,—E,
L3
=& A
2 2
O
(1) 45° fokos elforgatas,
M:
1 1
V2 V2
0
(m) 30° fokos elforgatés.
M:
32 1/2
12 —\/3/2
O

4. Legyenek a feladat (x,y,2)7 vektorai az R*® Euklideszi vektortérben egy ortonormalt bazisban megadva mint
oszlopvektorok. Szémitsd ki a kivetkezs transzforméciok hatasat az e; = (1,0,0)T ey = (0,1,0)T és a e3 =
(0,0,1)T ortonormalt bazisvektorokra, illetve ird fel a lin.tr. métrixat!

(a) Az y tengelyre valo merdleges vetités,
M:

O

(b) az z tengelyre valo6 merdleges vetités,
M:

O

(c) az xy sikra valo merdleges vetités,
M:

O

(d) az y tengelyre valo merdleges tiikrozés,
M:

O

(e) az x = y sikra val6 merdleges tiikrozés,
M:

O

(f) az origora valo tiikrozés,
M:



(g) az xy sikra valo vetités, ha a vetités iranya parhuzamos a (1,0,1)7 vektorral,

1 -1

O

(h) az x tengelyre valo vetités, ha a vetités irdnya parhuzamos az « + z = 0 sikkal,

1 1
O
(i) an = (cos(30)°,0,sin(30)°) vektorra valéo mergleges vetités,
M:
3/2
n = 0 ,
1/2
3/2 1
Po=nga=m’=| 0 | (V32 0 1/2)=]0
1/2 ¥3
O
(7)) a = (cos(30)°,0,sin(30)°) vektorra valé merdleges tiikrozés,
M:
T,o=2P,5 — 5, —> T, =2P, —E,
Lo
T,=[0 0o 0
£ 0
0
(k) merd6leges vetités az x +y + z = 0 sikra,
M:
n=—(11 1
\f
2/3 —1/3 —1/3
Pay=E—anl = -1/3 2/3 -1/3
~1/3 —1/3 2/3
U
(1) meréleges tiikrozés az x + y + z = 0 sikra.
M:
1
n=—(1117,
(111)
1/3  —2/3 —2/3
Tur =F —2an” = [ -2/3 1/3 —-2/3
—2/3 —2/3 1/3
O

5. Legyen v = (v1,v9,v3,v4)T. Mennyi A, ha Av az a vektor, amelynek az

(a) i-edik eleme v; szomszédainak (vagy szomszédjanak, ha i 1 vagy 4) az atlaga?

M:
(%) 0 1 0 0 (%}
Ap — (’U1+U3)/2 o 1/2 0 1/2 0 (%)
Tl (w2 O 1/2 00 1/2] | v
U3 0 0 1 0 ()
0

o O O

PN ou{&



(b) i-edik eleme v; szomszédainak az atlaga, ahol az els6 és az utolso elemeket is szomszédoknak tekintjiik?

M:
(vg + v4) 01 0 1 U1
Ap — (’L}1+Ug)/2 _1 1 01 0 (0
o (1)2+U4)/2 9210 1 0 1 U3
(v1 +v3)/2 1 01 0/ \uwy
O

(c) Ismételd meg a feladatot abban az esetben, ha a v = (v, ve, v3,v4) és az VA vektorra érvényesek ugyanezek
a feltételek!
M:
Ha sorvektorokat hasznalunk, akkor transzponélni kell az el6z6 matrixokat, de mivel azok szimmetrikusak a

transzponéalasra nézve, igy semmi sem véltozik.
O

6. (Hasonloséagi transzformacio) Egy nyulpopulacioban a nyulak mind Szilveszterkor sziilettek, tovabba az egy éves
nyulak 3, mig az ennél idGsebbek 4 0jsziilottet sziilnek Szilveszterenként. A populéciot jellemezhetjiik a December
31-én, éppen az 4j nyulak sziiletése el6tt megmert

T
v

e U= (e,0)
o W= (e,p)
vektorokkal. (Itt e az egyévesek, o az dreg nyulak, mig p a teljes populacio létszamat jelolik. Az v, w indexek azt
jelzik, hogy melyik koordinata rendszert hasznaljuk ugyanannak a populaciénak a leirasara.)
(a) Ha a nyulpopuléciot leiré vektorok Ao és Bw lesznek egy év mulva, akkor mennyi
o Aés
e B?
M:

_ 3 4 e 3 4
Apey¥ = (1 1) (0) » Apvew = (1 1)
Vv v Chmi]

o 3e+4(p—e) (-1 4 e (-1 4
B'll)(—'u)w - <p _"_ [36 + 4<p _ e)] w - _1 5 i ) w ) B'U)(—U} - 0 1 o
O

(b) Ha v = Sw, akkor mennyi S 7
M:

0
(¢c) Ha w = Rv, akkor mennyi R ?
M:

O

(d) Mi koze van S-nek R-hez?
M:

Valoban:
1 0\/1 O 1 0
se=(4 00 D=6 Y)
O

(e) Mi koze van R-nek és A-nak B-hez?
M:

Bwew = RwevAm—vSm—w - RwevAm—v (Rwev);iw

Valoban:
B = RAS = RAR™ !,

(e Y O [

10



(f) Mi koze van S-nek és B-nek A-hoz?

M:
Avev = S’u(—waewRuM—v = Svewaew(Svew);};v
Valoban:
A=SBR=SBS™!,
3 4\ (1 0\[/-1 4\ (1 0
1 1) \-1 1 -1 5 1 1
O
7. Legyen

Mennyi AB — BA+3E ?
M:

8. Legyen

e Mennyi AB —3E ?

M:
—-10 -12
3 2
O
e Mennyi BA+3E ?
M:
4 —4 0
2 -2 3
1 -2 5
O

1.4. Inhomogén lin.tr. (affin tr.)
1. Legyen ¢qp(x) = ax +b. Ha ¢qp © dc,qa = de, s, akkor mennyi e és f ?

M:
Cba,b o ¢c,d($) = ¢a,b(¢c,d(x)) = d)a,b(cx + d)
=al(cx +d) +b=acz + (ad + b) = ¢ac,aa+b(T),
e = ac, f=ad+0b.
O
2. Legyen f(z) = 3x +4, z¢ = 44. Mennyi f™(x¢) 7
M:
f fixpontja:

Ha a fixpont az origo, akkor ebben a koordinatarendészében f homogén linearis lesz, igy
[ (o) = 3"(44 — (=2)) + (-2).
O

3. Legyen f(z) =z +4, xo = 6. Mennyi f"(x¢) ?
M:
Itt f-nek nincs fixpontja, viszont f"(z) egy szdmtani sorozat, igy

[ (z) =6+ 4n.

11



1.5.

Legyen f(z) = 1.2z — 4. Mennyi f™(99) ?
M:
f fixpontja:
f(xfi:v) = Tfiz, Tpiw = 122015, —4 = Zypie = 20.

Ha a fixpont az origd, akkor ebben a koordindtarendészében f homogén linearis lesz, igy
f™ () = 1.2™(99 — 20) + 20.
O
Add meg az
1.2 —4
0 1

méatrixnak a A = 1 sajatértékéhez tartozo egyik sajatvektort!

M:
1.2 -4\ (z\  [122-14
0 1 1) 1 ’
1.2-20 -4 = 20,
L2 —4) (20\ _ (20) _, (20
0 1 1) \1/) 1)/
Tehat a v, = (20,1)7 vektor A\ = 1 sajatértéki sajtvektora a feladat matrixdnak. (v, tobbszorosei szintén ilyen

vektorok lennének.)
O

Linearitas, bilinearitas, multilinearitas
Legyen ¢ egy linearis transzformécio, tovibbé legyen

¢(T}1) = (1v2a3)T7 ¢(172) = (3,27 1)T'

Mennyi ¢ (401 — 502) ?
M:
A linearitas miatt

¢ (401 — 503) = 4¢ (01) — 5¢ (v2) = 4-(1,2,3)T —5-(3,2, )T = (—11,-2,7)T
0

. Legyen ¢ : V x V — R egy olyan szimmetrikus bilineéris lekepézés (fliggvény), hogy

¢ (01,01) =3, @ (01,02) =4, ¢ (02,02) =T.

Mennyi ¢ (2171 + 3v9, 01 — 172) ?
M:
A bilinearitas miatt

¢(2'[71 + 309, U1 — '172)
=(2:1-3)-¢(v1,01) + (2 (=1) - 4)¢ (v1,02) + (3-1-4)¢ (V2,01) + (3 (=1) - 7)¢ (2, V2)

A szimmetria miatt ¢ (01, 02) = ¢ (02, 01) = 4, igy a végeredmény —93.
O

Legyen ¢ : V x V — R egy olyan szimmetrikus bilinearis lekepézés (fiiggvény), hogy
¢ (v1,01) =3, @(01,02) = ¢ (V2,01) =4, ¢ (02,02) =T.
e Mennyi (]5(’(71 — U2,V — 172) ?
M:
O

o (Koszinusz tétel) Legyen adott egy haromszog, amelynek két oldala v/3 és /7 hossztiak, tovabba a kézbezart
sz0giik koszinusza 4/(v/3 - v/7). Mennyi a harmadik oldal? (Ez nem lesz a zh-ban.)

Legyen ¢ : V x V — R egy olyan antiszimmetrikus bilinearis lekepézés (fiiggvény), hogy ¢ (v1,02) = 13. Mennyi
10} (21_)1 + 309,01 — 1_)2) ?

M:

O

12



5. Legyen ¢ : R3 x R® — R? egy olyan antiszimmetrikus multilinearis lekepézés, hogy
gy g g

d)(@laT}Q) = (17273)T7 ¢(61763) = (15070)Ta ¢(T}37T}2) = (ana?))T'
Mennyi ¢ (201 + 309,07 — 03) ?
M:
U
Legyen ¢ : R3 x R? x R?® — R egy olyan antiszimmetrikus multilinearis leképezés, hogy
10} (’171, Vg, 173) =2.

Mennyi (15 (2’[_)1 + 31_)27 U1 — 1_)3, 4’1_)1 + 2’1_)3) ?
M:

Az antiszimmetria miatt a kifejezés kifejtésében a
0= ¢(04,04,08) = ¢(Va,7B,04),
stb. tipust tagok eleve nullak, igy
¢ (201 + 302, 01 — V3,401 + 203) = (3-1-2) - ¢ (V2,01,03) + (1 (—1) - 4) - ¢ (2,03, 01)

Tovabba ¢ (172, U1, 173) =—9¢ (171,’(72,173) = —2, mivel a
1 2 3
2 1 3
1
2 3 1

2 = ¢(617@27@3) = ¢(@2753751) .

Tehat a végeredmény 6 - (—2) — 4 -2 = —20.
O

permutacié paratlan. Hasonléan ehhez a

[\
w
N——

permutacié paros, igy

. Determinéans, inverz matrix

1. Legyen

(1 4 1 (T oy
A_<3 2)’ 4 _(u v)'

Adj meg egy olyan egyenletrendszert, aminek az egyértelmi megoldasa x, vy, u, v !
M:

AATY = E,

1 4\ (z w\y (1 O
3 2/\y v) \0 1)°
vagyis

le+4y =1 lu+4v=0
3x+2y=0 Ju+4dv=1

vagy
AT'A=E,
z uw\ (1 4\ (1 0
y v)\3 2) \0 1)°
vagyis
lr+3u=1 dr +2u=0
ly+3v=0 dy+2v=1
(|
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2. Legyen

1 45
A=13 2 1
111
Mennyi (A71)9;, ha az indexéalas 1-t61 kezdddik?
M:
1 4 5
det(A)=|3 2 1|=1-12 143 g5 |3 2o
11 11 11
111
Most toroljuk ki A-bol a 12-és elem (nem a 21-es!) sorat es oszlopét:

E

Xk ok
1 % 1
Igy ) 1
_ 3 1
Al _ 7114’2. :7711+2. .1 1-1)=1
Megjegyzés: Valoban
* -1 -1 3
2 2
A= 1 = 1 2 -7
—-(1/2) -(3/2) 5
O
3. Legyen
a2 —/3/2
T \WVB/2 12 )
Mennyi A=! ?
M:

A ortogonélis matrix, mivel az oszlopai skalarszorzatai 1 vagy nulla, attol fiiggGen, hogy az oszlopvektort 6nma-
gaval, vagy egy masik oszloppal szorozzuk Ossze skalarisan. Igy

P < 1/2 —\/§/2)T( 1/2 \/5/2)

Vv3/2  1)2 T \—V3/2 1/2
O
4. Legyen
1/2 0 —/3/2
A= 0 1 0
Vv3/2 0 1/2
Mennyi A= ?
M:

Mivel A ortogonalis matrix, igy

1/2 0 —v3/2\ " 1/2 0 3/2

Al=AT=1 0 1 0 = 0 1 0
Vv3/2 0 1/2 —/3/2 0 1/2
O
Mennyi A=! ?
5. Legyen
/2 —v3/2 0
A=1[V3/2 12 0
0 0 1
Mennyi A=1 ?
M:
O
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6. Mennyi

1 2
3 4
7. Mennyi
1 20
3 40
0 1 1
8. e Mennyi z, ha
1 2 0
3 z 0]=0
0 1 1
M:
det(B) = —6 + z, |Bl=0 = z=6.
O
e Legyen

a:(1’2’0)7 62(37Z‘70)’ 62(07 171)'

Mennyi x, ha ezek a vektorok nem alkotnak bazist?
M:

r = 6, mivel ezek a vektorok a matrixunk sorai.
O

e Legyen -
a=(1,3,07, b=(2,2,1)T, &=(0,0,1)T.

Mennyi x, ha ezek a vektorok nem alkotnak bazist?
M:

x = 6 , mivel ezek a vektorok a matrixunk oszlopai.
O

9. Mennyi z, ha

10. Mennyi A, ha

1-A 2
‘ 0 1/\‘_0'
M:
1-A 2
O
11. Mennyi A, ha
1—A 2 -0
4 1-Xx | 7
M:
IIZA 12)\‘:(1_)\)(1—)\)—2'420 = A=1£2V2
O

12. Milyen paritasuak a kovetkezd permutéciok?
1 2 3 1 2 3 1 2 3 45
2 3 1) 3 2 1) 34 2 1 5)°

M: paros, paratlan, paratlan, paratlan
O

A~
(SN
w W
RN
2
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2. Lin.Alg.Zh.2 feladatok

2.1. Sajatertekek, sajatvektorok

Sajatertekegyenlet:

(A—)E)
Viszont (A — AE)

tehat a linearis transzformacio A — A\F nem egy az egyhez tipusu, vagyis nem invertalhato, tehat az egyenletunknek
csak akkor lesz nemtrivialis ¥ # 0 megoldasa, ha

det(A — AE) = 0.

Ebbol megkapjuk A lehetseges ertekeit, ezutan v megkeresesehez mar csak egy linearis egyenlet megoldas szukseges.
1. Tetel. Tegyuk fel, hogy a vy, ..., 0, vektorok bazist alkotnak egy vektorterben es sajatvektorai A-nak, vagyis Av; =
Aiv;. Legyen S a v; oszlopvektorokbol alkotott matrix. Ekkor

STYAS = diag(\1, ..., \n) = D.

Itt diag(Aq, ..., \n) azt a diagonalis matrixot jelenti, ahol nem nulla elemek csak a diagonalison vannak, az i-edik sorban

ez az elem eppen \;. Tovabba
A=SDS™t.

1. Problema. Keresd meg az A matrix sajatertekeit es sajatvektorait! Keresd meg azt as S hasonlosagi transzfor-
maciot, ami dagonalizalja A-t, vagyis D = S™'AS, ahol D diagonalis! Ird fel a v vektort a sajatvektorok linearis
kombinaciojakent! Mennyi Av ?

a0 w Gy oGy s 9%
-3 0

0

7

o 3 2 10 2
f)(32) 9) [0 3 0 h (3 2
00 7 0 0

Itt a v vektor erteke:

1. Megoldas. D)

Sajatertekek: A\ = 3, Ao =2,
Sajatvektorok:

we (1), (1)
DSlAS((l) ?)(3 8)(3 ?)(S g)

Mivel A eleve diagonalis volt, ez a feladat trivialis, a sajatertekek a diagonalis elemek, a sajatvektorok pedig a
standard bazis.

W
N—

Sajatertekek egyenlete:

2—-A 1

det(A—AE):‘ 0 31

':(2—/\)(3—/\)—1'0=0

Sajatertekek: A\ = 3, Ao =2.
Mivel a diagonalis alatt csupa 0 all, igy a sajatertekek automatikusan a diagonalis elemek.
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Sajatvektorok egyenlete (A1 = 3-ra):
2 1 T T
(5 a)(5)-2(7)
2-3 1 2\ _ [0
0 3-3 y ) \0

Innen < ;j > = < i > Ezek kozul valasztunk egy nem nulla vektort, pl. legyen = = 1.

(D) ()

Az A matrixot diagonalizalo hasonlosagi transzformacio:

Ceige [0 1 2 1 11
pesas= (9 L) (05) (10

Itt S a vy es a vy oszlopvektorokbol allo matrix, illetve

s=(10) =(0 )

vagy

Sajatvektorok:

Mennyi A'3v ?

vagy
<Z>=av1+ﬁvz,
ahol
a\_g1(3\_(0 1 3\ [ 4
(5)=s(1)=(V ) (1)-(4)
tehat

Ay = AB(avy + Bug) = aXPPo; + BABwy = 4313 ( 1 ) +(=1)-2" ( (1) )

Sajatertekek: Ay = 2 + 33, Ao =2—-31,

Sajatvektorok:
(1 =t
v = 1 ) V2 = 1
-4 4 2 -3 i —i 2+3 0
— g1 — 2 2 —
postas=(F ) (8T ) (7)o

Mivel A a d) es az a) blokkok kombinacioja, igy ezen ket feladat eredmenyeit felhasznalva a kovetkezoket kapjuk:

2 10
A= 0 3 0
0 0 7
Sajatertekek: A\; = 3, A2 =2, A3 =1, ,
Sajatvektorok:
1 1 0
v = 1 5 Vg = 0 s V3 = 0
0 0 1
D =848
0 1 0 210 1 10 3 00
=1 -1 0 0 3 0 100 ]=10 220
0 0 1 0 0 7 0 0 1 0 0 7



Jegyzet a sajatertekekproblemarol: BME kurzus: Sajatertek, sajtvektor

1. Legyenek az @ = (2 +1,3 + 2i)7, b= (1 +4i,5—14)T vektorok a C? veges dimenzios Hilbert-ter egy ortonormalt
bazisaban megadva. Mennyi az (d,b) belso szorzat?

M:

S

(@0) =2+ )1 +4)+@F20)(5—1) = (2—i)(1 +4i) + (3—2)(5— i) = 19 — 6i.

O

2. Milyen szoget zar be az Eukledeszi vektorter egy ortonormalt baziasaban megadott

4 2
matrix ket, kulonbozo sajatertekekehez tartozo sajatvektora?
M:
Mivel A valos szimmetrikus (igy onadjungalt) matrix, a kulonbozo sajatertekekehez tartozo sajatvektorai auto-

matikusan merolegesek egymasra, tehat a keresett szog 90°.
Megjegyzes: Ezt persze direkt modon is kiszamolhatjuk:

0 =det(A—AE) =16 — 9\ + \?
AM=0-VIT)/2, X =(9+V17)/2
(A— \E)7; =0,
7 = ((—1 +V17)/4, 1)T, Ty = ((—1 — V17)/4, 1)T,

(th,72) = 0.

g

2.2. Pivotalas
Jegyzet a pivotalasrol: Gazdasagmatematika, Dr. Nagy Tamas (2011)

1. a) Oldd meg a kovetkezo linearis egyenletrendszert:

5x1 4 3x2 + 0x3 = 11 5 3 0 X1 11
0z + 1o + 223 =8 vagyis 0 1 2 To = 8
—1x1 4+ 0zo + 13 = 2 -1 0 1 X3 2

b) Legyen a; = 5i — k, ag = 3i + j, a3 = 2j + k, b = 11i + 85 + 2k. Fejezd ki b-t az a-k linearis kombinaciojakent!
c) Allitsd elo a (11,8, 2) vektort az a; = (5,0, —1), az = (3,1,0), ag = (0,2, 1) vektorok linearis kombinaciojakent!
Megoldas: (a p index a pivotelem poziciojat jeloli)

a1 a2 as b al as as b a1 as asg b ayp Gz as b
ez 5 3 0 11 es 5 0 -6 -13 egc =1, 0 0 -1 ag 1 0 0 1
ea 0 1, 2 8 | a2 O 1 2 8 | a2 2 1 0 4 " a2 0 1 0 2
es —1 0 1 2 es —1 0 1, 2 a3 —1 0 1 2 a3 0 0 1 3
Vagyis b = lay + 2as + 3ag, illetve 1 = 1,25 = 2,23 = 3.
Egy masik megoldas:
aq as as b ay az as b a; a2 as b a; az as b
er b 3 0 11 ee 0 3 o5 21 eec 0 0 -1, -3 a3 0 0 1 3
ea 0 1 2 8 | e2 0 1, 2 8 | aa 0 1 2 8 | a2 0 1 0 2
es —1, 0 1 2 aa 1 0 -1 =2 aqa 1 0 -1 =2 aa 1 0 0 1

Mivel itt az utolso tablaban az a-k indexei nem a kanonikus sorrendben vannak, vigyazni kell a megoldas leolva-
sasaval!

2. a) Oldd meg a kovetkezo (tulhatarozott) linearis egyenletrendszert:

5x1 + 3x0 =11 5 3 T 11
lz; + 1z =3 vagyis 1 1 To = 8
—1zy 4+ 225 =3 -1 2 xs 2
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b) Legyen a1 = 5i+j — k, as = 3i + j + 2k, b = 11i + 35 + 3k. Fejezd ki b-t az a-k linearis kombinaciojakent!
Megoldas:

ay as b al as b a; ag b
€1 5 3 11 €1 0 —2p —4 ag 0 1 2
ee 1, 1 3 a1 1 3 "l ag 1 0 1
e3 —1 2 3 es 0 3 6 es 0 0 O

Tehat b = lay + 2as vagyis z1 = 1,25 = 2.
. a) Oldd meg a kovetkezo (tulhatarozott) linearis egyenletrendszert:

Sx1 + 3x9 = 11 5 3 €1 11
lzy + 1z =3 vagyis 1 1 To = 3
—1$1+2.’E2 =4 -1 2 T3 4

b) Legyen a1 = 5i +j — k, as = 3i + j + 2k, b = 11i + 3j + 4k. Fejezd ki b-t az a-k linearis kombinaciojakent!
Megoldas:

aq as b aq as b a; az b
eg o 3 11 egc 0 -2, —4 aa 0 1 2
e 1, 1 3 a1 1 3 "l g 1 0 1
es —1 2 4 es 0 3 7 e3 0 0 1

Tehat nincs megoldas, mivel b nem fejezheto ki csak a; o-t hasznalva. az utolso tabla utolso oszlopa alapjan.

. 0ldd meg az

r1 4 2z + 33 = 4, (1 2 3) x| = (4)

alulhatarozott egyenlet(rendszert)!
Megoldas:
Egy partikularis megoldas, illetve a homogen x; + 2x2 + 3z3 = 0 egyenlet ket megoldasa:

1 4 T 2 T 3
part: zo | =10 hom: (a2 | =|—-1], (22| =] O
I3 0 I3 0 I3 -1

Az altalanos megoldas: part.megold+(lin.komb. hom.megold.)

1 4 2 3 4 2 3
zo | =0+t | =1 +t3 0 =10 —2o| -1 —x3 0
3 0 0 -1 0 0 -1
. Oldd meg az
a1 + 229 + 1523 = 35 1 2 15 il (35
2x, — x9 + 1023 = 25 2 —1 10 x2 —\25
3

alulhatarozott egyenletrendszert!
Megoldas:

a1 a9 as b
er 1, 2 15 35 |,

es 2 —1 10 25 aa 0 1

Tehat az altalanos megoldas:

Z9 =
x3

ar  a as b ap ay asz b
a; 1 2 15 35 , a; 1 o 7 17
4
1 (17 7 17 (

Ellenorzes:
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6. Invertald a kovetkezo matrixot:

5
A= 0
-1
Megoldas:
ap a a3 €1 ez e3
ee 5 3 0 1 0 0
ee2 0 1, 2 0 1 0 ’
e3s —1 0 1 0 0 1
ay az a3 e} ez €3
e.. =1, 0 0 1 -3 6
as 2 1 0 0 1 -2 ]’
a3 -1 0 1 0 O 1
tehat
-1
A7t = 2
-1
mivel ellenorzeskeppen
5 3 0 -1 3
0 1 2 2 -5
1 0 1 -1 3
7. Invertald a kovetkezo matrixot:
A 0
2
Megoldas:
ay ag €1 €9 ar ag
ez 0 3 1 O s en 0 3,
e2 2, 4 0 1 ap 1 2
vagyis
_2
3

3 0
1 2
0 1
aiy a9 as €1 €9 €3
etc 9 0 -6 1 =3 O
aa 0 1 2 0 1 O ’
es -1 0 1, 0 0 1
a; a2 as €1 €9 €3
aq 1 0 0 -1 3 —6
aa 0 1 0 2 =5 10 |’
a3 0 0 1 -1 3 -5
3 —6
-5 10
3 =5
—6 1 0 0
10 =010
-5 0 01
3
4
€1 €2 ay a2 e1 €9
1 0 ],la 0 1 L o0
0o 1 ag 1 0 -2 %
1
2
;)

Mivel a; 2 nem a kanonikus rendben all a fuggoleges cimkekben, az utolso tablaban fel kellett cserelni az elso es

a masodik sort.
Ellenorzes:

8. Szamitsd ki a kovetkezo matrix determinansat pivotalassal!
5 3 0
A= 0 1 2
-1 0 1
Megoldas:
ay ag asg a1 ag as a1 as as ay; a2 as
et 5 3 0 es 5 0 —6 ee -1, 0 0 agz 1 0 0
ee 0 1, 2 |’ aa 0 1 2 |’ a 2 1 0 |’ a 0O 1 0 [’
es —1 0 1 es —1 0 1, az -1 0 1 a3 0 0 1
tehat det(A) =1, -1,-(—1,) = —1, vagyis a pivotelemek szorzata —1, ez a keresett determinans, mivel az utolso

tabla a 3 x 3 egysegmatrix.

9. Szamitsd ki a kovetkezo matrix determinansat pivotalassal!

0
)
-1

1
A= 3
0

20
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Megoldas:

aq g Qs a1 a9 as a; az as ay; Qa2 as
ec 0 1, 2 az 0 1 2 aza 0 1 2 aza 0 1 0
€9 5 3 0 ’ () 5 0 —6 ’ €9 0 0 — 1p ’ as 0 0 1
es —1 0 1 es —1, 0 1 a1 1 0 -1 ai 1 0 0

tehat det(A) =1, (—1,)-(—1,) -1 =1, ahol a az utolso tenyezo 1, mivel az (1,2,3) — (2,3, 1) permutacio paros.
(Paratlan permutaciok eseteben ez a faktor —1 lenne.)

2.3. Sorter, oszlopter, stb.

1. Oldd meg pivotalassal a kovetkezo egyenletrenszert:

3x1 +4x9 + 223 =06
6$1 —+ 81‘2 + 4:]]3 =12.

Keresd meg az egyutthatomatrix sorteret, oszlopteret, nullteret, es a transzponalt matrix nullteret! Add meg ezek
dimenzioit es bazisait! Milyen jobb oldal eseten oldhato meg az egyenletrendszer?
M: Jelolesek:

3.4 2 Ty _ (6
6 8 4 2 )7 \12 )
x3
T8y + Toly + T303 = b,

(o)) (0)=(n)

Pivottablak:
ayp az ag b
€1 3 410 2 6 )
es 6 8 4 12
a1 az as b
ag % 1 % g (1)
e2 0 0 0 O

A pivotalas hatasa:

Itt a pivotalast elvegzo 2 x 2 matrix az egysegmatrix modositasa, ahol az elso oszlopot valtoztattuk meg, mivel a
4, pivotelem az elso sorban volt.

A vegso pivottablaban bennefoglalt informacio:

0
_ 6 6 _
b= —Qg = Oal + —as + 0&3 - jpart = g ’ As_cpart = ba
4 4 0
3 3 N
a; = Z&Qa _161 + Zd2 + Od3 =0 = jhoml = % 5 Ai‘homl = 07
0
2 2 _ 0 _
ag = zaQa Odl + 162 - 16’/3 =0 = j7101713 = 1 5 Ai‘homg = 0;
-1

21



Az altalanos megoldas:
= 6_ - - 6_ _ 3_ _ _ 2_ _
b= 102+t10+t30: Z(l2+t1 710,1 +Za2+0a3 +t3 0(114*1(12710,3 s

ZTalt = i’part + tli'homl + tBEhomg

0 ~1 0 0 ~1 0
=S+t | 3| +ta| 2 ) =S -m| 2] 25| 2
0 0 ~1 0 0 -1

A megoldasban szereplo vektorok leolvashatoak a vegso pivottablabol keszitett tablazatbol (ez persze mar nem
pivottabla).

aq a9 as b
ap —1 0 O

3 2 6 (2)
a2 3 L § 3
ag 0 -1 0

Ide bemasoltuk a vegso pivottabla a cimkeju sorait, a b oszlopot feltoltottuk 0-val, mig az a oszlopokat nullakkal
es egy darab —1-gyel. Mivel az as sor szerepelt a vegso pivottablaban, igy a tablazatunkban az & oszlopa nem
tartalmaz extra informaciot.

A szamitasaink ellenorzese:
3 2
6 4

A kovetkezoekben az

0 =~

matrixhoz rendelheto negy alteret vizsgaljuk meg.

2.3.1. Oszlopter, kepter

Legyen
Oszlop(A) = {x1a1 + x2a2 + 2303 | 2; € R}
3 4 2 o
:{x1(6>+x2<8>+x3<4) |xi€R}:Span(a1,a2,a3).
Ekkor - ~
AZ = bmegoldhato <= b€ Oszlop(A).
A
a; a2 as b
ay 7 1 % %
es 0 0 0 O

pivottabla alapjan az osszes a; kifejezheto as segitsegevel, igy az egy elemu {as } halmaz egy bazisa Oszlop(A)-nak:

Oszlop(A) = Span(as) = {wads | 72 € R} = {xQ < ;‘ > | s € R}

dim Oszlop(A) = dim I'm(A) = dim Span(az) = rang(A) = 1,

ahol rang(A) definicioja (dim Oszlop(A)) erteke.
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2.3.2. Nullter, magter

a1 -1 0

. 3
ap 31 2 ®)
as 0 -1

Az a;, ag oszlopok adjak meg a homogen AZj,, = 0 egyenlet megoldasainak egy bazisat (a —1 elemek elhelyezke-
dese miatt ezek szuksegszeruen linearisan fuggetlen vektorok). A homogen egyenlet megoldasainak alteret jeloljuk
Null(A) = ker A-val. Ekkor
dim Null(A) = dimR? — rang(A) =3 — 1 = 2.

Tehat

-1 0

Null(A) = Span (@1, @3) =t 3/4 +t3 2/4 | t1,3 € R
0 -1

2.3.3. Sorter, Null(A)*

Definicio: Egy Eukledeszi V vektorter W alterenek a W+ ortogonalis komplementere azon vektorok halmaza
(altere), amelyek mindegyike meroleges W osszes vektorara.

Ekkor nyilvan

dim W + dim W+ = dim V.
A tovabbiakban az A : R3® — R? lekepezesben szereplo R?3 vektorterekre mint Eukledeszi oszlopvektorokra
tekintunk.

A sorai (oszoponkent felirva, transzponalva) mindegyike meroleges Null(A) vektoraira , pl.:

-1 -1
_ 3 4 2 0 * k% *
o= (55 1) o) = (0)= (5 & 3) o) = (0):

-1 6 -1
(6 8 4)(3/4]=0 — 8 |,|3/4]]=0
0 4 0

—nek az {as} bazisvektorokhoz tartozo sorai fuggetlenek egymastol (mivel esetunkben csak egy bazisvektor van,
ez igy sajnos trivialis), igy a A sorai transzponaltjainak linearis kombinacioi altal alkotott altere es bazisa:

3/4
Sor(A) = {y1(3, 4, 2)7 +y2(6, 8, )7 |y; € R} = Span((3/4, 1, 2/4)) = Span } ,
1/4

dim Sor(A) = dimR? — (dimR? — rang(A)) = rang(A),

tehat az A matrix sorai es oszlopai altal generalt vektorterek dimenzioi megegyeznek.

2.3.4. Null(AT)
Hogyan eszleljuk az AT = b egyenlet megoldhatosagat, vagyis azt, hogy b € Oszlop(A) ?
b L (Oszlop(A)t <= (m,b) =0, Vm € (Oszlop(A))*.
Ezt eleg (Oszlop(A))* egy bazisara ellenorizni.
dim(Oszlop(A))*t = dimR? — rang(A) =2 -1 =1,

Igaz, hogy
(Oszlop(A))*t = Null(AT).

Valoban:

oo ()=o ()G ()-6) =



Esetunkben a megoldhatosagot a vegso pivottabla (es,b) elemenek a nulla volta biztositotta, vagyis az, hogy a

(5 ()

vektor masodik eleme (a vegso pivottabla megmarado e sorainak b oszlopaban allo elem) nulla. Igy esetunkben
s \7
Null(AT) = Span ((4, 1) > .
O

2.4. A= LU felbontas
(a) Oldd meg:

Az = b,
1 2 3 T 6
2 5 8 g | =115
3 9 11 T3 23
M:
1. sor 1. sor
Il.sor | — | II.sor —(2/1)-1.sor
II1. sor II1.sor —(3/1)-1I.sor
1 1 2 3 1 2 3
-2 1 0 2 5 8 = o1 2 ],
-3 0 1 3 9 11 0 3 1
1. sor 1. sor
II.sor | — 11. sor
111.sor I1I.sor —(3/1)-1I1I.sor
1 0 1 2 3 1 2 3
0 0 01 2 |=(101 2 ,
0 3 1 0 3 1 0 0 —4
igy
ol A =U,
1 0 O 1 0 0 1 2 3 1 2 3
0 1 0 —2 1 0 25 8 |=[01 2
0 -3 1 -3 0 1 3 9 11 0 0 —4
Tehat
-1 -1
1 2 3 1 0 0 1 0 0 1 2 3
2 5 8 = -2 1 0 0 1 0 01 2
3 9 11 -3 0 1 0 -3 1 0 0 —4
1 0 O 1 0 0 1 2 3
= 2 1 0 01 0 01 2
3 01 0 3 1 0 0 —4
1 0 0 1 2 3
-l 210 01 2 |,
3 3 1 0 0 —4
A=¢"'U = LU.
Az egyenletunk felirhato mint
LUZ =Ly =0,
100 1 2 3 1 100 " 6
2 10 0 1 2 To = 2 10 Yo =115
3 3 1 0 0 —4 x3 3 3 1 Y3 23



Innen g = L'b,

Y1 6
y2 | =1 3
Y3 —4
Tovabba Uz =9, z = U 3.
1 2 3 T 6 T1
01 2 x2 | =13 = zo | =
0 0 —4 T3 —4 z3

Persze az U~!, L™! inverzek explicit kiszamitasara nincs szukseg.
Megjegyzes: L = 6;165 ! konnyu kiszamitasa nem veletlen szerencse, peldaul

-1 —1

1 0O 0 O 1 0 0 O 1 0 0 0
-5 1 0 0 |5 1 0 0 0 1 0 0 B
-6 0 1 0 - 6 0 1 O ’ o -2 1 0 -
-7 0 0 1 7 0 0 1 0O -3 0 1
tovabba
1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
5 1 0 O 0O 1 0 O _ 5 1 0 O
6 0 1 O 0 2 1 0 - 6 2 1 O
7 0 0 1 0 3 0 1 7 3 0 1
O

25

S oo

w N = o

o= OO

_ o oo
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