0.1.

Lin.Alg.Zh.1 feladatok

3d vektorok

Adott harom vektor

a=(0,2,4), b=(1,1,4), ¢=(0,2,—4)

az R3 Euklideszi vektortérben egy ortonormalt bazisban.

1.

© ® N o ook W

Mennyi az ab skalarszorzat?

Mennyi az 7 = @ x b vektorialis szorzat?

Mennyi az abé vegyesszorzat?

Mer6leges-e egymasra @ és b ? Miért?

Egy sikba esik-e @, b és ¢ 7 Miért?

Mennyi az @, b vektorok altal bezart szog koszinusza?

Mennyi az @ ess b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete?
Mennyi az a és b vektorok altal kifeszitett haromszog teriilete?

Mennyi az @, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata?

10. Mennyi az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett tetraéder térfogata?

11. Milyen sodrast az @, b és ¢ vektorok &ltal alkotott rendszer? Miért?

12. Bazist alkot-e @, b és ¢ 7 Miért?

13. Mennyi ¢-nek a ¢, meréleges vetiilete c-re?

14. Mennyi ¢-nek a ¢, meréleges vetiilete a-re?

15. Mennyi é-nek a ¢; merdleges tiikkrozottje é-re?

16. Mennyi é-nek a ¢; merdleges tiikkrozottje a-re?

17. Mennyi ¢-nek a ¢, meréleges vetiilete a ¢ és a a vektorok altal generalt sikra?

18. Mennyi ¢-nek a ¢, merdleges vetiilete a @ és a b vektorok &ltal generalt sikra?

19. Mennyi ¢-nek a ¢; merdleges tiikkrozottje a ¢ és a a vektorok altal generalt sikra?

20. Mennyi é-nek a ¢; meréleges tiikrozottje a a és a b vektorok altal generélt sikra?
Gyakorlas

Ismételd meg a feladatot!

1.
a=(3,1,1), b=1(0,4,1), e=(1,1,-5)

Megoldas:

) {-3,-3,12} —66 nem

5 9

V187 9\/5 V2 5 6? .
17 baig 53 sen {2171’;5}1 {7ﬁ’7ﬁ’7ﬁ}
{_717_717%} {1a15_5} {_§a_§7_§} { 517_5}

{

nem

11

{1,1,-5}
_ 13 13 43

97 979



II.
a=(3,1,1), b=(0,4,1), ¢=(3,9,3)

Megoldas:
5 {-3,-3,12} 0 nem igen
5 9
Vist 9v2 7 0 0
nem bazis nem {3,9,3} {8,221 {3,9,3}
- {3.9,3} {3,9,3} {3,9,3} {3,9,3}

(Az els6 sorban az 1-5 kérdések vélaszai vannak, stb.. Tovabba {} zardjelekben vannak a vektorok.)

0.2. Pontok, egyenesek, sikok

Adott harom pont
P=(0,24), Q@=(114), S=(3,2,6)

az R3 Euklideszi vektortérben egy ortonormalt bazisban.
1. Ird fel a P és Q pontokat tartalmazo egyenes

(a) parametrikus,

(b) illetve algebrai egyenleteit!

(c) Hol van az O = (0,0, 0)-hoz legkdzelebbi K = 7(ty) pont az egyenesen?
(@)
)
)

(
(

Mennyi az egyenes tavolsidga az O orig6tol?
e
f

Hol van az S-hez legkdzelebbi pont az egyenesen?

Mennyi az egyenes tavolsdga S-tol?

Gyakorlas

Ismételd meg a feladatot!

L.
P:(1)272)7 Q:(573’1)7 S:(37O76)
Megoldas:
x—1 1 16 20
)=t it22-0, Ty » {33 9h
V73 (13 19 17\ V214
37 97979 J’ 3

P=(0,2,4), Q@=(1,1,4), R=(1,0,1), S=(3,2,6)
Keresd meg a P, Q, R pontokat tartalmazo sikot! Ird fel a sik

(a) parametrikus,
(b) illetve algebrai egyenleteit!
(c
(d
(
(

Mennyi az sik tavolsaga az orig6tol?
Hol van O merdleges vetiilete a sikon?

e
f

Hol van O-nak a sikra torténé meréleges tiikkrozottje?
Hol van S-nek a 54, mer6leges vetiilete a sikon?
g) Mennyi az sik tavolsdga S-tol?

)
)
)
)
)
)
(&)
(h)

Hol van S-nak a sikra torténé merdleges tikrézottje?

Gyakorlas

Ismételd meg a feladatot!



P:(17272)a Q:(la?’,l)v R:(072a 74)7 51(3,0,*1)
Megoldas:

Flu,v) =(1—v,24u,2—u—6v), 2—6zx+y+2=0, +/2/19, (6/19,—(1/19),—(1/19)),
(12/19, —(2/19), —(2/19)),  (6/19,17/38, —(21/38)), 17/V/38, (—(45/19),17/19,—(2/19))

3. Mennyi a PQRST tetraéder térfogata?
4.

0.3. Linearis transzformaciok
1. Legyen ¢ ((z,9)7) = (22 + 3y, 4z +5y)7 és ¢ ((z,y,2)7) = (z,y —2)7 .

a Mennyi a transzformacié F' matrixa?
b Mennyi a transzformacié P matrixa?

(c) Mennyi a u (9) = ¢ (¥ (0)) = (¢ o ¥) (0) transzformécié M matrixa?
Mi koze van az eredménynek F' és P-hez?

(d) Mennyi a v (0) = (¢ (7)) = (¢ o ¢) (v) transzformécié N matrixa?
Mi koze van az eredménynek F' és P-hez?
2. Legyen ¢ ((z,y)) = (22 + 3y, 4o + 5y) és ¥ ((2,y,2)) = (2,y — ) .
(a) Mennyi a ¢ transzformacio F métrixa?
(b) Mennyi a v transzformécié P matrixa?

(c) Mennyi a 4 (0) = ¢ (¢ (0)) = (¢ 0 9) (v) transzformaci6 M matrixa?
Mi kize van az eredménynek F' és P-hez?

(d) Mennyi a v (0) = ¢ (¢ (0)) = (¢ o ¢) (¥) transzformacié N matrixa?
Mi koze van az eredménynek F' és P-hez?

3. Legyenek a feladat (z,y)” vektorai az R? Euklideszi vektortérben egy ortonormalt bazisban megadva mint osz-
lopvektorok. Szamitsd ki a kdvetkezd transzformaciok hatésit az e, = (1,0)T és a ex = (0,1)T ortonormalt
bazisvektorokra, illetve ird fel a lin.tr. matrixat!

A megoldas elve: Aé; az A matrix elsé oszlopa, mig Aé; az A matrix masodik oszlopa. Igy Aé;, Aé;-bol mint
oszlopvektorokbol felépithets az A méatrix.

Az x tengelyre valoé mersleges vetités,

az y tengelyre valé merdleges vetités,

az x = y egyenesre valo merdéleges vetités,
az x tengelyre val6é merdéleges tiikrozés,
az y tengelyre valé meréleges tiikrozés,

az. x = y egyenesre valé merdleges tiikrozés,

)
)
)
)
)
)
g) az origora valo tikrozés,
) az x tengelyre valo vetités, ha a vetités iranya parhuzamos az x = y egyenessel,
) az x tengelyre valo vetités, ha a vetités iranya parhuzamos az x + y = 0 egyenessel,
) an = (cos(30)°,sin(30)°)T vektorra valo meréleges vetités P, métrixa,
) a7 = (cos(30)°,sin(30)°) vektorra valdé merdleges tiikrozeés T,, matrixa.
) 45° fokos elforgatas,

)

30° fokos elforgatas.

4. Legyenek a feladat (x,y,2)7 vektorai az R® Euklideszi vektortérben egy ortonormalt bézisban megadva mint
oszlopvektorok. Szamitsd ki a kovetkezd transzformaciok hatasat az 3 = (1,0,0)Te; = (0,1,0)7 és a 3 =
(0,0,1)T ortonormaélt bazisvektorokra, illetve ird fel a lin.tr. métrixat!

(a) Az y tengelyre valo merdleges vetités,
(b) az z tengelyre valo6 merdleges vetités,

(c) az xy sikra valo meréleges vetités,



az y tengelyre valé meréleges tiikrozés,
az. x = y sikra valé merdleges tiikrozés,
az origora valo tiikkrozés,

az ry sikra valo vetités, ha a vetités iranya parhuzamos a (1,0,1)7 vektorral,

)
)
)
(&)
(h) az x tengelyre valo vetités, ha a vetités irdnya parhuzamos az « + z = 0 sikkal,
) a7 = (cos(30)°,0,sin(30)°) vektorra val6 merdleges vetités,
) a7 = (cos(30)°,0,sin(30)°) vektorra valé merdleges tiikrozés,
) merGleges vetités az « 4+ y + z = 0 sikra,

)

merGleges tiikrozés az x + y + z = 0 sikra.
5. Legyen v = (vq,v9,v3,v4)T. Mennyi A, ha Av az a vektor, amelynek az

(a) i-edik eleme v; szomszédainak (vagy szomszédjanak, ha i 1 vagy 4) az atlaga?

(b) i-edik eleme v; szomszédainak az atlaga, ahol az els6 és az utolso elemeket is szomszédoknak tekintjiik?

(c) Ismételd meg a feladatot abban az esetben, ha a o = (v1,va,v3,v4) és az VA vektorra érvényesek ugyanezek
a feltételek!

6. (Hasonloségi transzformécio) Egy nyulpopulacioban a nyulak mind Szilveszterkor sziilettek, tovabba az egy éves
nyulak 3, mig az ennél idésebbek 4 wjsziilottet sziilnek Szilveszterenként. A populéciét jellemezhetjiik a December
31-én, éppen az 4j nyulak sziiletése el6tt megmert

T
v

o w=(e,p),

e 0= (e,0)

vektorokkal. (Itt e az egyévesek, o az dreg nyulak, mig p a teljes populacio létszamat jellik. Az v, w indexek azt
jelzik, hogy melyik koordinata rendszert hasznaljuk ugyanannak a populacionak a leiraséra.)

(a) Ha a nyulpopuléciot leiré vektorok Ao és Bw lesznek egy év mulva, akkor mennyi
o Aés
e B?

(b) Ha v = Sw, akkor mennyi S ?

(¢) Ha w = R, akkor mennyi R ?

(d) Mi koze van S-nek R-hez?

(e) Mi koze van R-nek és A-nak B-hez?

(f) Mi koze van S-nek és B-nek A-hoz?

e

f

7. Legyen

Mennyi AB — BA+3E ?

8. Legyen
1 0
A_G) _14 (1)> B=1[2 3
1 2

e Mennyi AB —3E ?
e Mennyi BA+3E ?

0.4. Inhomogén lin.tr. (affin tr.)
1. Legyen ¢q(x) = ax +b. Ha ¢qp 0 ¢c.a = ¢c 5, akkor mennyi e és f ?
2. Legyen f(z) = 3z +4, z¢ = 44. Mennyi f™(x¢) 7
3. Legyen f(z) =2 +4, 290 = 6. Mennyi f"(x) ?
4. Legyen f(z)=1.22 — 4. Mennyi f™(99) ?
5. Add meg az
1.2 —4
0 1

matrixnak a A = 1 sajatértékéhez tartozo egyik sajatvektort!



0.5.
1.

Linearitas, bilinearitas, multilinearitas
Legyen ¢ egy linearis transzformécio, tovibbé legyen
() =(1,2.3)", ¢(v2)=(321"
Mennyi ¢ (401 — 502) ?
Legyen ¢ : V x V — R egy olyan szimmetrikus bilinearis lekepézés (fiiggvény), hogy
@ (01,01) =3, ¢(01,02) =4, ¢(v2,02) =T.
Mennyi ¢ (201 + 302,01 — U2) ?
Legyen ¢ : V x V — R egy olyan szimmetrikus bilinearis lekepézés (fliggvény), hogy
¢ (V1,01) =3, & (01,02) = ¢ (V2,01) =4, ¢(Ua,02) =T.

e Mennyi ¢ (01 — 02,01 — U2) ?

o (Koszinusz tétel) Legyen adott egy haromszog, amelynek két oldala V/3 és /7 hosszuak, tovabba a kiozbezart
szogiik koszinusza 4/(1/3 - v/7). Mennyi a harmadik oldal? (Ez nem lesz a zh-ban.)

Legyen ¢ : V x V — R egy olyan antiszimmetrikus bilinearis lekepézés (fiiggvény), hogy ¢ (v1,02) = 13. Mennyi
10} (21_)1 + 309,01 — 1_)2) ?

Legyen ¢ : R? x R? — R3 egy olyan antiszimmetrikus multilinearis lekepézés, hogy
¢ (01, 72) = (1,2,3)", ¢(01,03) = (1,0,0)",  ¢(03,02) = (0,0,3)".
Mennyi ¢ (201 + 30a, 01 — U3) ?
Legyen ¢ : R? x R? x R? — R egy olyan antiszimmetrikus multilinearis leképezés, hogy
¢ (01, 02,03) = 2.

Mennyi ¢ (2171 + 309, 07 — U3, 401 + 2173) ?

. Determinans, inverz matrix

Legyen

_ (1 4 -1_ (* Y
o) =)
Adj meg egy olyan egyenletrendszert, aminek az egyértelmi megoldasa z,y, u, v !

Legyen
1 45
A=13 2 1
11 1

Mennyi (A71)21, ha az indexalds 1-tol kezd6dik? ?

Legyen
A (U2 —/3/2
W32 12 )
Mennyi A= ?
Legyen
/2 0 —/3/2
A= 0 1 0
Vv3/2 0 1/2
Mennyi A=! ?
Mennyi A= ?
Legyen
/2 —V3/2 0
A= 132 1/2 0
0 0 1
Mennyi A~ ?



6. Mennyi

1 2
N
7. Mennyi
1 20
3 40
0 1 1
8. e Mennyi z, ha
1 2 0
3 z 0]=0
01 1

e Legyen -
a=(1,2,0), b=(3,2,0), ¢=(0,1,1).

Mennyi x, ha ezek a vektorok nem alkotnak bazist?

o Legyen -
a=(1,3,07, b=(2,z,1)T, &=(0,0,1)T.

Mennyi x, ha ezek a vektorok nem alkotnak bazist?

9. Mennyi z, ha

1 2 0
3 z z|=0
01 1
10. Mennyi A, ha
1-x 2 |_,
0 1—=X | 7
11. Mennyi A, ha
1-A 2 —0
4 1-Xx | 7

12. Milyen paritasuak a kévetkezs permutéaciok?
1 2 3 1 2 3 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 3 1)’ 3 2 1)’ 3 4 2 1 5)° 4 5 3 2 1

13. Es végtil keresd meg a hibakat a feladatsor megoldasaiban!



