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Chapter 1
Példak

1.1 Kozonséges DE-ek

Az ismeretlen fiiggvények csak egy (tipikusan id6) véltozétdl fiiggenek.

1. Newton III. torvénye: F' = ma, ismeretlen: g(t), a = j—;g.

d? _ dy
L g=F(t,5.%Y).
(a) Mozgds egy V(7)) potencidlis erétérben:

2
55 = —grad(V(@). ahol grad(V) = VV = 0,V......0,,V)"

(b) Keringes a Nap kortl:

‘@\

F= _Ggrav.konst.mNameold .

(c) Egy q toltés mozgasa az A magneses potencidlban:

>

N

2
m%gj =q (jty) x B(y), ahol B =V x A = rot(A) = curl(A).

(d) Csillapitott harmonikus oszcillator:
md—2 =—ky— ai
dtQ y - Y dtyﬂ

ahol az m, k, o pozitiv paraméterek a tomeg, rugdallando, es a csil-

bt . . . ” . dy\ .
lapitdsi egyiitthat6. Ugyanez mint elsérendii DE (ahol v = ¥) :

i ()= (o) = (5 20

2. Radioakiv bomlés:



(a)
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A — 0, (az A anyag elbomlik valami nem sugérzé anyaggd). Egy
nagyon kicsi At id6tartam alatt az a(t) sugdrzé anyagbdl elbomlik
Aa(t)At mennyiség, igy

d
%a(t) = —Ma(t).

Ennek a DE-nek a megolddsa a(t) = e *a(0), igy a felezési id6
Tper =1In(2)/ A

A— B—0.

i)~ (0) - (2 5)6)

Problema 1. e Ennek a feladatnak nagyon konnyid a megolddsa,
ha a(0) = 0,b(0) = 77. Magyardzd meg, hogy miért sokkal ne-
hezebb a feladat, ha a kezdeti feltétel a(0) = 77,b(0) =0 !

e Oldd meg kozelitoleg a feladatot az a(0) = 1,b(0) = 0 kezdeti
feltetel mellett, ha az A es B anyagok felezesi idejei:
a) 1 nap, illetve 1 ev, b) 1 ev, illetve 1 nap.

o Fejezd ki az elozo feladat megoldasat Becquerel-ben, ha a(0) =
1kg, b(0) =0 es az A elem tomegszama 238 !

Egy két dllapoti stochasztikus rendszer (1,2 jeloli az dllapotokat)
egy nagyon kicsi At idGtartam alatt a j allapotbdl az i allapotba
Wi ; At = w;; At valésziniiseggel megy at. Ekkor az allapotok p;
valoszintiségeinek valtozasi sebessége:

d(p\ _ (w21 w2\ (P
dt \p2 wor  —wiz) \p2/

Problema 2. e [rj fel eqy hasonlo egyenletet eqy harom allapotu
rendszerre!

e Interpretald a A — B — () rendszert ilyen modon!

3. Néaany nagyon egyszerit DE megoldasa:

(a)

(b)

()

(d)

Valtozési sebesség = 0, megoldas: konstans.

pr 0, y(t) = konst.

Viltozasi sebesség: v = konst, allandd sebességli mozgas:

Sy=v, y(t) =y(0)+ot

Gyorsulas a = konst, adllandé gyorsulasi mozgas:

d? dy

2 = 0) = = = t) = t+ at®/2.
V= y0) =y, o " y(t) = yo + vt + at*/

d

t
%y=f(t), y(to) =yo, = y(t) =wo+ t f(s)ds.
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(e) Onmagéval aranyosan véaltozé folyamat:

Sy=ay, (1) = y(0).

(f) Harmonikus oszcilldtor:

2
%y =—w?y, = y(t) = Cycos(wt) + Cosin(wt).

(g) Allandé egyiitthatés homogén linedris DE (a,b € R) : A tippunk a
megoldas alakjara y(t) = e
y" +ay +by =0, karakterisztikus egyenlet: \? + a4+ b= 0.
i. Két kiilonbozé valos gyok A1, Aa:
y(t) = CreMt + Cge’\ﬁ,
ii. Két kiilonb6z6 komplex gyok Aj 2 = A £ iw:
y(t) = CePTiwlt 4 e =)t — MK cos(wt) 4+ Ko sin(wt)),
iii. Egy kétszeres valds A :
y(t) = Crer + Cyte .
(h) Szeparébilis DE:

dy—x ﬂzmx ﬂ: x)dx
V= 1@ — = f@ae — [ [ gy

4. Kontrol elmélet, alulhatarozott DE. (Az eddigi DE-k esetén az ismeretlen
fiiggvények es a DE-k szdma mindig megegyezett.)

(a) Egy monocikli (egykerekii bicikli) allapotét az x,y koordindtak &s a
¢ szog irja le.

L a(t) = vlt) cos(6(1), (1) = v(1)sin(6(0)), T o(t) = r(t).

Mennyi lehet v(t) és r(t), ha adott z,y,¢ a t = 0,1 pillanatokban?

(b) Optimalis kontrol: Keresd meg az eléz6 feladat azon megolddsat,
amely minimalizélja az

/1 V2 (t) +r3(t) dt
0

mennyiséget!
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1.2 Parcidlis differenciilegyenletek (PDE)

Jeloles: f, = fo, = fr = 0w, f =01f = 52 f = 2L

Laplace operdtor: A =92 +---+ 92 .

Az ismeretlen fiiggvény tobb valtozdtol fliigg. Ha ezek térbeli koordinatak, akkor
egyensulyi (statikai), ha pedig van a térkoordindtakon kiviil egy id6koordindta
is, akkor evolicids (dinamikai) egyenletekrdl beszéliink.

1. Transzport egyenlet:
(at + vé)z) ¢(tvx) =0, ¢(0,$) = f(x)

Megoldas: ¢(t,z) = f(x — vt), tehdt ¢ id6 alatt az f(x) fliggvény jobbra
tolédik (transzportélédik) vi-vel.

2. Kétdimenziés Poisson egyenlet:
Ap(z1,72) = — (21, 72).

Ez leirja pl. egy sik membran kis deformécidjat f vertikalis erétérben. Ha
f =0 akkor az egyenletet Laplace egyenletnek nevezziik.

3. Kétdimenziés hulldmegyenlet:
AP(t, x1,20) = 6f¢(t,x1,x2).
Ez leirja pl. egy sik membran kis amplitiddju rezgéseit.
4. Kétdimenziés héegyenlet (vagy diffuzids egyenlet):
Ap(t,z1,22) = Opd(t, 21, 22).
Ez leirja pl. egy hévezet6 stk membran hémérsékletének valtozasait.

Néhany hires PDE rendszer:

1. Elektrodinamika, Maxwell egyenletek:

1
V.B=0, VxB=_(4r] +0,E)
VxE=-_19B, V. E = dnp,

C

ahol E, B az elektromos es mégneses térerdsség, illetve p,J a toltés és
aramstiriség.

2. Linedris rugalmassdgtan, izotrép, homogén anyag (nulla els§ Lamé paraméter):

V.o= p@fﬂ, ahol 0;; = % (8ziuj + 8zjui) .

3. Kvantum mechanika, Schroedinger egyenlet (egy m tomegii részecske mozgésa
a V(x) potencidlis erétérben):

ih%\ll(t,f) = (—;mA + V(r)) U(t, 7).
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1.3 Specialis alaku megoldasok

1.3.1 Inhom.lin.DE

Az y’+4y'+5y = 0 homogen DE (csillapitott harmonikus oszcillator) megoldasa
yhom.alt(t) = C’16(72+i)t + 026(727i)t~

Az y"+4y'+5y = f(t) inhom.DE egy partikularis ¢;,, part megoldasa segitsegevel
az altalanos megoldas Yin.qit = Yhom.alt + Yin.part- Nehany specialis f-re az
Yin.part Partikularis megoldas:

1. f(t) polinom
Problema 3. Ha
fit)y=2t>+3t+4, y=At>+Bt+C,

akkor mennyi A, B,C ?

2. f(t) ="
Az y valasz az e®! exponencialis inputra:
1
t) = e, =G(s)e! = G(s)= 51—,
J) =",y =Gls)e ()= 5

3. f(t) = et
Az y frekvencia valasz az f(t) = e'! periodikus (w € R) inputra:

Tw 1 w w
ft)=et = y(t):m'e f=Y(w)e™,

f(t) =cos(wt) = y(t) = |VY(w)]| " cos(wt+ Arg(Y(w)).

Itt Y(w) = G(iw). Ha egy linearis DE valos, akkor egy komplex megoldas valos
es imaginarius reszei szinten megoldjak a DE-t. (Ez nem igaz nemlinearis DE-
ekre.) Az Y(w) frekvencia valasz fuggveny tradicionalis abrazolasi formaja a
Bode diagram:

logyg(w) <> 20 - logyo [V(w)] es logyp(w) <> Arg (Y(w)).

Az utobbi kifejezes a frekvencia "sietese”. (Feladat: Deritsd ki, mi a Nyquist
diagram az esetunkben!)

e LF 171 g |
258

4 5 B 10 0.51 510

ra

Figure 1.1: A Y(w) = (—w?+0.1liw +4) 7! frekvenciavalasza egy alulcsillapitott
oszcillatornak. a) w < |Y(w)], b) log;o(w) < 20 - logyg |V (w)], ¢) logp(w) <
Arg (Y(w)).
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Problema 4. (!!) Ha
y/// _ 4y// 4 53// 4 6y — eiwt, Y= y(w)eiwt’

akkor mennyi Y(w) ¢

1.3.2 Sikhullamok
Linearis egyenletek eseteben lehet a megoldast komplex alakban is keresni. Ha
(0F —16-02) ¢(t,2) =0,  ¢(t,x) = "=,

akkor
(—iw)? —16(ik)> =0 = |w| =4[kl

Az w > 0 megoldasok: (w, k) = (4k, k) es (w, k) = (4K, —k) , ahol k > 0.
¢j0bb(t7 l‘) = eim(z74t)7 ¢bal (t, 1’) = ein(z+4t)'

®jobb €gy 4 sebesseggel jobbra, mig ¢y, egy 4 sebesseggel balra halado hullamot
ir le. (Pl. ¢jop fazisa ugyanugy nulla a (¢,z) = (0,0) pontban, mint a (¢,z) =
(1,4) pontban, tehat a hullam 1 sec. alatt 4 egyseget haladt a pozitiv iranyba.)

Problema 5. (!!) Milyen sebesseggel haladnak a
(07 = O — 12-07) H(t,2) =0, $(t, ) = ' Feh)
egyenlet sikhullam megoldasai jobbra es balra?
Problema 6. Milyen sebesseggel haladnak a
(0F =207 + 0y — 4-02) ,0(t,z,y) =0,  @(t,x) = e'FerThuyeh)

egyenlet sikhullam megoldasai az xy sikon kulonbozo iranyokban? Abrazold a
haladasi sebesseget az irany fugguenyeben!

Problema 7. (!!) Milyen sebesseggel haladnak a
(2 —16A) ¢(t,7) =0,  ¢(t,7) = e'FF—)

egyenlet sikhullam megoldasai?

1.3.3 Valtozok szeparalasa
1. Hoegyenlet, Fourier sorok

Problema 8. (!!) Legyen

8t¢(t7$) = 8§¢(ta .’E), ¢(ta T+ 27T) = ¢(t,$)7 ¢(Oa CU) = f(x)v (11)

ahol f(x) =7, ha x € [1,2], amugy 0 a [—7, 7] intervalum tobbi reszen. Mennyi

o(t,x) ¢
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Megoldas: Keressuk a DE megoldasat faktorizalt alakban:

¢(t,2) =T)X(x) = T'()X(2)=T(t)X"(x)
) _X"x)
- W - X@) v = konst.,

X"z) =X (x) = X(x)=C1eV’" 4 Che V"

¢ periodicitasa miatt

X@x)=X@x+21r) = J=in,n€Z = y=-n

T'(t) = —n2T(t) = T(t)~e "L

Tehat

nT

Vor'

megoldja a DE-t. A linearitas miatt az ilyen tagok lin.kombinacioja is megoldas:

o(t,x) = et n e

nT

;o _n2¢ €
¢(t,1') = ane tﬁ-

nez
A kezdeti feltetel

QS(va) = Z fn%v

nez

tehat a Fourier sorok elmelete (?77) alapjan

inx

~ e 1 T —inz o 1 ? —inx |
fn_<m»f($)>_m/ﬂe f(x)dx—ﬁ/le 7dx

2 _ . .
7 2in n

1:\/5 —in ’

7 e—inm

V21 —in

vagyis
7 672277, _ein 5 einm
t,x) = et
9(t,2) Z V2T —mn V2T

Ha t < 0, akkor a sor nem lesz konvergens, mivel az e~"’t faktorok igen gyorsan

novekednek ahogy n — oco. A megoldas valos, mivel ﬁ = f,n. O

Problema 9. (!!) Oldd meg az elozo problemat a ¢(t,x + 13) = ¢(t,x) period-
icitasi feltetel mellett!

Megoldas:
in2Zx
o(t,x)=e ()% €1 n €7z,
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o(t,a) = 3 fo e () 2

neE”Z

O

Problema 10. Oldd meg az elozo problemat, de most a periodicitas helyett
kossuk ki, hogy ¢(t,0) = ¢(t,13) =0 !

o Ha ¢(t,x) = T(t)sin(vyx), akkor mennyi lehet v es T'(t) ?

e Ird fel a kezdetiertek feladat megoldasat a szinusz transzformacio segit-
segevel!

e Oldd meg uyanezt a problemat, ha ¢(t,0) =4, ¢(¢,13) =5 !

o Mit kellene az eljarason wvaltoztatni a ¢',(t,0) = ¢’ (t,13) = 0 peremfel-
tetelek eseteben?!
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Kalkulus elOismeretek

2.1 Newton-Leibnitz tétel, parcialis integralas

b
/ f(tydt = F(b)% = F(b) — F(a)

b a
%/ﬂ ft)dt = % (F(b) — F(a)) = F'(b) — 0 = f(b)

/ F()g(tydt = F(t)g(t) — / £ty (t) dt.
b b
/ F(0a(t) dt = FHgo)|" / F(b)g (8) dt,

t—+oo t—+oo

/_OO f’(t)g(t)dt:—/_oo FOF @B dt, ha lim f(t)= lim g(t) 0.

2.2 Linearis approximacio6

Linearis kozelités:

flx+ Ax) = f(x) + f(x)Az + hiba(Az) =~ f(z) + f'(x) Az, (2.1)
I hiba(Azx)
Azs30 Ax -
Hibabecslés:

Problema 11. (/) Adott egy f(t) figguény. Négy, egyirdnyba haladd auto
versenyez: F, Lin, Lassu, Gyors. t = 0-kor mindegyik pozicidja es sebessége
f(0), dlletve f'(0). Legyen A = maxscjo,anlf”(s)|. Legyenek az autok pozicidi:

F: f(t)7
Lin: f(0)+ f'(0)t,

11
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Gyors: f(0)+ f'(0)t + ;tz,

Lassu:  f(0)+ f(0)t — %tQ.

Becsiild meg felilrdl |F(t) — Lin(t)|-t!

Megoldas: Lin dlland6 sebességel halad (linedris approximacid), mig F es
Lin mindketten Gyors es Lassu kozott helyezkednek el, mivel Gyors es Lassu
kihasznélja a maximadlisan elérhetd gyorsuldst (vagy Lassi esetében lasstldst).
Tehat

. . 1
|[F(t) = Lin(t)] < |Gyors(t) — Lin(t)| = St*mazco.anlf”(s)]
Tehdat a linedris kozelités (?77) hibédjdra igaz, hogy

|hiba(Az)| < %AQOaxse[Lr_s_Az]|f”(s)| (2.2)

Problema 12. (/!)

a) f(x) =sinz, zg=m/3; b) f(z) =z, 0=09;
¢) flx)=1/z, xo=2;
Ird fel f-nek a linedris f(zo+Ax) ~ Ty (xo+Az) = f(xo)+f (xo) Az kizelitését,
ha Ax = 0.1 ! Mennyi maz,c(zy,z0+0a)|f"(2)| ¢ Adj felsd korldtot a kizelités
|hiba(Az)| = |f(zo + Az) — Ti (o + Ax)| hibdjdrd!
Megoldas:
a) sin(m/3 4+ 0.1) = sin(7w/3) + cos(7/3) - 0.1 + hiba(0.1)
. 1
[hiba(0.1)] < §Ax2maxze[x07x0+Ax]|f”(z)|

1 1
= 50.12maxz€[ﬂ/3,,r/3+0_1]|cos(z)\ < 50.12 -1

c) 1/(240.1) = 1/2 —1/2*- 0.1 + hiba(0.1)

. 1
[hiba(0.1)] < §Ax2maxze[m07mo+é‘z] lF"(2)]

1

1
20.12maxze[2’2+0_1]|2/z3| = 50.12 -2/8

Okélszabély:
1
F e+ A2) = f(2)] = hiba(A2)] ~ 5 A2 [ (@)

Egy példa, amikor ez az eljaras nem alkalmazhaté: Mennyi az f(z) = |z|°

fliggvény linedris approximaciéja z = 0 kortl? Mennyi a kozelités hibdja?
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Egy kissé matematikusabb bizonyitdsa (??)-nak ezen alapulhatna:

=10+ [ roas=s0+ [ (ror+ [ Fwa) i

= £(0) +f’(0)t+/0t (/O £(w) du) ds

t s
< 10+ PO+ maseoal "] [ ([ 1) as

= £(0) + f/(0)t + %t2maxu€[07t]\f”(u)|

2.3 Tobbvaltozoés linearis approximacio
Lineéris kozelités:
fler+ Azy, 0 + Axg) = f(x1, 22) + fo, (21, 22) A2t + [, (21, 22) Ao,

4ltaldnosabban:

fla+Ar)~ f(T)+ Z f1(@) A

2.4 Taylor sor

" (3)
F(@) = F(0) + f/(0)z + L 2(!0) I 3!(0) P
f(x+ Az) = f(z) + f'(z)Az + ”2@ Aa? 4 (3;,(9”) Az + ...,

ami formélisan felirhaté mint:
flz+ Az) = [(1 + Az, + %Azztﬁ +.. > f] (z) = [eAw“”f] (z),
ahol e? ”defificiéja” valamilyen A operdtor esetében:
eA=1+A+%A2+-~- .

Ha az A operator nem "korldtos” (sajnos 0, ilyen), akkor a konvergencia kérdése
a sorfejtésnél eléggé komplikalt.

Problema 13. Ird fel a kdvetkezd figguények Taylor sordt az x = xg pont kordl!

a) €%, g =0; b) sin(3z), xg = 0; ¢) log(z), zo = 1;
1 1
A g 0=0 € 57 %=
Megoldas:
32 2 33 3 9 2 9 3
a) 1+31:+T:'C+37T+O(m4):1+3z+%+%+0(x4)
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3343 3525 3727 913 81x° 24357
b) 3z — - O (%) =3z — —
)z =t 7 TOE) =8-S+~
1 1

) (@—1)= 3@ =1+ (o~ 1~ 1z~ 1*+0 (@@~ 1)°)

d) 1+z+a2>+2°+2"+ 0 (a°)
e) 1—2*+2"—2°4+ 0 (2)

+0 (mg)
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Kozonséges DE, numerikus
megoldas, geometriai
interpretcio

3.1 Evoluciés DE-k, geometria

y/(t) = f(y(t)?t))7 %y = f(yvt)a y/ = f(yvt)'
Pl.
y'(t) =2t +y(t)
Ha a megolddsgorbe r(t) = (t,y(t)) dtmegy (pl.) a (¢t,y) = (2,3) ponton,

akkor az y meredeksége ebben a pontban ' = 2-243 =7, vagyis az r(t) gorbe
irdnyvektora a (t,y) = (2,3) pontban: v = (1,2-243) = (1,7).

8Y
6 A
4 /
, :
172 1.4 1618 2.02224 !

Figure 3.1: Az 3 = 2t + y(t) DE y(2) = 3 kezdeti feltételt kielégitd
megolddsgorbéje.  (Az érintévektor a (2,3) pontban 0.5 skélafaktorral van
abrézolva.)

Tehat egy adott ponton athaladd megoldasgorbe érintévektora egy vektort
rendel az adott ponthoz. Ezt "minden” pontban elvégezve egy vektormezot
kapunk. A DE sebességmezdje és az altaldnos megolddsok gorbeserege:

15
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...........

ffffffffff

...........

(5]

t

a
1.0 1.5 2.0 25 12 14 16 1B 280 22 24

Figure 3.2: Az y' = 2t + y(¢t) DE sebességmezdje és az dltaldnos megolddsok
gorbeserege.

3.2 Magasabb rendi DE-k

Egy magasabb rendii derivaltakat tartalmazé DE atirhaté elsérendi DE rendsz-
erre. Legalabbis akkor, ha legmagasabb rendi derivalt kifejezheté alacsonyab-
brendtiekkel (kvézilinearis DE):

Problema 14. (!!) Ird dt a kivetkez6 egyenleteket elsérendd DE rendszerre!

d2 !/
o) y'=—y =2 b y'=yts o 5 (yl> = (yl y2>

Y2 Yau1
Megoldas:
d d (Y v
a‘) — (¥ = Y 5 b) — v = a ;
dx \v —v — 2y dz a S
1 U1
d | v _ V1 =92
) dz | v2 | V2
V2 V2Y1

Az explicit id6fliggéstél is meg lehet szabadulni:

Problema 15. (!!) Ird dt a kovetkezd DE-ket idéfiggetlen DE rendszerré!

d
a) y = zy’ + x; b) ¥y =x—y; c) I (yl) = (Iyl * y2>

Y2 Y1y2 +
Megoldas:
d (y\ _ (sy*+s). d (y\ _(s—y
a)d:p(s)_( 1 ’ b)%s_ 1
d [N SY1 + Y2
c) ol RN Yiy2 + 8
XL
s 1
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3.3 Numerikus megoldas

3.3.1 Euler (poligon) médszer
Adott y(to) = yo, ¥'(t) = f(y,t), ekkor

y(to + At) = yo + f(yo, to) At.

Pszeudokdd :

input yo,to, AL, f, T
Yold < Yo
t <+ to
repeat
Ynew < Yold + [ (Yora, t) At
Yold < Ynew
t—t+ At
if(t > T) then break

end loop

output "y(T) =" Yoia

Pl: ¥ =y/2, y(0) = 1. Mennyi y(0.5) ?
t Y y’ y-pontos hiba
0. 1. 0.5 1. 0.
0.1 1.05 0.525 1.05127  —0.0012711
0.2 1.1025 0.55125 1.10517 —0.00267092
0.3 1.15763 0.578813 1.16183  —0.00420924
0.4 1.21551 0.607753 1.2214 —0.00589651
0.5 1.27628 0.638141 1.28403 —0.00774385

Itt (pl.) »(0.3) = y(0.2) + 0.1-(0.2)/2 = 1.1025 + 0.1 - 1.1025/2 = 1.15763.
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Grafikusan ugyanez: y' =y, y(0) =1, At =1/3.

y

2.5

2.0¢ A A

1.5¢

02 04 06 08 L0
Figure 3.3: Az y(t)’ = y(t), y(0) = 1 DE kozelit6 és pontos megolddsa, ahol
At =1/3.
Problema 16. (!!) Alkalmazd az Euler mddszert az y'(t) = 2y(t), y(0) = 4 DE
megolddsdra!
Megoldas: Legyen y,, = y(nAt), yo = y(0) =4,

Ynt1 = Y(nAt + At) = y(nAt) + 2y(nAt)At = (1 + 2A¢) -y,

tehat y, =4 - (1 + 2A¢t)"yo.
Ha At — 0, akkor

y(T) = (1+2A0)T/20) — 2T .4,
tehat reprodukaltuk a pontos y(t) = 4 - €2! megold4st. O

Problema 17. (!!) Alkalmazd az Euler mddszert az y'(t) = 3y(t)—6, y(0) =77
DE megoldasdra!

Megoldas: Legyen y,, = y(nAt), yo = y(0) = 77,

Ynt+1 = Y(nAtL + At) = y(nAt) + (3y(nAt) — 6)At
= (1 + 3At)y, — 6At,

vagyis ha ki tudjuk szamitani az
Tpt1l = aTy +b

rekuriv sorozat altaldnos tagjat, akkor meg tudjuk oldani a problémat. O

3.3.2 Inhomogén geometriai sorozatok
1. Szamtani sor:

Tpt1 =Tp +d, = x, =x0+ nd.

2. Mértani sor:
n
Tptl = qTp, =—> Tp =q" Xp.

3. A nekiink szlikséges eset: z,41 = qx, + d. Ezt a kivetkezd szekcioban
targyaljuk.
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3.4 Euler mddszer hibaja, inhomogén geometriai
sorozatok

3.4.1 Inhomogén geometriai sorozatok

Legyen x,1 = ax, + b= f(x,). Ha adott z¢, mennyi z,?
Linearizalas a fixpont koriil: Vegyiik a kovetke6o diszkrét idejii di-
namikai rendszert amit az f : x — f(z) figgvény general:

w0, 1= f(20), x2 = f(21) = f(f(20)) = [2(w0), -+  Tnp1 = fan),. ..
Fixpont, egyensilyi allapot x f;,:
f(xfiz) = I fiz-
Esetiinkben
f(@fia) = @iz +b=2pix = Tpiz =
Vezessiink be uj valtozét: Az = = — x4, Ekkor
Az, = alAxy,,
vagyis megszabadultunk az inhomogén tagtol. Tehat
Tp = a" (X0 — Tfiz) + T iz

Problema 18. (!!) Beteszek a bankba 777000 Forintot. Kapok 5% kamatot, de
évente levonnak 800 Forint kezelései kéltséget. Mennyi pénzem lesz n év utdn?

Megoldas: Fixpont: (14 0.05) - iz — 300 = zfip, = Zjip = 6000.
Tehat 6000 forint nem kamatozik semmit, csak éppen fedezi a kezelési koltséget.
Viszont az ezen feliili dsszegre megkapom az 5% kamatot, tehat

x, = 1.05™ - (777000 — 6000) + 6000.

Homogén koordinatak

Egy inhomogén linedris (mds széval affin) transzformdcié elcserélhetd egy ho-
mogén linearis transzformaéciora eggyel 6obb dimenzidban.

e = (0)=(07) =6 ) 0)=0)

Tehat az a kérdés, hogy mennyi
nf®
4 (1> |

Ez a kérdés megvalaszlohaté A sajatvektorainak es sajatértékeinek ismeretében.
Most csak az elfajult a = 1 esetet kezeljiik:

62 =16 )6 o)l
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n 2
1 0 n\ (0 b n\ (0 b 1 nd
@) (@ )G o)+ )
2
0 b
e

(m+y)"=x"+<

66 o)

kifejezésre, mert a két tag a zdrdjelben kommutalt (felcserélhetéek a matrixszorzas
szempontjabdl) egymassal. Tehat

1 b\" (zo (1 nb\ (x0\ _[x0+nb
0 1 1) \0 1 1) 1
3.4.2 Az Euler mdédszer hibjja

Az Euler médszer hibéja két forrdsbol szarmazik. Legyen

y'(t) = f(t,y(t), y(0) = yo,
Yn+1 = Yn + f(n : Atv yn)Aty
hiba,, = |yn — y(n - At)]

mivel

Itt a binomialis tétel
)xn—ly_i_._._"_yn

azért volt alkalmazhato a

2.5

2.0t P

1.5¢

-

e
02 04 06 08 10

Figure 3.4: Az y(t)" = y(t), y(0) = 1 DE kozelitd és pontos megolddsa, ahol
At =1/3.

t = 0..1/3 kozott a hibat a linedris kozelités hibdja okozza. Viszont utdna, pl.
t = 1/3-kor maér eleve rossz helyen szédmoljuk ki a sebességet, hiszen f(1/3,y)-ot
hasznéljuk a pontos f(1/3,y(1/3)) értek helyett.

Tételezziik fel, hogy

o ly'(t) < K,
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o [f(t,y1) — f(t,y2)| < Lly1 —y2| (Lipschitz-feltétel)
valamilyen K, L konstansokra. Ekkor
. . K , .
hibay, 11 < hiba, + EAt + (L - hibay,) At, (3.1)
hiszen a linedris kozelités maximum K /2 - At? hibdt okozhat, mig az f sebesség

értékében a hiba maximum L-hiba,, lehet a t = nAt pillanantban. A legrosszabb
esetben egyenldség &ll fenn (?77?)-ben. Legyen

K
ho =0, hpi1=h,+ EAtQ + (L - hibay,) At,

ekkor
KAt?/2 KAt? /2
hp = (1+ LA™ (0 —
(1+ )<O 1—a+LAﬂ> 1— (1+ LAY
, KAt
=[(1 | ey
(14 LA™ —1] 5T

h., fels6 korldtot ad az |y, — y(nAt)| hibira.

Nézziik meg, hogy viselkedik hr/a;, ha At — 0, vagyis mennyi a felsd
korldtunk y(7') numerikus approximécidjanak a hibdjars.
KAt KAt

5T (e’ —1) —=—, ha At=~0.

T/At
(1+ LAt) q o

Ha T viszonylag kicsi, ez a kifejezés nagyjabdl KT At/2, vagyis a hiba a T idével
adanyosan novekedhet, mivel a linearis approximécio egyes lépésekben elkovetett
hibdja felhalmozodik. Ha T elég nagy, akkor az elT faktor domindl, vagyis a
hiba exponencidlisan névekedhet. Itt mar a hibat nem annyira a lin.approx.
hib&dja okozza, mint az, hogy eleve rossz helyen szdmoljuk ki f értéket.

3.4.3 Heun modszer

Adott y(to) = yo, ¥'(t) = f(t,y), ekkor az Euler médszer jéslata:

y(to + At) = yo + f(to,yo)At.

Itt feltettiik, hogy a sebesség a [to, to + At] intervallumon végig f (o, yo). Ennél
jobb lenne, ha a sebességnek az intervallum két végponjaban mért értékeinek
az atlagdt haszndlndnk. Sajnos nem tudjuk pontosan, hogy mennyi y'(to +
At,y(to + At)), viszont haszndlhatjuk az Euler mddszer joslatdt y(to + At)
kiszamitasara:

kl = f(yOatO)a
ky = f(to 4+ At,yo + f(to,yo)At),

1
y(to + At) =yo + 5(]61 + kz)At.

Problema 19. (!!) Alkalmazd az Euler, illetve a Heun mddszert a kévetkezd
DE-ekre Ax = 0.1 lépéskozzel az y(2) = 3 kezdeti feltétel mellett!

a) Y =flzy)=z—y; b))y =2—y%
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Végezd el ugyanezt az
d (1 Y2 d (v Y1 — Yo
C)dx<m> (—w ’ )dx Y2 yi+o

egyenletekre az vi(2) = 2 kezdeti feltétel mellett!
y2(2) 3
Mit josolnak ezek a mddszerek y(2.1)-re?
Megoldas:

a) Euler: y(21)~y(2)+(2-3)-01=3+(-1)-0.1 =2.9,
Heun: ki = f(2,3)=2—-3=—1, ko= f(21,29)=21-29=-08,

1 1
y(21) # y(2) + 5 (ki +k2) 01 =3+ (=1~ 0.8)-0.1.

Részletesebb diszkusszié: Kollar: Numerikus modszerek

3.4.4 A megoldas Taylor sora

Az Euler médszer az
y(t + At) = y(t) +y' () At = y(t) + f(t,y(t))At

becslést haszndlja, ami nem més mint az elsérendli Taylor kozelitése y-nak ¢
kortl. Magasabbrendii kozelitések nyilvan pontosabb eredményt adnénak.

y"(0)

2
TAt + ...

y(t+ At) = y(0) + ¢/ (0)At +
Egy kezdetiértek y(0) = yo feladatban:
y(0) =vo,  ¥'(0) = f(0,0),

viszont mennyi y”(0) ? Altaldnossaban, a kétvaltozés G(t,y) fiiggvenyre

d 0 0
g6t = | (5415 ) 6] o,
y”—(gtJrf;y)f,
AW LAY
v (G ) = (G 05) o

a 8 n—1
m_ (0,0
y (8t+f8y> I

tehét

Problema 20. (/!)
a) y' =flty)=t—y; b))y =fty) =y +yt;

Mennyi y" es v ¢ Ird fel y harmadrendd Taylor polinomjét az t = 1 pont
kordl, ha y(1) =51


http://optics.szfki.kfki.hu/~bkollar/teaching/matmodsz2012/numerikus.pdf
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Megoldas:
a)

y(1) =5, y'(1)=1-5=—4,
y't)=(t—yi+ -y Et-y,=1-t+y y'(1)=5,
'O =0 —t+yi+ -y -Q-t+y),=-1+t—y, y"(1)=-5,

5 -5
y(1+ At) =5 — 4At + 5At2 + ?At?’

y(1) =5, ¥'(1) =30,
y'(t) = y(t +y)(t +2y) +y, y"(1) =335,
y"(t) =y (* + Ty + 3t (4y° + 1) + 6y° + 4y) , v (1) = 5545,

335 5545

y(1+ At) ~ 5+ 30At + 7A152 + TAt?’

O
Sajnos az magasabbrend(i y(™) derivaltak tipikdsan egyre bonyulultabbak
lesznek, igy sok esetben ez nem egy praktikus médszer numerikus szamitasokhoz.

3.5 Megoldas létezése, egyértelmiisége

Tetel 1. Legyen adott azy'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo diff.egy., ahol a kétvéltozds
[ figguény folytonos. Ekkor létezik olyan § > 0 szam, es olyan, a (to — J,to+0)
intevallumon értelmezett y fligguény, ami megoldja a differencialegyenletiinket.

1. Nincs mindig globalis, barmely t-re értelmezett megoldas:

1

y/(t) - yz(t)a y(O) =5 = y(t) = 7m,

de a kapott fiiggvény csak az (—oo,1/5) intervallumon oldja meg a DE-
t. Itt a Lipschitz-feléetel a y(0) = 5 kezdeti feltételnek csak egy véges
kornyezetében teljestil.

2. A megoldas nem feltetlentil egyértelmii: Az y' = 3\3/372 DE-t megoldaak
az y(t) = (t — C)3 fiiggvények, de szintén megoldas pl. a kovetkezd 7
fliggvény:

t3 ha ¢t<0
y=<0 ha 0<t<2
(t—2)3 ha 2<t
(A 2 helyére itt barmilyen pozitiv sdamot irhatndnk.) Itt a Lipschitz-

feltétel a y(to) = 0 kezdeti feltételnek semmilyen véges kornyezetében sem
teljestl.
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8 1.0
B 0.5

| 1 o 3
: 0.5

1.0=0.8-06-0.4-0.2 0204 1.0

Figure 3.5: a) Az 3 = y% y(0) = 5 DE megolddsa csak ¢t = 0.2-ig van
értelmezve. b) A y' = 3{/y?, y(—1) = —1 DE megoldédsa nem egyertelmfi.

Problema 21. (!!) Oldd meg a kovetkezé DE-ket az y(0) = 1 kezdeti feltétel
mellett, vizsgdld meg a megolddsok egyertelmiiségét, illetve hatdrozd meg, hogy
milyen intervalumon vannak azok értelmezve!

Magyardzd meg o felmerild problémékat!

a)y' =y, b y=y oy =2y,
Megoldas:

a: y=ce te (—00,00),

1
b: y:ﬁ,te(—oo,l/?)),
(t+1)2 ha t > —1,
¢ y=40, ha C<t< -1

—(t+0)?, hat<C



Chapter 4
Linearizacio

4.1 Egydimenzio, kvalitativ viselkedes

Példa 1. Legyen adott az kovetkezd idéfiiggetlen DE:

d

¥ =T =3y(1 —y) =3y - 3¢".

Ha a kezdeti feltétel y(0) = 0, akkor a megoldds y(t) = 0 = konst., vagyis
Yriz = 0 egyensilyi dllapot, fizpont. Ha y ~ 0, akkor f(y) =~ 3y (mivel ekkor
| — 3y2| < [3y|) , vagyis kézelitbleg

d
—y~3-
dty Y,

ahol 3 = dj;(;/) y=0" Tehdt a fizpont koril az eredeti nemlinedris DE-t elcserélhetjik
y:

eqy homogén linedris DE-re!
4.1.1 Linearizacio a fixpont korul

Legyen adott az %y = f(y) idofuggetlen DE. Legyen y;; a DE-hez tartozo
dinamikai rendszer fixpontja, egyensulyi allapota, vagyis legyen f(ysiz) = 0.
Vezessuk be az uj Ay =y — yrie uj valtozot. Ekkor % = %, tehat

d dy
%Ay = = FWrin + AY) = FWrin) + £ (Wria) Ay = ' (yrin) Ay.
Ay = [ ()
dt Y= Yriz)AY
homogen linearis DE az eredeti nemlinearis DE linearizacioja az yy, fixpont
korul. (Itt f' = %)

25
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Figure 4.1: Az uj Ay = y — Yy, koordinatarendszerben az eredeti % = f(y)

DE-t a linearizalt % = f'(yriz)Ay verzioval kozelithetjuk.
4.1.2 Kbvalitativ viselkedes
=1 ()

L

Yfiz dammmammamamamammmmmamns

Figure 4.2: Az idofuggetlen % = f(y) DE vektormezoje es megoldasgorbei.

Problema 22. (!!) Rajzold le azy' = f(y) DE iranymezojet es a megoldasgor-
beit! Keresd meg a DE fixpontjait es ird fel a fixponttol valo elteresre vonatkozo
DE linearizalt alakjat! Vizsgald meg a fizpontok stabilitasat!
a)y =1, b y=y oy=-y d)y=y+l
o)y =-1+y*,  fly=yl-y), 9 y=yl-y+y).

Megoldas:
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%y =fy) =yl —y)(L+y) = +y—¢°.

f'(y) = 4 f(y) = 1= 3y A fixpontok (vagyis f(y) gyokei):

y1=0, f'n) =f0)=1-3-0>=1>0,
Y2 = la f/(l) =-2< Oa
ys=—-1, f'(-1)=-2<0.

/' elojele alapjan az y1, y2, ys fixpontok stabilitasa: instabil, stabil, stabil.
A linearizalt egyenletek a fixpontok korul:

d

d
&(y —-0) *%Ayl =1 Ay,
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Figure 4.6: g) v = y(1 —y)(1 +y)

d d

S (y—1)=—Ayy=—2-A

dt(y ) dr Y2 Y2,
d d
Zy—(=1))=—Ay; = -2-A
W= (=1) =—Ays Y3,

Legyen y(t) az y(0) = 0.7, %y = f(y) kezdetiertek problema megoldasa.
Ekkor
lim y(t) =1, lim y(t) = 0.

t—o00 t——o0

Ha a kezdeti feltetel y(0) = —0.7, akkor pedig

lim y(t) = -1, lim y(t) = 0.

t—o00 t——o0o

Reszletesebben errol a temarol: Karsai: DE modellek

4.2 Tobbdimenzio

4.2.1 Kbvalitative viselkedes ket dimenzioban

Tegyuk fel, hogy egy sima idofuggetlen DE-nek a P = %(0) pontbol kiindulo
megoldasa egy korlatos regioban marad. Ekkor az t — g(t) trajektoria harom-
felekeppen viselkedhet:

e Ha P fixpontja a DE-nek, akkor a trajektoria az egyetlen P pontbol all.
e A trajektoria egy mashol levo fixponthoz konvergal.

e A trajektoria egy hatarciklushoz konvergal. (Vagyis letezik olyan peri-
odikus nem konstans 7 : t — R? fuggveny, hogy lim; . |7(t) — 7(t)| = 0.

Tobbe-kevesse ez a tartalma a Poincare-Bendixson tetelnek.


http://www.mathmodel.szote.u-szeged.hu/user/karsai/math/courses/jegyzet-magyar/Chapter-8.pdf
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P= Fuced point

Fixed point i i i

Figure 4.7: A Poincare-Bendixson tetel illusztracioja.

4.2.2 Kvalitative viselkedes magasabb dimenzioban

Kaosz: Itt mar nagyon bonyolult, kaotikus viselkedes is elofordulhat. Ennek
talan legegyszerubb peldaja a haromdimenzios Lorenz-egyenlet.

Figure 4.8: A kovetkezo kezdetiertek problema megoldasa: 2/ = —3(z—y),y’ =
—xz 4+ 2652 —y,2 = xzy — z,2(0) = 2(0) = 0,y(0) = 1. Az elso abra a
F(t) = (z(t),y(t),z(t))T trajektoria abrazolasa, mig a masodik lerajzolja az
x,y, z komponensek idofuggeset.

Hoszzutavon a megoldas kaotikusan oszcillal az elso abra ”"nyolcasa” ket fele
kozott. Hogyan tudnank jellemezni a megoldas kaotikussagat? Ennek egyik
meroszama a (maxnnahs) Lyapunov exponens.

Legyen a dty = f(9), 9(0) = 7o DE partikularis megoldasa Y (¢, ). Ekkor
a maximalis Lyapunov exponens definicioja:

N b max L L Y (E90) = Y(E 50 +0y(0))|
SR O 10y(0)]

Ennek a kisse komplikalt kifejezes motivacioja az, hogy ha f(y) = ay, akkor
ennek a kifejezesnek az erteke pontosan a. Vagyis a Lyapunov exponens felugyeli
a kozeli trajektoriak exponencialis tavolodasat. Ha 3’ = ay, akkor

y(0)=yo = y(t) = ey(0),
g0)=wo+0yo = y(t) = e (y(0) + dyo),
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[5(t) — y(®)] = " |0yol,

. . 1. [e™dyol
lim lim - =
t—00 §y(0)—0 t |0yo]

Oldjuk meg a Lorenz-egyenletet az eredeti (z,%,2)7(0) = (0,1,0), illetve a
(z,9,2)T(0) = (0,1,1075) kezdeti feltetelek mellett. Abrazoljuk a ket trajekto-
ria tavolsagat es ennek a logaritmusat ¢ fuggvenyeben!

1
-3’:-"
25 F
o0k
15¢
10F
5E

10 30 40 B0

18]

Figure 4.9: Mi tortenik a trajektoriakkal, ha egy kicsit megvaltoztatjuk a
kezdeti feltetelt: (z(0) = 0) — (2(0) = 1075). ? Az elso abra a ket trajektoria
tavolsagat mutatja t fuggvenyeben, ez gyakorlatilag 0 az elso abran, ha t €
[0,20]. Viszont ¢ = 30 utan mar semmi korrelacio sincs (nagyon messze vannak
egymastol) a ket trajektoria kozott. A Lyapunov exponens a kozeli trajektoriak
exponencialis tavolodasat meri, ez a masodik abra atlagos meredekseget jelenti
a (mondjuk) t € [0, 20] idointervallumban.

Problema 23. Tegyuk fel, hogy erre a Lorenz egyenletre a kezdeti erteket 1011
pontossaggal ismerjuk. Korulbelul milyen t ertekekre tudunk megbizhato elorte-
jelzest adni?

Problema 24. A Lyapunov exponens fugghet a kezdeti ertektol, nem csak a
differencialegyenlettol. Van-e ilyen fugges esetunkben?

Problema 25. Mennyi a Lyapunov exponens a Lotka-Volterra egyenlet es-
eteben?

Problema 26. Probald megmagyarazni, hogy mit jelent a max o Lyapunov
exponens nem egeszen preciz definiciojaban!

4.2.3 Gradiens aramlas:

A
d

= —grad(V(7))

DE megoldasgorbeinek a viselkedeset viszonylag konnyu megerteni, hiszen a
trajektoriak a V(g) fuggveny kritikus pontjaihoz konvergalnak. A legtobb tra-
jektoria V' lokalis minimumaihoz tart.
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10 =05 00 058 10

Figure 4.10: A V(y1,92) = yi — y7 + y5 + 0.5y1y2 fuggveny gradiens aramlata.
V' a szintvonalaival lett abrazolva.

4.3 Stabilitas

Legyen 5 = f(7), f(ifia) =0
1. Az §y, egyensulyi allapotot Lyapunov stabilnak nevezzuk, ha barmely e >
0-hoz letezik olyan § > 0, hogy ha |§(0) — §riz| < 9, akkor |§(t) — Griz| < €
barmely ¢ > O-ra.
2. Az Yy, egyensulyi allapotot aszimptotikusan stabilnak nevezzuk, ha letezik

olyan ¢ > 0, hogy ha |§(0) — ¥fiz| < J, akkor lims_, o |§(t) — Yfiz| = 0.

Pl. a csillapitatlan harmonikus oszcillator Lyapunov stabil de nem aszimp-
totikusan stabil, mig a csillapitott harmonikus oszcillator Lyapunov es aszimp-
totikusan stabil.

Tetel 2. Tegyuk fel, hogy letezik olyan, az §rix egyensulyi allapotot egy ko-
rnyezeteben definialt V (§) fuggueny, hogy a kovetkezok teljesulnek:

5. 4y (y(t)) < 0.

Ekkor §tix aszimptotikusan stabil. Ha az utolso feltetelben megengedjuk az
egyenloseget is, akkor csak a gyengebb, Lyapunov fele stabilitas kovetkezik.

Problema 27. Csillapitott harmonikus oszcillator:

i) W)0)

ahol a rugoalland k > 0, mig a csillapitas a > 0. Mutasd meg, hogy az energia
fuggveny
H _ 1 2 k 2
(y.p) = 50" + 5y
kielegiti a tetel felteteleit! Vizsgald meg az o = 0 esetet is! Mit modhatunk ez
alapjan a fizpont 0 stabilitasarol?



32 CHAPTER 4. LINEARIZACIO

Problema 28. Anharmonikus oszcillator: Legyen

L, 1, 4 oW 4 _on
2¥ T ¥ at’ oy’ dty_(?p'

1
H(y,p) = 5p° =
Mutasd meg, hogy %H = 0 (ehhez nem kell kihasznalnod H aktualis formajat,
eleg az utolso ket egyenlet)! Keresd meg a DE fixpontjait. Mely fizpontokban
lehet H-t felhasznalni a fixpont stabilitasanak a bizonyitasara?

4.3.1 Linearizacio a fixpont korul

Legyen adott az %g = f(y) idofuggetlen DE. Legyen Z a DE-hez tartozo di-
namikai rendszer fixpontja, egyensulyi allapota, vagyis legyen f(Z) = 0. Vezes-
suk be az uj Ay = gy — z uj valtozot. Ekkor

d— d _
%Ayfay
tehat
d_ - J— — of of
2By == [(z+4y) f(”;@yiw i Zayﬂgzz vi
A

d—— of
%Ay = zz: o _7Ayi

homogen linearis DE az eredeti nemlinearis DE linearizacioja a Zz fixpont korul.
A Jac= g—; matrixot az f fuggveny Jacobi matrixanak hivjuk.

4.3.2 Ugyanez ketdimenzioban
ﬂ <y1> _ (fl(y17y2)>
dt \y2 fo(y1,92) )

=(2) ma (20)=(6)
Legyen Ay = j — z. Ekkor
A N (b vetrve)
~ (o Gt (e Oan) = (G ) (Sn)-

Tehat, ha
% %
Oy1 Oy

akkor a linearizalt egyenlet

d__ .
— Ay = z) Ay.
o y = Jac(z) Ay



4.3. STABILITAS 33

Problema 29. (!!) Keresd meg a Lotka-Volterra (vagy ragadozo-zsakmany)
DE fizpontjait es a linearizalt egyenleteket!

a (yl _ ([ 2y — e
dt \y2 —y2 +y192/2)
Megoldas:

1. Fixpontok:

2y1 —y1y2 =0 {0 _ (2
—y2 +Y1y2/2 =0 — =\ vagsy B =\2)-

2. Jacobi matrix:

Jac = ( 9y, (2y1 — y1y2) 0y, (2y1 — Y1y2) )
Oy, (—y2 +y1y2/2) Oy, (—y2 + Y1y2/2)

_ (2= —y1

B <y2/2 —1+y1/2)
3. Tehat

Jac(z4) = ((2) _01) Jac(zp) = (2 02).

A linearizalt egyenletek:

_—_ d y1—0 —ii— 2 O Ayl
- dt<y20>_thy_(0 1) (Ayz ’
- . i yl—O _if_ 0 -2 Ayl
ZB: dt<y20)—thy—<1 O)(Ayg .

A DE vektormezeje es megoldasgorbei:

T
4F - - m_wow W W W o o S o "o
........... A V] [ T —
-, w_ W™ [ '.*;_,', - R s g S -
............. -~ [l — b B
It " — A i Ry T . b
F

p 4 ., 4 "
! i \
2k X v o O ETe i 1 AL 1
- | 4 1 o, 1)
INEARRARR 5 o o ‘
i i g oL FE
) -—
r 1 3 " — et
........ 1 " - -
1F B L " = E
I ! 1 — = e -
- i -— o
.......... - 1 e .
oF e | o e __'._"._‘,_,_—,_
1 L 1 L P L L 1 L 1 L
1] 1 2 i 4 1] 1 2 3 4

Figure 4.11: Lotka-Volterra DE. A fixpontok helyei: 1. z4 = (0,0)7, vagyis
nulla ragadozo, nulla zsakmany, 2. Za = (2,2)7, a nemtrivialis egyensulyi
allapot.

Problema 30. (!!/) Keresd meg az inga mozgasat leiro ¢ (t) = —sin(¢(t)) DE
elsorendo variansanak fixpontjait es a linearizalt egyenleteket!
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Megoldas:

1. Fixpontok:

w=20 _ (0 __(m
—sin(¢):0 - A = 0 vagy zp = E

2. Jacobi matrix:

Jac = (8¢(—8¢S);;1(¢)) 8w(—8:§1(¢))> N (- C(?S(aﬁ) (1))

Jac(za) = (_01 é) Jac(zg) (? é)

A linearizalt egyenletek:

o d(¢—0\ _d [A¢) [0 1\ [A¢
wa(C)=a (3= o) (&)
_d(p—7\ _d (Ag) (0 1\ [A¢
B ﬁ(w—())_E(Aw)_G O>(Aw>’

A DE vektormezeje es megoldasgorbei:

3. Tehat

o N B I N LR e S B U
Bl A R P a _ ]
S o T R [ ===

af B e e e 21 _’-{J’:’;.— — H

JF = S S R [ a3 e

[ i e N gy

A S A T T U N N A i /',;//,":_:-_-:':‘\\"\\.\‘\,‘ — //

R i e /I:,rxy,_.\“‘\\;‘\\zk /’/5/

- s L = !

; § o LU T | R B 0_ ,fil'.‘lflﬁ/'/-\.\"']]]\ f‘lrl"
b [ T F i | t B

L R | 4! |

LR R I R T 3 \\I\\\\t\‘—i/f‘//'j \\\_‘\
LA I BN\ N
I e G RN, \\\Q‘;:E'—”/‘/,// -L\QQ}H
R T o it o o = SR Fo- :&:Q
B T et el A A e ] 2F ::"\{‘ ]

e il il i e e S e S S [ :“-E
BT B K BT S S e et e S B S 3: ::'-»:_: 1
1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 1
2 1 0 1 2 3 4 5 -2 4 5

Figure 4.12: Egy inga mozgasanak a fazisportreja. (¢,w)? = (0,0)7 a (Lya-
punov) stabil egensulyi allapot, mig (¢,w)? = (7,0)7 egy insabil fixpont.

Problema 31. " = y—v3. Legyen p =y'. Mutasd meg, hogy a DE a kovetkezo
(Hamilton fele) alakban is felirhato:

, OH . OH

y_a_p’ p——a_y~
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Mennyi H ¢ Mutasd meg, hogy H =0 !

Ird at a DE-t eqy elsorendu DE rendszerre, keresd meg annak a fixpontjait,
ird fel a fizpontoktol valo elteresre vonatkozo liearizalt DE-ket! Vizsgald meg a
fizpontok stabilitasat!

Megoldas:
) —  H(y,p) P + h(y)
Yy =p= ap Y,p) = B Y),
OH p2 y4 y2
/ " 3
= = — = —— H == - k t.
p Y y—vy dy 5 + 1 B + kons

H (mas neven az energia) megmarado mennyiseg:
H =pp' + %y —yy' =ply— ") + = y" ) =ply —¢*) + (y =" )p = 0.

Elsorendu DE-rendszer:

1. Fixpontok:

) =07 = =@ =) ==(0)

2. Jacobi matrix:

9 9
T=1, oy P ) opP :( 0 , 1)
=9 5u—v) 1-3y> 0

3. Tehat

o= (00 = (% N, sea=(5 )

A linearizalt egyenletek: A linearizalt DE pl. az zZp fixpont korul:
d (y—1\ _d (Ay\ (0 1)\ [Ay
de \p—0)  dx \Ap) \-2 0) \Ap

A DE vektormezeje es megoldasgorbei:
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Figure 4.13: Az felso sor ket abraja a DE vektormezojet, illetve annak
megoldasgorbeit mutatja. A masodik sor elso abraja a megoldasgorbeket abra-
zolja az Zp fixpont korul, mig a masodik abra a linearizalt, kozelito egyenlet
megoldasgorbeit tartalmazza. Az also sor ket abraja kozotti kulonbseg szinte
eszrevehetetlen.

Problema 32. o ' =y—1y>—y'. Legyenp =1 Ird at a DE-t egy elsorendu
DFE rendszerre, keresd meg annak a fixrpontjait, ird fel a fixpontoktol valo
elteresre vonatkozo liearizalt DE-ket! Vizsgald meg a fixpontok stabilitasat!

o Legyen H = p?/2 —y? /2 + y*/4. Mutasd meg, hogy H' < 0 a harom kozul
ket fixzpontban ! Bizonyitsd be ennek alapjan ezen fizpontok stabilitasat!



Chapter 5

Homogen linearis
rendszerek

5.1 Idofuggo eset

Homogen, illetve inhomogen linearis egyenlet:

d

7= Ay + f(t),

hom: A(t)g, inhom:

at’ =
(y vektor, A matrix.)
1. Szuperpozicio elve: Ha

d d
S =AY s = A(t)y2

akkor

d
P (171 + a2¥a) = A(t) (11 + 2¥2)

vagyis a homogen egyenletek megoldasainak linearis kombinacioja
is megoldas.

2. Inhom. egyenlet altalanos megoldasa: Ha

d

d _
—7 =Alt)y —TUin = A(t)y;
dtyhom (t)yhom €s dt Yin (t)ym + f(t>7

akkor

% Thom + i) = At) Ghom + Tin) + F(1).

Tehat az inhomogen egyenlet altalanos megoldasa felirhato a homogen
egyenlet ¥, .., altalanos megoldasa es az inhom. egyenlet egy vy, partiku-

laris megoldasanak az ¥y, + ¥; osszegekent.

3. Linearis input-output relacio: Ha

d _ d _
%gl =At)y; + fi(t) es %?2 = A(t)7y + fa(?)

37
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akkor

% (017 + aa¥y) = A(t) (1T + 2¥y) + (1 f1(t) + aafa(t)),

tehat az (g f1(t) + azfo(t)) "input” (17, + ao¥,) “output”-ot general.

5.2 Idofuggetlen homogen rendszerek

Problema 33. (!!/) Radioaktiv bomlas: A — B — ().
d_dfa\ ([ —2a ) _ (-2 0 a
at? “at\v) " \2a—3) "2 —3)\s)

Ennek o feladatnak nagyon konnyu a megoldasa, ha a(0) = 0,6(0) = 1 (ez a
P pont). Magyarazd meg, hogy miert sokkal nehezebb a feladat, ha a kezdeti

feltetel a(0) = 1,b(0) = 0 (ez pedig a Q pont) !

Megoldas:

b

P

Figure 5.1: A sebessegvektorok kulonbozo § = (a,b)” pontokban. A
P =(0,1)T es a R = (1,2)” pontokban a sebessegvektor es a pozicio vektor
egyiranyu. Ez nem igaz a Q = (1,0)7 pontra, igy az innen kiindulo trajektoria
gorbevonalu.

Ha
30 = () - akbor 5(0) = =3 510)

vagyis a poziciovektor jj es a sebessegvetor ¢ aranyos egymassal (vagyis egyi-
ranyu), tehat a megoldas
g(t) = e ((1)) .

Ez az aranyossag nem teljesul, ha §(0) = (é), ebbol a kezdeti feltetelbol kiin-

dulva a az g(t) trajektoria egy gorbe vonal lesz. Viszont legyen

5(0) = (;) ekkor §(0) = (‘22 _03) (;) — —2.5(0),
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vagyis a poziciovektor i es a sebessegvetor 4 aranyos egymassal, igy az evolucio
az §(0) vektor egyenesen tortenik, a megoldas tehat

y(t) = e @ :

Mivel a DE hom.lin., igy az altalanos megoldas

§(t) = Cre™ <(1)) + Cpe @)

O
Tetel 3. Ha a v1,...,0, vektorok bazist alkotnak egy vektorterben es sajatvek-
torai A-nak, vagyis Av; = \jv;, akkor a
d
S 0= Ad
dty Y
DFE altalanos megoldasa
y(t) = Z CieM'y;.
i=1
Proof. Valoban, ha kiszamitjuk a DE ket oldalat:
i iC-e)‘itT)- = iC-)\-eA"tT)-
dt — K3 K3 Pt 17\ 19
n n
A. (Z cieAit%) = CieM' A,
i=1 i=1
akkor ugyanazt kapjuk. O

Sajnos nincs arra garancia, hogy letezik sajatvektorokbol allo bazis. Azon-

ban ez az eset is kezelheto, mivel
d _ o _ _ _
ZI=A47 §0)=5 = §t) ="

Ehhez persze definialnunk kell egy matrix exponencialis fuggvenyet.

5.2.1 Exponencialis fuggveny
1. Valos szamok, z € R.

e” mindenhol konvergens Taylor sora:
2 .3

T _ r. . x
ef=14+x+ 91 +3! +....

l‘Q y2
<1+$+2!+...> (1+y—|—2!+...)

:<1+(m+y)+(95;“!y)2+...>. (5.1)

eve¥ = etV tehat

Ez azt jelenti, hogy ha peldaul kiszamitjuk xy egyutthatojat a ket oldalon, akkor
ugyanazt, 1-et kapunk.
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2. Komplex szamok, = € C.

Definialjuk az exponencialis foggveny komplex szamokra ugyanazzal a Taylor
sorral:
N 22 23
Ekkor e®e¥ = e* 1Y, mivel ugyanazok a muveleti szabalyok ervenyesek a komplex
szamokra is, igy (?7?) itt is igaz.
Ha a valos, akkor
; (i) (i)a®
a
e =1+1a+ 51 + 3

(12 ) i (o ) ot st

2!

+...

Tehat pl. '
e?t3 = ¢ (cos(3) + isin(3))

3. Matrix exponensek, z € Mat(n).

Itt «,y n X n matrixok. e” tovabbra is a Taylor sorral van definialva. (A
tovabbiakban 1 az egysegmatrixot (is) jeloli.) Vajon igaz-e, hogy

22 Y2
e¥e¥ = <1+m+2'+...> <1+y+2|+...)

2 y2

2
777 =777 ew+y=<1+(x+y)+($‘;”+...>

:1+(:c+y)+<

22 g2 1
:1+x+y+§+§+i(xy+ya:)+...

Az masodik sor csak akkor egyenlo a negyedikkel, ha xy = yx, ami NEM igaz
altalaban a matrixszorzasra. Tehat:

ha AB = BA, akkor e?eP =AtE

Kommutator: [A, B] = AB — BA. Vagyis AB = BA ugyanazt jelenti, mint
[A,B] =0.
A skalaris ¢’ = ay megoldasa: y = e*'y(0), mivel

% [<1+at+ (a;!)Q + (a;!>3 —&-...)y(O)} = (0+a+a2t+a:2+...>y(0)
(at)?

:a(1+at+ o +...>y(0) (5.2)

Ugyanez a levezetes igaz, ha a helyett egy A matrixot, y helyett egy ¢ vektor t
irunk: p

SU=Ay = = e"5(0). (5.3)
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Megjegyzés 1. Persze joggal aggodhatunk a Taylor sor konvergenciaja miatt.
Valos es komplexr szamok eseteben a kulonbozo becsleseknel a szamok

lzy| = |z[ - [yl, |z +y| < |z + |y

tulajdonsagait hasznaljuk fel. Hasonlo oszzefuggesek matrizokra is igazak, ha
egy eukledeszi (vagy a komplex esetben hermitikus) vektorterben hato linearis
transzformacio normagat igy ertelmezzuk:

Al = max [|A7]|.

1o]1=1
agyis mazimalisan hanyszorosara nyujthat meg a tr. egy egysegvektort. or
Vagyi imalisan h ithat t ktort.) Ekk
AB|| < ||A[l-1IBIl,  [[A+ Bl < [IA[| +[|B]l

Megjegyzés 2. Csabito lenne a (?7?) kepletet akkor is alkalmazni, ha a § egy
vegtelen dimenzios vektorter eleme, pl. eqy egyvaltozos sima fuggveny.
Pelda: Hoegyenlet.

8t¢(t,$) = aa%(b(tax)v ¢(O’x) = f(w)a

ahol f(x) at = 0-kor adott homersekleteloszlas. Ennek a megoldasat formalisan
a kovetkezo alakbn irhatjuk fel:

o(t,x) = (ewﬂ20 ) ().

Viszont ez a kifejezes szinte mindig ertelmetlen, ha t < 0. (Ennek az a mag-
yarazata, hogy a hoegyenlet altal leirt evolucio “kisimitja” a kezdeti homersek-
leteloszlast, tehat ha a kezdeti eloszlas nem extrem modon sima, akkor idoben
visszafele nem lehet megoldani az PDE-t.) Eittol figgetlenul az ilyen formalis
kifejezesek vegtelenul hsznosak lehetnek.

Hogyan tudjuk kiszamitani e?-t? Ez nagyon konnyu, ha A diagonalis.
A (peldaul ket dimenzios) diagonalis matrixok algebraja tulajdonkeppen ket
fuggetlen kopiaja (direkt osszege) a kozonseges szamok algebrajanak:

a; O I by O a1+ by 0
0 ao 0 by o 0 az+by)’
ai 0 b1 0 o a1b1 0
0 a9 0 by B 0 azbs )’
eD = exp dl O = edl O
0 d2 0 6d2 )

Ha A nem diagonalis, de diagonilzalhato (vagyis van olyan S invertalhato ma-
trix, hogy S™'AS = D mar diagonalis (ekkor persze SDS~! = A)), akkor

Emiatt

e =851+ 8DS !+ %sm**lsDS*1 +...

1
:S(1+D—|—2|D2—|—...)S_1=SeDS_1.
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5.3 Sajatertekek, sajatvektorok

Sajatertekegyenlet:
Av = \v, v#0
Av = \Ew,
(A= AE)v=0.
Viszont (A — AE)0 =0,

tehat a linearis transzformacio A — AF nem egy az egyhez tipusu, vagyis nem in-
vertalhato, tehat az egyenletunknek csak akkor lesz nemtrivialis © # 0 megoldasa,
ha

det(A — A\E) = 0.

Ebbol megkapjuk A lehetseges ertekeit, ezutan v megkeresesehez mar csak egy
linearis egyenlet megoldas szukseges.

Tetel 4. Tegyuk fel, hogy a v1,...,v, vektorok bazist alkotnak eqy vektorterben
es sajatvektorai A-nak, vagyis Av; = M\0;. Legyen S a v; oszlopvektorokbol
alkotott matriz. Ekkor

STYAS = diag(\1,. .., \n) = D.

Itt diag( Ay, . .., \n) azt a diagonalis matrizot jelenti, ahol nem nulla elemek csak
a diagonalison vannak, az i-edik sorban ez az elem eppen \;.

Problema 34. (!!) Keresd meg az A matriz sajatertekeilt es sajatvektorait!
Keresd meg azt as S hasonlosagi transzformaciot, ami dagonalizalja A-t, vagyis
D = S7'AS, ahol D diagonalis! Ird fel a v vektort a sajatvektorok linearis
kombinaciojakent! Mennyi At3v ?

@ vy oG 2@ 9%

2 10 -3
f)@‘;’) 9 (03 0] n

S W N
[l V]

Itt a v vektor erteke:

Megoldas:
b)

Sajatertekek: \; = 3, Ao =2,
Sajatvektorok:
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posas— (5 OV (30 (5 0)=(39)

Mivel A eleve diagonalis volt, ez a feladat trivialis, a sajatertekek a diag-
onalis elemek, a sajatvektorok pedig a standard bazis.

Sajatertekek egyenlete:

0 3y =2-M)B-XN)-1-0=0
Sajatertekek: A\ = 3, Ao =2.
Mivel a diagonalis alatt csupa 0 all, igy a sajatertekek automatikusan a
diagonalis elemek.

det(A—AE):‘ 2-A 1 ’

Sajatvektorok egyenlete (A; = 3-ra):
2 1 x z
(5 3)()-(0)
2-3 1 z\ [0
0 3-3 v )~ \o

Innen < ; ) = ( i ) Ezek kozul valasztunk egy nem nulla vektort, pl.

vagy

legyen x = 1.
Sajatvektorok:

() ()

Az A matrixot diagonalizalo hasonlosagi transzformacio:

pestas=(1 L) (21 (10)-(08)

Itt S a v1 es a vy oszlopvektorokbol allo matrix, illetve

w=(14) -(0 )

Mennyi A'3v ?
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vagy
(Z)Zavﬁ-ﬁvz,
ahol
o _ 3 0 1 3 4
(5)=s7(0)=(1 2)(0)-(4)
tehat

Ay = AP (av1+Bv2) = aPPoi+B8A vy = 4-313 ( 1 >—|—(—1)-213 ( é )

Sajatertekek: A\; = 2+ 3i, Ao =2—31,
Sajatvektorok:

MO )
(3G )05 )

g) Mivel A a d) es az a) blokkok kombinacioja, igy ezen ket feladat ered-
menyeit felhasznalva a kovetkezoket kapjuk:

VIEH

D:S*AS:(

Nl
N[ 0| =

210
A=10 3 0
0 0 7

Sajatertekek: A\; = 3, Ao = 2, A3 =17, ,

Sajatvektorok:

1 1 0

v = 1 s Vg = 0 s V3 = 0

0 0 1

D=S"1AS

0 1 0 2 1 0 1 1 0 3 0 0
= 1 -1 0 0 3 0 1 0 0 = 0 2 0
0 0 1 0 0 7 0 0 1 0 0 7

O
Jegyzet a sajatertekekproblemarol: BME kurzus: Sajatertek, sajtvektor


http://www.math.bme.hu/algebra/a2/2009/5_Sajatertek.000.pdf
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5.4 Idofuggetlen homogen problemak

Problema 35. (!!) Oldd meg az elozo feladatban szereplo A matrizokra az

d
—Y = A =
Y =AY y(0) =v

DE-t!' Ird fel az altalanos, illetve a partikuralis megoldast! Vizsgald meg az
y =0 fixpont stabilitasat!
Mennyi exp(xA) ? Ird fel a partikularis megoldast e™* segitsegevel!

Megoldas:

d) Feladat:
d__ (2 1)_
a’ =\ o 3 )Y

Megoldas: Sajatertekek: \; =3, Ay =2 . Sajatvektorok:

() ()

Az altalanos megoldas:

1 1
Yart () = Zciel\wvi = Cye? ( 1 ) + Cae? ( 0 )

0= (i) =(3)=a()re()

vagyis C1 = 4, Cy = —1, akkor a partikularis megoldas

o) =16 (1 )+ e ()

Mivel mindket sajatertek valos resze pozitiv, igy az y = 0 fixpont instabil.
Az x A matrix exponencialis fuggvenye:

@A _ aSDS' _ qaDa-1_ [ 1 1 e 0 0 1
c = =SS _(1 0)(0 e |1 21

Ennek segitsegevel a partikularis megoldas az

Ypart(x) = €4 ( ‘Z )

alakban irhato fel.
O

Problema 36. (!!) v’ = —y. Ird fel a DE karakterisztikus egyenletet, illetve
a DFE altalanos megoldasat! Ird at a DE-t egy elsorendu DE-rendszerre es oldd
meg az elozo feladathoz hasonloan! Hasonlitsd ossze a ket megoldasi modszert!

Megoldas:
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1. A karakterisztikus egyenlet es annak gyokei:
y//:fy E )\2:71 > )\1:0+1Z, )\2:0*1@,
tehat az altalanos megoldas:

y = Cre0F)T L Che0-D2 — (0@ (6’1 cos(l-x)+ Cysin (1- a:))

Itt Cy = C1/2 + Ca/(2i), Co = C1/2 — Ca/(2i).
2. Ugyanez elsorendu DE rendszerkent:
y\_( 0 1 Y\ _ Y
() =Ch0)(0)=2(7)

A sajatertekei es sajatvektorai:

)\1:7:’ 01:<1->7 )\1:_7;3 U1:<—17/>

Tehat az altalanos megoldas:

(2)-oer(2) e 1)

Az eredeti harmonikus oszcillator problema csak valos szamokat tartal-
maz, sajnos a megoldas (a komplex gyokok miatt) komplex szamokkal
van kifejezve. Ezeknek a komplex szamoknak el kell tunniuk valos kezdeti
ertek problema eseteben:

Yy e R = 62 = CV17 y(t) = 2|Cl| COS(t + ATg(Cl)),

ahol C; = |Cy et Ar9(C),

5.5 Jordan normal forma

Sajnos elofordulhat, hogy a fuggetlen sajatvektorok nem alkothatnak bazist.

Problema 37. (!!) Keresd meg az A matriz sajatertekeit es sajatvektorait!

0 1 2 1 2 3 700
@) (0 0) %) (0 2> °) (0 2> d) 8 g g
Vajon mennyi lehet exp(zA) ¢
Megoldas:
¢) Sajatertek:

O_det(A)\E)_'2_>\ 3

0 2—-A
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Az egyetlen fuggetlen sajatvektor:
23x_2x:x_33 vaisv—1
0 2)\y) "y y) ~\o)’ B = o
Viszont ki tudjuk szamolni exp (zA)-t:
2z 0 0 3z
exp (zA) = exp {( 0 2x> + (0 0 )}
~ex 2z 0 ex 0 3z
“Plo 2¢) Plo o
e 0\ |[(1 0\, (0 3\, 1[0 3z\°
_<0 e21> Ko 1)*(0 0>+2!(0 0) L
(e 0 1 3z\  [e*® 3ze*®
N0 e*®)\0 1) \o e

Itt az elso, exp(C'+ D) = exp(C) - exp(D) tipusu atalakitast azert lehetett
elvegezni, mert esetunkben [C, D] = CD — DC = 0 volt:

e 0 033:_031:629”0_00_0
0 e*)\0 0 0 0 0 e*)\0 0) "

Az utolso elotti atalakitasnal pedig azt hasznaltuk ki, hogy

@) o3 2= (0 0

O
Problema 38. (!!) Oldd meg a
d (5 6\ 77
DE-t!
Megoldas:

i) e [ (7 O (7)< [exp () cexp (O 6] (77
Y=o 5)1\88) = [PPlo 5t) “Plo 0)]\ss
(S 0N\ (1 6t (7T
“\L0 e 0 1 88 )"

O

Tetel 5. Jordan normal forma: Minden A complex matrizhoz letezik olyan S
invertalhato matriz, hogy SAS™' = N, ahol N egy blokk diagonalis matriz,

amelyben a diagonalis blokkok alakja (itt a haromdimezios illusztrativ esetet
prezentaljuk):

Jz =

S O >

10
Al
0 A
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J3 exponencialis fuggvenye:

XX 0 0 0 1 0
et =exp| 0 M 0| -expt|0 0 1
0 0 M 0 0 0
e 00 1t t2)2!
=0 e o 0 1 t
0 0 e/ \0o 0 1

Mi a standard bazis tulajdonsaga egy ilyen J3 matrix eseteben? (Itt e; =
(la Oa O)T7 €2 = (07 17 O)Ta €3 = (07 Oa l)T )

J361 = )\617 J3€2 = )\62 +e1, J3€3 = )\63 + ea.

Tehat az A matrix A sajaterteku 3d Jordan blokkjahoz tartozo specialis vek-
torokat a kovetkezo egyenletrendszer megoldasa detektalja:

Avi = dvy,  Ave = dvg +v1,  Avg = Avsg + vg,

ahol azt, hogy a 3d block nem resze egy nagyobb blokknak, az garantalhatna,
hogy az Avy = Avg + v3 egyenletnek mar nincs megoldasa.

Problema 39. Csillapitott harmonikus oszcillator: y"’ = —y—ay'. Ird fel a DE
karakterisztikus egyenletet, es hatarozd meg, hogy milyen « ertek eseten esnek
egybe a gyokei! Ird fel a DE altalanos megoldasat!

Ird at a DE-t egy elsorendu renszerre, es vizsgald meg az egyutthatomatriz Jor-
dan dekompoziciojat!

Megoldas:

o Karakterisztikus egyenlet:

1

y'=—y—ay = MN=-l-a\ = \ao=

—at+Va? -4
2

Egy gyok van, ha a = £2. Mi a a = 2 esetet vizsgaljuk, ekkor A = —1.
Az altalanos megoldas:

Yalt = C’le_t + Cgte_t.
e Ugyanez elsorendu DE rendszerkent:
d(y\ 0 1 v\ Y
ilv) =00 L) ()=

A egyetlen fuggetlen sajaterteke, sajatvektora:

)\:71, ’l)1<_11>

A Jordan normalforma:

AUl = )\’Ul,
A’UQ = )\'UQ + v
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Ennek alapjan

exp(tA) = exp(tSJS™') = Sexp(tJ)S™!

A megoldas

) = exp(tA) < y

49

5.5.1 A csillapitott harmonikus oszcillator fazisportrei

A csillapitott harmonikus oszcillator

"o ’
Yy =-y—ay,
1.0 '
E e b T
e e T Y
T T ._“'.\ %
0.5 £ iy Ty Y
L ] |
L =iy b
COF g et
1Ny W Ay .'I f
L g i
L, T
T R W o gt
[ b
L W, T
L1 "'\."-\._\_ _-"
- sl

1.0

1.60800051.0

1.60.50.00510

1.0F
0.5F
0.0k
0.5F 4

1.0¢

b
L TR W T B W

1.6:050005810

Figure 5.2: Harom fajta harmonikus oszcillator " = —y — ay/: alul, kritikusan
es tul csillapitott. A csillapitasi parameter o = 0.5, 2, 2.2. A masodik es a
harmadik abran a megoldasgorbek a nyilak iranyaba mozognak az origo fele et
faktorokkal szorozva. Mivel az abrakon feltuntetett A fakorok negativak, igy a

megoldasok az origo fele aramlanak.

A nyilak a ket utolso abran a kovetkezo matrixok sajatvektorait es sa-
jatertekeit jelolik:

Az elso abran, az alulcsillapitott oszcillatornal sajnos egyszerre ket dolog is
tortenik. A rendszer oszcillal az origo korul, de a csillapitas miatt egyre kozeledik
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is az origohoz. Hogy jobban attekinthessuk a helyzetet, elimenilaljuk a csillapi-
tas, vagyis az egyutthatomatrixat a DE-nek megvaltoztatjuk:

(0 1 , (0 1) (025 0
A_<—1 —o.5> - A‘<—1 —0.5) ( 0 —0.25)’

vagyis A-bol levonjuk a sajaterteke valos reszet megszorozva az egysegmatrixszal.
Ez ugyanazt a keringest irja le az origo korul, csak eppen nulla csillapitassal.
A’ sajatvektorai ugyanazok, mint A-nak, a sajatertekek viszont megnovekedtek
0.25-tel, vagyis a valos reszuk nulla lett. A’ sajatrendszere:

sajatertekek: 04+ 0.96:, v, = <—O 1(;':7’_00 68i> , Vg = <—O 1(;'i00 68i> .

Mivel az eredeti problema csak valos szamokat tartalmazott, igy a sajatertekek
es sajatvektorok komplex konjugalt parokban erkeznek. Mi koze a csillapitott
oszcillator elso abrajanak ezekhez a sajatvektorokhoz? A valos megoldasa

d Uy _ o (Y
i (o) =
a DE-nek

y()\ _ - 0.96i 0.70 A —0.96it 0.70
(v(t)) = ce (—0.17 +0.68i) ¢ —0.17 — 0.68

— 2|C] cos(0.96¢ + Arg(C)) (0(')7;)7) + 2|0 sin(0.96¢ + Arg(C)) (O %8) ,

ahol C = |C|e?479(C). Tehat a megoldasgorbek ellipszisek a Rv;, Sv; vektorok
altal generalt koordinatarendszerben.

1.0 = ]

- i '-._‘:“H \‘\. \‘.," ]
P -\,}hx"-. ,

!"-'- -\-H'. ! _-

DBE o e R L ]

S T g, '1.1".1" B ]

R Y e o G R R IR | ]

oof (|1 (1))} ]

TR O, S T ]

T \‘:-;—_-i..e’;*’ 14 ]

0.5r NN —— A .

L e S ]

'\_ ", ‘\-\'H__H_ e P ] 4

1.0 R e ]

10 =05 0O 0B 10 1.0 =05 0O 05 10

Figure 5.3: Ha a csillapitott harmonikus oszcillatorbol (elso abra) eliminaljuk a
csillapitast (masodik abra), akkor periodikus, elliptikus trajektoriakat kapunk.
A valos es a kepzetes reszei A (vagy A’) sajatvektorainak jelolik ki az ellipszisek
tengelyeit.
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5.6 Onadjungalt matrixok

Mi garantalhatna, hogy egy matrix sajatertekei valosak legyenek? Mi garan-
talhatna, hogy letezzen sajatvektorokbol allo bazis?
Legyen ket komplex C™-beli vektor belso (valos esetben skalaris) szorzata

(@, 0) =Y tgvy, = iT0.
k
Egy A matrix elemeit a kovetkezokeppen nyerhetjuk ki:
Ay = (&, Agj).
Itt A-t a masodik vektorhoz kapcsoltuk, de persze megprobalhattuk volna ezt az
elso €; vektorral is. Definialjuk az A matrix A* adjungaltjat a kovetkezokeppen:
(u, AD) = (A*d, V) Vi, U.

A* matrixelemei:

(A%)ij = (€, A"€)) = (A*ej, €;) = (€}, Ag;) = Aji.
Tehat A* = AT. A onadjungalt (hermitikus), ha A = A*. Az ilyen matrixokra

teljesul a kovetkezo tetel:

Tetel 6. Ha A = A*, akkor A sajatertekei valosak, tovabba letezik sajatvek-
torokbol allo ortonormalt bazis.

Proof. 1.

Av=X v — XeR.
(v, Av) = (v, W) = A(v,v),
(v, Av) = (A*v,v) = (Av,v) = (\,v) = A(v,v).
Mivel (v,v) # 0, igy A = ), tehat a sajtertekek valosak.

AUl = /\11}17 Avg = /\21}2, A1 7é Ao — (121,112) =0.
(v1, Avg) = (v1, Aav2) = A2(v1,v2),
(’Ul,A’Ug) = (AUl,UQ) = ()\1’01,'{)2) = )\1(’[11,1)2) = )\1(’()1,’02).

Tehat Ao(v1,v2) = A1(v1,v2), igy (vi,v2) = 0. Vagyis kulonbozo sa-
jatertekehez tartozo sajatvektorok ortogonalisak egymasra.

3. Az ortonormalt bazis konstrukcioja:
Egy v1, A\ sajatvektor-sajatertek par mindig van, mivel a det(A—AE) =0
egyenletnek mindig van lagalabb egy A1 gyoke. Legyen W; a v; vektorra
meroleges vektorok altere. Azt allitjuk, hogy ekkor AW; C Wj. Valoban,
ha wy € W1 (vagyis (w,v1) = 0), akkor

(Awy,v1) = (w, Avy) = (w1, \v1) = A (wy,v1) =0- X =0.

Ezutan vegyuk A megszoritasat Wi-re (ahol W; dimezioja mar eggyel
kevesebb mint az eredeti vektortere). Wi-ben talalhatunk egy uj, vi-re
ortogonalis vy sajatvektort. Ezt az eljarast folytatva megkonstrualhatjuk
a keresett ortonormalt sajatvektor bazist.

O
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Problema 40. (!!) Mennyi a kovetkezo matrizok adjungaltja?
. 1 2 e ) 2—1 547
(7). (=9), (3 4)’ (5¢ —&)’ <2+i 54—%)'

Megoldas:
2—i 540\ (240 2—i
241 5+8 )  \b—i 5-—28i
O

A linearis homogen rendszereknel a ket motivacios pelda a radioaktiv bom-
las, illetve a csillapitott harmonikus oszcillator volt. Sajnos az egyutthatomatrix
egyik esetben sem volt onadjungaltat. Igazabol a gyakorlatban inkabb az anti-
hermitikus A* = — A matrixok fordulnak elo. Viszont ekkor (i4)* = iA, tehat
1A mar onadjungalt.

Problema 41. Legyen

()= Q) () - e (20) - ()

Oldd meg a DE-t, es ellenorizd, hogy

(yl(t)> ~ R(t) (y?) _ (cos(t) sin(t)) (y?)

y2(t) Y3 sin(t)  cos(t) y9 )’

tehat §(t)-t a kezdeti feltetelnek t szogu (radianban mert) R(t) elforgatasaval
kapjuk meg.

Mennyi A? ¢ Probald ki ennek alapjan kiszamolni R(t) = etA-t! Hasonlitsd ezt
ossze et = cos(t) +isin(t) Taylor soros kiszamitasaval!

Problema 42. Forogjon az iy vektor eqysegnyi szogsebesseggel az n egysequektor
altal meghatarozott tengely korul az oramutato jarasaval szemben. Mennyi A,
ha

d

—y(t) = Ag(t).

Z(t) = Ag(t)
Megoldas:
1. Egy kis At idotartam alatt az § vektor megvaltozasa

Aj=At-7i X 7.

2. Tehat
d N2Yy3 — N3Y2 0 —n3s mno Y1
£:lj =n X g = n3yr — nN1ys = ns 0 —Nnq Yo
niY2 — N2ys3 —ng M 0 Y3

Megjegyzes: Ha n nem lenne egysegvektor, akkor is egy elforgatas csoportot
kapnank az 7 tengely korul, de ekkor a szogsebesseg ||7|| lenne. Igy parba tudjuk
allitani a 3d vektorokat es az antiszimmetrikus matrixokat

B ay 0 —a3 a2
A= ag <~ A= as 0 —a1 (54)
as —ag a1 0
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Problema 43. Mi tortenne vegul az iy vektorral, ha a kovetkezoket csinaljuk
vele:

1. Forgassuk el §-t az B vektor korul —t||B|| szoggel,

2. Forgassuk el y-t az A vektor korul —t||A|| szoggel,

3. Forgassuk el §-t az B vektor korul t||B|| szoggel,

4. Forgassuk el §-t az A vektor korul t||A|| szoggel.

Ha t ~ 0, akkor milyen (nagyon kicsi, t? nagysagrendu) elforgatast kapunk, es
mi koze az eredmenynek az A X B vektorialis szorzashoz?

Problema 44. Legyen
d
—y(t) = Ay(t
9t = Ay(t),

es tegyuk fel hogy §(t) normagja (vagyis ||5(t)|| = (w(t),5(t))/?) allando:
d
—||y(¢)|| = 0.
ol

Mutasd meg, hogy ekkor A* = —A, illetve a valos esetben AT = —A .

Problema 45. Vegyuk a kovetkezo, ket egysegnyi tomegbol allo, k12 > 0 ru-
goallandoju csillapitatlan tomeg-rugo rendeszert:

/{il k2

1. A rendszer energiaja (kinetikus+potencialis) :

L. . . 1
H(yi,y2,01,92) = = (91 +95) + 3 (k1y? + ka(y1 — y2)?)

N =

Ird fel a Hamiltonikus

4,=8 4. __0H
dtyl N 8y17 dtyl B ({)yl

egyenleteket, majd ellenorizd, hogy Newton harmadik torvenye ugyanezeket
az egyeleteket adja!

2. Mennyi A, ha
d2
—y=-—-Ay ?
di2 Y Y
Mutasd meg, hogy esetunkben A onadjungalt! (Esetunkben A sajatertekei
pozitivak lesznek.)
Legyen v; eqy A-nak a N\; sajatertekeihez tartozo bazisvektorok rendszere.
Mutasd meg, hogy ekkor ennek a masodrendu DE-nek az altalanos megoldasa

y(t) = Z C; cos (\/)\»Zt) v; + S; sin (\/)\Tt) v;.
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3. Oldd meg a DE-t es abrazol a megoldast, ha

key = 11, ky = 22, y1(0) = 33, 12(0) = 44, §1(0) = 55, 12(0) = 66.

4. Hogyan kellene modositani ezeket a szamitasokat, ha a feladat ket kulon-
bozo m1 es mo tomegu test mozgasarol szolna?



Chapter 6

Inhomogen linearis
rendszerek

6.1 Egy kifeszitett ruhaszaritodrot alakjarol

Mennyi egy erosen elofeszitett (ezt a feszultseget hasznaljuk majd egysegkent)
vizszintes hur w(z) vertikalis elmozdulasa egy helyfuggo f(x) vertikalis eroter-
ben? A hur ket vege rogzitett, tehat w(0) = u(1) = 0.

A kovetkezo problemakat fogjuk vizsgalni:
1.
Eroegyensuly <= Au=14"(r)=—f(z). (6.1)

2. A hur gravitacios es elasztikus energiaja:

Energia[u] = /0 [ (2)]? = f(x)u(z) de, (6.2)

tehat (?7?) megoldasa ekvivalens (??) minimalizalasaval.

3. Hogyan tudjuk megoldani (??)-t, ha a derivaltakat differenciakkal helyete-
sitjuk (veges differenciak modszere) ? (Mas szoval az u fuggvenyt kozelitjuk
egy, u-nak nehany z; pontban kiszamitott ertekeibol allo vektorral.) Hogyan
fejezhetjuk ki (??) megoldasat, ha tudjuk u-t abban az esetben, ha az
f ero egyetlen pontra koncentralodik vegtelen erosuruseggel (impulzus-
valasz, Green-fuggveny) ?

%)
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4. Hogyan tudjuk (??)-t kozelitoleg minimalizalni, ha feltesszuk, hogy u egy
darbonkent egyenes (affin) folytonos fuggveny? (Veges elem modszer.)

5. Hogyan mukodik a (??) es (??) egyenletek kozotti ekvivalancia altalanos-
abban, azaz hogyan kereshetjuk meg egy

funkcional kritikus pontjait? (Variacioszamitas, Euler-Lagrange egyen-
letek.)

6. Hogyan magyarazza a feladat szimmetriaja (eltolas es elforgatas (tukrozes
egy dimenzioban)) a A Laplace operator felbukkanasat? Mi egy szimme-
tria definicioja es hogyan tudjuk a szimmetriat a gyakorlatban kihasz-
nalni?

6.1.1 Poisson egyenlet
Eroegyensuly:

z Ax z+ Az

Figure 6.1: Az A es B pontokban hato egysegnyi ero fuggoleges komponenseit
ellensulyozza az f(x)Ax fuggoleges terheles.

f(z)Az —1-sin(a) + 1 -sin(5) =0,
cos(a) 1, «=sin(a)~tan(a), stb.
tan(a) = u/(x), tan(B) =/ (z + Az) = u/(z) + v (z)Az.

Tehat
u'(z) = —f(2), (6.3)
ami az egy dimenzios Poisson egyenlet. Magasabb dimenzioban:
02 02
A = I Ab(Z) = —
oz T T g ¢(z) = —f(2)

6.1.2 Dirichlet elv

Mennyi az energiavaltozasa az AB hurdarabkanak a nyugalmi u = 0 helyzethez
kepest?
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1. A vertikalis f(z)Ax ero f(z)Az - u(x) munkat vegez.

2. A hurdarabkanak Ax hossza megno:

/ 2
[AB| = /Az? + [u/(x)Az]2 = Axy/1+ [/ (2)]2 =~ Az + %Am.
Mindez egysegnyi hurfeszultseg elleneben tortenik.

Thehat a hur energiavaltozasa

Energia[u] = /1 [ (2)]? — f(x)u(x) dz. (6.4)
0
E[u] minimalizalasa az u(0) = u(1) = 0 feltetelek mellett ekvivalens az
u(z) = =f(z), ,u(0) =u(l)=0 (6.5)

peremertekfeledat megodasaval.

6.2 Variacioszamitas, Euler-Lagrange egyenletek

Hogyan minimalizaljuk az

1

E[u]:/o %[u’(w)]Q—f(x)u(x)dx:/ %L(x,u,u’)dw

0

energia funkcionalt az u(0) = u(1) = 0 peremfeltetelek mellett?
Egy kritikus u pontban

Elu+déu] — Eul~ [ —du+ 7(5u)’dw

1+ /1 oL _ d (9oL dud

o Jo LOu dx \Ow b
Mivel ez teljesul barmely du : du(0) = du(1l) = 0 variaciora, igy
a(ory o

dx \ Ou ou

Ez az Euler-Lagrange egyenlet.
Ugyanez tobbdimenzioban: L = L(Z, ¢"(Z), Oy, ¢*(T)),

0 oL oL
2 o, (awxiqw)) "o !

Problema 46. Ird fel az EL egyenleteket a kovetkezo L Lagrange fuggvenyekre:

_ oL
o

1. Egy V(&) potencialmezoben mozgo pont Z(t) palyaja:

1 ) _
L= 52;52 - V(z).
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2. Egy A(Z) magneses vektorpotencial mezojeben mozgo pont Z(t) palyaja:
1 _
L= §Z¢?+A(:f) i
3. Egy monocikli x(t),y(t), d(t) koordinatai:

L= % (x'2+y‘2+¢32> + A(t) - (Zsing — ycosP) .

Itt a A-hoz tartozo EL egyenlet biztositja hogy a sebessegvekor (&,7) iranya
ugyanaz mint a (cos(¢),sin(¢)) vektore.

Problema 47. (!!) Euler-Lagrange egyenletek.
Legyen

Ird fel az EL egyenleteket erre a Lagrange fugguenyre!

Megoldas:
d OL 0L
diog, 06 o1 =, p2=y.
oL . 46 OL .9 oL 5,
- = — = —72
gz YO Gy =8, o=y o =2+
d o2 . 4
a(3z)—(y+5o: )*6x:177(y+5:1: )
d . .
a(2y+x)fx5~6y5:(2y+x (z°-6y°) =

6.3 Veges differenciak

6.3.1 Fuggveny ~ vektor

Probaljuk a vegtelen dimenzios Fun([0,1]) vektorterben lako w fuggvenyt a
x; =iAx,i=1,..., N — 1 helyeken (itt N = 1/Ax) megmert ertekeibol allo

= (u(l-Az,...  u(i-Az),... u(N—-1DAz)" = (u1,...,un_1)"

vektorral kozeliteni, amelynek a komponensei u; = u(x;) = u(i - Az).
Skalar (belso) szorzat: Legyen az igy kapott RV ~! Euklideszi vektorteren
a skalarszorzat

N-1
(4,v) = Z uv; Az (6.6)
i=1
Ekkor
N—-1 1
lim ZuiviAaz:/ u(z)v(x) dr, (6.7)
0

N—o0 —
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tehat definialjuk a skalarszorzatat az u es v fuggvenyeknek:

(u,v) :/0 u(z)v(z) de. (6.8)

Megjegyzes: Ha a vektorok es a fuggvenyek komplexek, akkor a helyes
(pozitiv definite) definicio:

N-1 1
(u,7) = ; w;v; Az, (u,v) = /0 u(z)v(z) de. (6.9)

A skalarszorzat segitsegevel bevezethetjuk a fuggvenyek normajat es tavolsagat:

fulls = (w2 = ([ @) )

d(u,v) = [Ju — v||2.

1/2 1/2

_ (/01 |u(x)|2dx> ,

Az igy kapott ter "lezartjat” nevezzuk H = L?([0, 1], dx) Hilbert ternek, vagyis
a [0, 1] intervallumon negyzetesen integralhato fuggvenyek terenek.

Megjegyzes: Eddig nem specifikaltuk azt, hogy mit is ertunk a Fun fug-
gvenyter alatt. Esetunkben ez lehetne C?(]0,1]) vagyis a ketszer derivalhato
fuggvenyek tere, hiszen ebben laknanak a Poisson egyenlet klasszikus (vagyis
a DE teljesul minden a-re) megoldasai. Vagy valaszthatnank Fun-nak pl. a
darabonkent konstans, vagy darabonkent affine es folytonos fuggvenyek tereit.
Az igy kapott terek nem lennenek teljesek, lennenek bennuk olyan u', u?,u?, . ..
fuggvenysorozatok, hogy ||u™ —u"|| — 0 ahogy n, m — oo (az ilyen sorozatokat
Cauchy sorozatoknak nevezzuk), de megsincs olyan u € Fun, hogy
lim;, o0 [|u™ —u|| = 0. Ezert ezen terek lezartjait ugy definialjuk, mint a Cauchy
sorozataiknak ekvilenciaosztalyait, ahol az u™ es a v™ sorozat akkor ekvivalens
egymassal, ha lim,_, |[u™ — v™|| = 0.

Megjegyzes: Egy vektor vagy fuggveny normajat persze maskeppen is
definialhatjuk, talan a ket legfontosabb varians:

1
@l =Y loil,  Jull =/0 |u(z)| dz,
i

17 ]loc = max fui| - [|ullsup = max |u(z)].
Azonban az igy kapott terekben nem igazan ertelmezheto az ortonormalt bazis

fogalma, igy hianyozna a DE-k elmeletenek a kovetkezo alapveto segedeszkoze.
Ezt majd egy kesobbi (?7) szekcioban targyaljuk.

6.3.2 Derivalas ~ linearis transzformacio, matrix

A derivalas numerikus kozelitese:
1
o' (x) ~ Az (u(z + Az) —u(z)) ~ — (u(x) — u(zr — Az))

N SRS (u(x + Az) — u(z — Azx)).
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Problema 48. Melyik a "legjobb” ezen kozelitesek kozul (probald meg grafikus
eldonteni) ¢ Tipikusan egy ilyen kozelites hibajanak a viselkedese: hiba(Ax) =
C - Az, ha Az — 0. Mennyi o ?

Ha az u(z) fuggvenyek altal alkotott vektorter vektorait az
@ = (1(0.25),u(0.5),u(0.75)T = (u1, ug, us) € R

veges (esetunkben 3) dimenenzios vektorokkal kozelitjuk (itt Az = 1/4), akkor
u/ approximacioi:

1
F 0 —1 1 ’UQ 5
Vo o -1/ \us
1 1 0 0 Uq
T -1 1 0 uz 1,
TV o -1 1) \us
1 0 1 0 U1
— -1 0 1
2Ax 2

0 -1 0 us

(Ezek kozul a legjobb az utolso, mivel tipikusan pontosabb numerikusan, es
ezenkivul antiszimmetrikus is.)

Derivalas a fugguenyek vegtelen dimenzios vektortereben —=—  linearis
transzformaciok, matrizok veges dimenzios vektorterekben.

u” kozelitese:

u’(x) =~ ﬁ(u(m + Az) — 2u(z) + u(z — Az)).

x
Tehat az
d2

(e = (@), veay ~ Tu=f  w(0)=u(l)=0,
egyenlet numerikus kozelitese:

1 2 —1 0 Ul fl o

Nl -1 2 -1 uy | =1 fo|, vagy Az-Lu=f.
Ao -1 2 ) \us fs

(Itt az extra Ax factort a skalarszorzat normalizacioja motivalja.) Ekkor

(Az-G) f =i = Az (Az?L) T,

tehat
) 2 -1 0\ ' 0.1875 0.125 0.0625
G=(A2’L) =Az|-1 2 -1| =/[ 0125 025 0.125
0 -1 2 0.0625 0.125 0.1875

Megjegyzes: Minek ez a szerencsetlenkedes a Ax faktorokkal? Kiszamolhatnank
-t amikor f-nek csak egyetlen egysegnyi nem nulla komponense lenne. Ekkor
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azonban az fol f(z) dx osszterheles csak 1 - Az lenne, ami a nullahoz tartana,
ha Az — 0. Igy az u(z) valasz is a nullahoz tartana. Ha viszont az egyetlen
nem nulla komponens 1/Az, akkor az oszterheles 1/Axz - Az = 1, tehat igy
azt vizsgaljuk, hogy milyen valaszt ad a rendszer valamilyen egy pont kore
koncentralodo egysegnyi osszterhelesre.

0.25 025 . 0.25

0 : . 0 . ~ 0 : =

o 0.5 1 o 0.5 1 o 0.5 1

Figure 6.2: G harom oszlopvektora. Pl. a masodik abran a kozepso harom pont
a G2, 1 = 1,2,3 matrixelemek nagysagat jeloli.

Ugyanez az abra N = 20-ra:

0.25 0.25 0.25
0 : v ool : 0
0 05 1 0 05 1 0 05 1

Figure 6.3: G harom (5,10,15-0dik) oszlopvektora. Itt pl. az elso abra azt
mondja meg, hogy ha az f vektornak minden komponense nulla kiveve az 5-
odiket 1/Az ertekkel, akkor mennyi u; = u(z;). Ezek az abrak a G(z,z) Green
fuggvenyhez konvergalnak, ahol a z valtozo jeloli, hogy hol hat a concentralt
egysegnyi erohatas (a fuggveny csucsanak a helye), mig x a vizszintes koordi-
nata.

Ha Az — 0, akkor a G;; matrixbol megalkothatjuk a (ugyanazzal a betuvel
jelolt)
G(l‘i, Zj) = Gi,j

fuggvenyt. Ekkor az @ = (Az - G) f osszefugges folytonos alakja

u(ac):/o G(z,z)f(z) dx.
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F=3
=27

I\I =1 F=1

u(z) = 2G(x, z1) + 3G(x, 22) G(z,21) G(z, 22)

Figure 6.4: Az —u/(x) = 26(z — 1/3) + 35(x — 4/5) egyenlet megoldasa. a
megoldas linearis kombinacioja a —G%_(x, z;) = §(x — z;) egyenletek megolda-
sainak.

f(2)

Figure 6.5: Egy f(z) erosuruseg approximacioja Dirac delta fuggvenyek
> [(zi)Az - 0(2 — z;) = f(z) linearis kombinaciojaval.

Melyek G tulajdonsagai? Legyen §Z(x) egy olyan (nemnegativ) fuggveny,
amelyik csak a z pont (z — €/2,z + €/2) kornyezeteben nem nulla, tovabba
fol 6Z(z) dz = 1. Oldjuk meg az

—u(z) = §7(x), u(0) =u(1) =0
DE-t! A z-tol fuggo v megoldas adja meg Ge-t:
Ge(z,2) = u(x).
Ekkor a kovetkezo tulajdonsagai lesznek G¢-nek:

1. u peremfeltetelei miatt

Gc(0,2) = G.(1,2) =0,

2. Ahol 67(z) nulla, ott 92G(z, 2) = 0, vagyis ezeken az z helyeken G.(z, )
affin az x valtozoban.
3. Mivel —u"’(z) = 6%(x), igy

z+e

/:+e u(z)de =u(z+€)—u(z—€) = / _§(x) dx = —1.

—€ Z—€
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Tehat a € — 0 hataresetben egy olyan G(z, z) fuggvenyt keresunk, amelyre
igazak a kovetkezok:

1. G(0,z) =G(1,2) =0,
2. G(z,z) affin a [0, 2] es [z, 1] intervallumokon,

3. limy .40 Gz, 2)(x) = lim, .o G(z, 2) (),
limg .40 GL(2,2) —limg .o Gl (x,2) = —1.

Grafikusan:

e [E(@)de=1

Ero=1= [7 _6(z—1/3)dx | 0

0 ! i’

G(x,1/3) Ge(x,1/3)
0 =1 it 0 .—1/3 e
(@) = G 1/3) =@ =1/3)  —u'(2) = (C)a(@.1/3) = 8 (@)

Figure 6.6: Az idealizalt, az x = 1/3 pontra koncentralodo egysegny osszinte-
gralu 6(x —1/3) = 661/5 () Dirac delta fuggveny kozelitese egy € ~ 0 hosszusagu
intervallumra koncentralodo 1/e nagysagu erosuruseggel.

Ezekbol kovetkezik, hogy

Glo,2) = (1-2)x, ha 0 < x < z,
"l =(x—1)2, haz<z<l.
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Figure 6.7: A G(z,z) Green fuggveny.

Kesobb latni fogjuk, hogy G megoldja a

82
@G(x, z) = —=6(x — 2)

egyenletet, ahol a d(z) Dirac-delta ”fuggveny” (pontosabban disztribucio) a
§%(x) fuggvenyek € — 0 limitje.

Problema 49. (!!) Veges differenciak.
Keress numerikus egyenleteket a kovetkezo DE kozelito megoldasara:

u”(x) + 2u' (z) = 22, u(0) = u(1) = 0.

Approzimaljuk az u fugguenyt a kovetkezo vektorral: @; = u(iAz), i =1,...,4, Az =
1/5.

o Kozelitsd v’ (z)-t az u(z £ Ax), u(z) ertekek segitsegevel!

e Hogyan kozelitened u'(x)-t ¢ Ird fel az ennek megfelelo veges differencias
kozeliteset a DE-nek mint egy inhom.lin. egyenletet a u vektorra!

Megoldas:
* 1

u'(x) = m(u(w + Az) — 2u(x) + u(z + Az))
[ ]

u'(z) = —x(u(az + Az) — u(z)).

-2 1 Ul

1 1 -2 1 U2
Az 1 -2 1 us
1 -2 U4q
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(1-Ax)?

_ [ a0p

Tl B-An)? ]
(4-Ax)?

A gyakorlas kedveeret oldd meg a kovetkezo problemat is:
u" + 2% =2, ' (z) ~ (u(x + Az) —u(z — Az))/(2Ax) !

6.4 Veges elem modszer

6.4.1 Energia minimalizacio

Ahelyett, hogy az u fuggvenyt egy veges dimenzios vektorral kozelitjuk (lasd a
veges sok pontot az .. abrakon), probaljuk meg a Fun fuggvenyek egy veges
dimenzios V altereben megkeresni a megoldas legjobb kozeliteset!

u(z)

u € Fun([0,1]) UT) veV, dimV =3
0

Figure 6.8: A v fuggvenyek egy haromdimenzios alteret alkotnak az ”osszes” u
fuggvenyek vegtelen dimenzios tereben.

AV alternek egy bazisa:

e1(x) ea(x) es(x)

1 1 1

Figure 6.9: V egy bazisat alkotjak ezek a sator alaku fuggvenyek.

Tehat u kozelitese:
u(z) = v(z) = u(0.25)e1(z) + u(0.5)ez(z) + u(0.75)es(x)
= vie1(x) + vaea(z) + vses(z).

Ennek semmi ertelme, ha a (??) egyenletet akarjuk megoldani, itt v” mindenutt
nulla, legalabbis ahol egyaltalan ertelmezve van. Viszont az energia funkcional

(72)

Energia[v] = /0 5[1}’(;10)]2 — f(z)v(z) dz
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jol kozeliti Energialul-t, legalabbis ha nincs nagy kulonbseg u es v elso derivaltjai
kozott. Ha ki akarjuk szamitani Energia[v]-t, akkor persze egy kozelito mod-
szerben nincs ertelme az f(z)v(z) tagot az integrandusban egzaktul kezelni, igy
pl. valaszthatjuk f kozelitesenek a

f(x) = f(0.25)e1(x) + f(0.5)ea(z) + f(0.75)es(z)
= friei(z) + foea(x) + fzes(x)
fuggvenyt. Ekkor
E[@] = E[(vh V2, U3)T] =
—|—4vf —4dvov1 + 411% + 41)32, — 4uovsg

fivi fovr five  fova  fava  fovs  favs

6 24 24 6 24 24 6

4 —2 0 (%}
= (’Uhvg,vg) —2 4 -2 (%)
0 -2 4 VU3

[\

1
54 0 V1
21
+(f1, f2, f3) —% —3 —214) U2
6
T

T2
=o' Lo+ ffMo =3" Lo+ 3o, (6.10)

ahol g = MTf. Ezt a kifejezest az N = 4 reszre osztott [0, 1] intervallumon

torteno integralas generalja, pl. a harmadik [0.5,0.75] szakaszon (elemen)

U<x):v2+(v37v2)x07.72(;5’ f(x):f2+(f3*f2)%205£)7

ennek a hozzajarulasa Energialv]-hez

0151 (w3 — v\ ? ~0.5 ~0.5
/0.5 5 (U%Q?) - <f2+(f3—f2)x0.25 ) (1)2'1'(113—02)960.25 ) dx.

Minimalizaljuk (??)-t! A kritikus pontban
0= (“)ivk ZviLijvj + Zgivi = 2ZviLik. + 9k
i,j i J
barmely k-ra, vagyis
2'L=-g" & 2"v=-35 & ov=—(I")"'g= f%(Lfl)TMTf.
A v vektor meghatarozza a kozelito megoldast.

6.4.2 Gyenge megoldas:

Hogyan tudnank hasonlo egyenleteket generalni, ha nem ismerjuk a minimal-
izalando energiafunkcionalt? Legyen u az (?7)

u’(z) + f(z) =0, u(0)=u(l)=0
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DE megoldasa. Ekkor barmely ¢(z) : ¢(0) = ¢(1) = 0 fuggvenyre

0= / (@) (" () + f(z)) dz = / —§ @ (1) + 6@) f(x)da (6.11)

mivel a parcialis integralasnal a ¢(x)u'(x) |(1) tag kiesik ¢ peremfeltetelei miatt.
Az utolso alaknak ugyanaz az elonye, mint az Energia[v] funkcionalnak, csak az
elso derivaltra van szukseg.

Az u(z) megoldas

u(z) = v(z) = vier(z) + vaea () + vzes(x)
kozeliteset a kovetkezo keppen hatarozhatjuk meg. Megkoveteljuk, hogy a
masodik integral (?7?)-ben nulla legyen, ha w helyere v-t, illetve ¢ helyebe

o(x) = cre1(x) + caea(x) + caea(x)-t helyetesitjuk. Mivel € tetszoleges, igy
a kovetkezo harom integralnak nullanak kell lennie:

1
0 :/ —ei(x)'(x) + ei(x) f(x) du, i=1,2,3. (6.12)
0

Ha f-re az f = fie1+ foea+ f3es kozelitest hasznaljuk (ez perszen nem kotelezo),
akkor a kovetkezo numerikus egyenletrendszert kapjuk:

1 1

6f1+ﬂf2+0f3—81}1+4’02+0v3ZO
L e Lt a0 80t 40s =0
9471 T g 2T gy 3 TR T ot A =

1 1
0f1 + ﬂfQ + 6f3 + 0vy + 4vz — 8vz = 0.

Itt peldaul az elso egyenletet a kovekezokeppen kapjuk:

0.25
1
0:/ B o L T fiz .
0 0.250.25 0.250.25

0.5
—1 vy — vy xz —0.25 xz—0.25
L 0 e
+/0_25 025 025 ( 0.25 ) (”l vz =) o0 ) v

Adott f eseteben a © vektor szolgaltatja a kozelito v(z) megoldast.

Egyaltalan nem nyilvanvalo, hogy ez az eljaras mukodik. Amiben biztosak
lehetunk, az legfeljebb az, hogy ha v egy jo kozelites, akkor a (??) egyenletek
kozelitoleg teljesulnek. Azonban a kozelito egyenletek pontos megoldasa nem
feltetlenul van kozel a DE pontos megoldsahoz. (Ha pl. ¢-t egy negydimenzios
alterbol valasztanak, akkor negy egyenletunk lenne a harom v; ismeretlenre, igy
valoszinuleg meg se tudnank oldani a numerikus egyenletrendszerunket.)

Probald kidolgozni a kovetkezo problemakat az energiaminimalizacio es a
gyenge megoldasok szempontjabol is!

Problema 50. Milyen valtoztatasokra van szukseg, ha a peremfeltetel u(0) =
2,u(l)=37¢

Problema 51. Eddig a haromdimenzios V alterben kerestuk a kozelito megoldast.
Ennek elemei a folytonos, szakaszonkent affine fugguenyet voltak. Milyen val-
toztatasokra van szukseg, ha V' folytonos, szakaszonkent kvadratikus fuggvenyek-
bol allna? Hany dimenzios lenne ez a vektorter? Mi lehetne egy kenyelmes
bazisa? Hatranyt jelentene-e, ha azt is megkovetelnenk, hogy a vektorter fug-
guenyei derivalhatoak legyenek a szakaszok talalkozasainal?
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Problema 52. Vajon hogyan mukodhetne az magasabb, pl. ket dimenzioban?
Egy tipikus problema a D egysegnegyzeten:

0? 9?2
(833% + 81:%) u(xy, w1) = Au(zy, 21) = —f(21, 22),

u(z1,0) = u(z1,1) = u(0,22) = (1,22) =0,
vagy minimalizald az
1
Blul = [ 5 (0,7 + () = fuda?
funkcionalt! (A konkretsag kedveert legyen f(x1,22) =1, tehat a rogzitett oldalu

negyzetre egyenletes terheles hat.)

1. Vagd fel D-t eloszor 4 x 4 negyzetre, majd vagd felbe mindegyik kis ne-
gyzetet! Az igy kapott 32 haromszog jatsza az egydimenzios problema negy
szakaszanak a szerepet! Mi lehetne a sator alaku e;(x) bazisfuggvenyek
ketdimenzios variansa?

2. Ezen bazisfugguenyek v(xy, x2) linearis kombinacioja lesz u kozelitese. Ird
fel, hogy mennyi Ev] !

3. Keresd meg a gyenge megoldas kozelito egyenleteit!

Problema 53. (!!)

Veges elemek, variacios elv.
Oszd fel a [0,1] intervallumot 4 reszre a kovetkezo pontokkal: x; = 0.2, 0.5, 0.8.
Legyen v(z) az a folytonos fuggueny, amelyik affine az alintervallumokon es az
ertekei az x = 0, 0.2, 0.5, 0.8, 1 pontokban a kovetkezoek: 0,v1,vs,v3,0.

o Szamitsd ki, mennyi

1
Energylv] = / (v')? — 2vdx
0

kozelitoleg vagy pontosan! Kozelito szamitas eseten add meg, hogy milyen
kozelitest hasznaltal!

o [rd fel az EL egyenleteket az Energylu] funkcionalra!

Megoldas:
)
OFEnergy OFEnergy d
e e na =2, %(21/) —(—z)=20"+z=0.

e Az xv fuggveny integraljat a szubintervallumokon az x es v fuggvenyeknek
a szubintervalumok kozeppontjaiban felvett ertekeinek a segitsegevel kozelitjuk.

Energy[v]

() - () (5)
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2
Vg — U1 0.2+0.5 V1 + U2
() (5% (*5))
2
V3 — V2 05 + 08 V2 + V3
s () - (452) (5)
0—wvs\> [08+1\ [v3+0
2 —
or((05) - (57) (45)
Problema 54. (!!) Veges elemek, gyenge megfogalmazas.
Oszd fel a [0,1] intervallumot 4 reszre a kovetkezo pontokkal: x; = 0.2, 0.5, 0.8.

Legyen v(x) az a folytonos fuggvueny, amelyik affine az alintervallumokon es az
erteket az x = 0, 0.2, 0.5, 0.8, 1 pontokban a kovetkezoek: 0,v1,vs,v3,0. Legyen

O

o (z) 4+ zu/ (z) = 22, uw(0) = u(1) = 0.
e A DE gyenge u megoldasa milyen egyenleteket kell, hogy kielegitsen?

o Irj fel eqgy numerikus egyenletet a v kozelito megoldas v; numerikus param-
etereire!

Megoldas:

[ )
1 1
0:/ ¢ (u" + zu' — 2?) dz:/ —¢'u + pau’ — px?dx
0 0

minden olyan ¢-re, amire igaz, hogy ¢(0) = ¢(1) = 0.

e Legyen ¢(z) = ea(x) egy sator alaku fuggveny az x = 0.5 pont korul.
Ekkor az integrandus ket darabra likalizalhato x = 0.5 korul. a kozeppon-
tos numerikus modszert hasznalva az integralok kiszamitasara azt kapjuk,

hogy
0
03 [ 170 w—wm  102+05wm—u 1(02+05 ?
o 05-0205-02 2 2 03 2 2
o3 (- 0-1 ws—w  105+08v—v 1 (05+08)%)
0.8-0508-05 2 2 0.3 2 2

Itt a szorzotenyezo % nem mas, mint az es fuggveny erteke az [0.2,0.5] es

[0.5,0.8] intervalumok kozepen, tovabba pl. ((0.5+0.8)/2)% az 22 fuggveny
erteke az = (0.5 + 0.8)/2 pontban.

O
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Chapter 7

Fourier sorok

7.1 Fourier transzformacio

Ortogonalis sorfejtes:

Tetel 7. Legyen ng, ..., 7in_1 egy ortonormalt bazis eqy V wvektorterben. Ekkor
ha
U= aofly+ -+ an_1lN_1,

akkor
Q; = (ﬁl, 77)
Alkalmazzuk formalisan ezt a kepletet vegtelen dimenzioban.

1. Klasszikus Fourier transzformacio. A ¢y, cy,co,...,S1,,82,... fuggvenyek
egy ortonormalt bazisat alkotjak L?([—m,n], dz)-nek:

co(z) = %, en(z) = % cos(nx), sp(x)= %sin(nx).
Mivel
d? 9 d? 9
—@cn(x) =n“c, (), —@sn(x) =n“s,(z), Vn€Z,
a cp, Sy, fuggvenyek egy, a D? = —dd—; operator sajatvektoraibol allo bazist

alkotnak. D? (formalisan) onadjungalt, mivel (f, D?g) = (D?f,g) peri-
odikus sima f, g fuggvenyekre.

Ha
f(@) = agco(z) + Y ancn (@) + Busn(x)
n=1
= czoL + i 04nL cos(nx) + Bni sin(nz),
Vor TR Ve
akkor

co = (co, f) = i/ f(x) da.
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T

en = (Cn, f) = % » cos(nz) f(z) dx,
Sn = (sn, f) ! sin(nz) f(z) dx

VL

2. Exponencialis forma. Az e,(z) = \/%76’:"”, n € 7 fuggvenyek egy ortonor-

malt bazisat alkotjak L?([—n, 7], dz)-nek. Ezek a fuggvenyek sajatvektorai
aD= —i% (formalisan) onadjungalt operatornak:

(Dea)(@) = —ie (\/1276"I> —n (\/%eﬂ .
(f,Dg) = (Df,g)
- [ T@i-ig @) e = T -igta)) 1, - [ 7 @gle)ds

—T

-/ " @) de,

ha f, g periodikus sima fuggvenyek.

Ha
~ ~ 1 .
f(J?) = fnen(x) = fn7€2nz7
akkor

o= (enh) = [ @@f@dn= o [ sy da

—T

Itt a kalap a Fourier-tr. egyik tradicionalis jelolese.

1Flla = (z fen S fmem) S Plemen) = S AP

nez meZ neZ neZ

(az ortonormaltsag miatt (en,e,) = 0, ha n # m) tehat a tr. a ne-
gyzetesen integralhato fuggvenyeket a negyzetesen osszegezheto sorozatok
{5 Hilbert terere kepezi le.

3. Szinusz transzformacio. Az s, (x) = \/Esin(nx), n=1,2,... fuggvenyek

T

egy ortonormalt bazisat alkotjak L?([0, 7], dx)-nek. Tehat, ha
F@) =S ansn(@),
n=1
akkor

an = (8n, f) = \/2/07r sin(nx) f(z) dx.

Problema 55. (/!)

1. Mi a szinusz tr. koszinusz verzioja?
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2. (1) Irj fel hasonlo kepleteket egy tetszoleges |a,b] intervallumra!

3. Vizsgald meg ez exponencialis tr. viselkedest az [—mL,wL] intervallumon,
ha L — oo !

4. (1) Hogyan lehetne ezt a hataratmenetet alkalmazni arra, hogy egy nem
periodikus f(x) fugguenyt kifejezzunk az eP* p € R fugguenyek segit-
segevel?

5. A jelfeldolgozasban jobban szeretnek az L2([0,1],dx) teren dolgozni. Ird
fel itt a Fourier transzformaciokat!

Megoldas: 3: L?([—wL,7L],dz) egy ortonormalt bazisa:

Fourier tr: ha )
)= en(x) = A
f(@) %fn n(2) %fnm
akkor

L 1 L

Fo = (ens ) = [ @@= —— [

4: Legyen p, = 7, Ap = Pny1 — Pn = %, tovabba normalizaljuk egy kicsit

e 2T f(z) da

maskepp a tr.-t, tovabba tekintsuk a f sorozatot ugy, mint egy diszkret pontok-
ban adott f fuggvenyt:

Fion = [ gy,
f@)= = 3 Foweray

pPn€EAD-Z

(Itt az egyetlen Ap faktorba olvaszottuk bele a ket /L tenyezot.) Tehat az
L — oo hataresetben, vagyis a teljes valos tengelyen a Fourier tr:

L - T £ () d
f(p):\/?/—ooe f(x)dz,

1 ® 2 ipx
f(x)zﬁlmf(p)e dp.

Problema 56. (!!)
o Adj meg egy ortonormalt bazis az L*([0,13],dz) teren!

o Legyen f(x) =8, ha x € [3,5] , amugy pedig legyen f nulla. fejezd ki f-t
az elozo bazisfugguenyek segitsegevel a [0, 13] szakaszon!
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e Ha az elozo (most mar R-en) ertelmezett fuggueny

1 * z ipT
f@)= = | e ap

akkor mennyi f(5) ?
Megoldas:

e Ortonormalt bazis:

e Fourier tr.:

nez

£ ein%x 1 9 —in%’x
fn:<\/ﬁaf(m)>:\/ﬁ/o e f(z) dx

] e-ini55 _ o—in35-3

8 /5 —zn%wd
= — e T =
V13 Js V13 —in3%

7.1.1 Tobbdimenzios Fourier tr.

1. Vektorterek tenzor szorzata. Legyen az U vektorter egy ortonormalt bazisa
€1,...,6n, mig ugyanez V-re fi,..., f;. Ekkor legyen U es V tenzor szorzata
az U @ V vektorter, amelynek ortonormalt bazisa

Gij = € @ fj, (i,5) € {1,...,n} x {1,...,m}.
Itt a ® jeloles egy muveletet is jelol:

R:UxV->URYV,
pl.: (261 + 3e2) ® (4f1 +5f2)
=8¢, ® f1 + 108, ®@ fo + 126 ® f1 + 1562 @ fs.

Az eredmenyt hivhatjuk a ket vektor tenzor vagy kulso (outer, de nem exterior,
ek, wedge) szorzatanak.

Problema 57. Az, hogy a g;; vektorok egy ortonomalt bazis alkotnak, azt je-
lenti, hogy

(Gij>gr) = (€ ® fj,ex @ fi) = dindju,
ahol a 6;; Kronecker delta szimbolum, ami 1, ha i = j, amugy nulla.
Mutasd meg, hogy

(U ® U1,U2 ® Vg) = (ur,v1) - (u2,v2).
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UgV: ij

Figure 7.1: Az otdimenzios U vektorteret az ot pontban ertelmezett fuggvenyek
alkotjak, mig V elemei hatdimenzios vektorok. Az i cimke az €; bazisvektort
reprezentalja. Az U ® V' vektorter 5 x 6 = 30 dimenzios, az ij cimke az €; ® f]
vektort reprezentalja.

2. Ket dimenzios Fourier tr.
1 Z1
17 1
LQ([O, 1],dz1) = Ha

L2([0,1)%, dx?)

=Hi ®Ha

L2([0,1],dxs) = Ho

0+ O 1 T2 0 . o
Figure 7.2:
A bazisvektorok Hi-ben es Ho-ben:
en, (z) = 2™MT™ es  f, () = e2in2TT2, Ny € Z.
H1 ® Ha bazisvektorai:
G (@1, T2) = en(21) fon () = €201 2MTT2 _ (2in(n1+mas)

Tehat a kisse szisztematikusabb

€(ny o) (71, 82)) = €5 () = >Tmzrinam) — g2im(n.7)

jelolessel egy f(x1,x2) = f(Z) fuggvenyre a Fourier tr:

~ x1=1 zo=1 ) AP
Fom [ [ e oy ) davdes = [ 200 @)
I1:0 IQIO D
f(z) = Z fﬁegm(ﬁ’f)-
neL?
(Itt D a [0,1] x [0, 1] egysegnegyzet.)

Problema 58. Hogyan mukodik az RN -en adott fuggvenyeken a Fourier inte-
gralis transzformacio?
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7.1.2 A Fourier transzformacio konvergenciajarol

Az e, (z) = \/%76””, n € Z fuggvenyek egy ortonormalt bazisat alkotjak L? =
L?([—m, 7], dx)-nek. Legyen
. .1
flz) = anen(x) = Z Jfn—=¢"",
neZ nez 2
es

—r \/27T -
tovabba
N 1
o= 2
| .._.-_a:-.pL-\....a_-"__ t'\"' .f
3.14 ' 3.14 0314 | 0314

Figure 7.3: Az N = 10 kozelitese az egysegugras fuggvenynek, illetve az N = 3
kozelitese az abszolutertek |z| fuggvenynek. Minel simabb egy f fuggveny, annal
gyorsabban konvergal hozza fy.

A kovetkezo eredmenyek teljesulnek:
1.
fert —  Jm |lf =gl = Jim [ 17@) - fy@fdo=o.
N—oo N—oo o
Sajnos ez semmilyen garanciat nem tartalmaz limy_,o fn(z) = f(x) tel-
jesulesere.

2. Legyen f egy veges sok sima darabbol allo fuggveny. Ekkor

(a) Ha f folytonos az z¢ pontban, akkor lim,_,., fn(zo) = f(zo).

(b) Amugy egy szakadasi o helynel

mlggo In(x0) = % ( 1_1>m7 f(@) + lim f($)>

(17—>I0
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3. Ha f sokszor derivalhato, akkor a fn Fourier egyutthatok gyorsan csokken-
nek. Pl ha f® e L2 akkor

(3) _d73 £ L inT __ 2 \3 £ 1 inT
f (x)_dxs %f"\/ge _Z[(W) fn} me ;

nez
tehat ) )
Z‘(zn)?’fn :ZHG fal < oo
nez neZ
4. Dirichlet mag.
al 1
0 — An einO

e*in-O ™

-3 { / @ i) dx] = @)@

ahol N
1 Cine L sin [(N—i— %) a:]
Dy (@) = 2T n:_Ne Cor sin [%x} '
25
|l
3.14 314

Figure 7.4: A Dy Dirichlet es F Fejer magok N = 25-re. Mindketto-
juk konvergal a d(z) Dirac delta fuggvenyhez, vagyis ha f(z) sima, akkor
[T Dn(2)f(z)de = [T Fn(z)f(z)dz — f(0). Azonba ha f csak folytonos,
akkor a Dirichlet mag eseteben nem feltetlenul teljesul a konvergencia.

5. Fejer (Lipot) mag. Atlagoljuk az fn(0) sorozat elso K + 1 tagjat:

K
k0= gy XS0 = [ Pl

—T

ahol
1 & 1 1 1-cos|[(K +1)a]
F =— D = — .
() K+1 0~ n (@) 2r K+1 1 — cos[z]
Fk(z) nemnegativ, az integralja az & = 0 pont kornyezetere koncen-

tralodik es egyenlo 1-gyel. Igy a kiatlagolt Fourier sora egy folytonos
ffuggvenynek pontonkent konvergal f(x)-hez.



78 CHAPTER 7. FOURIER SOROK

6. Haar Alfred ortogonalis rendszere (Haar wavelet). A Fourier tr. nagy
elonye, hogy az e, ~ €™ fuggvenyek diagonalizaljak a derivalas opera-
torat. Viszont ezek a fuggvenyek nem lokalizaltak, nem koncentralodnak
egy pont kore. Ez nyilvan gondot okoz, ha olyan fuggvenyeket akarunk
leirni, amelyek csak egy rovid szakaszon nem nullak.

1 1 = 1 1 —
ho hio ha,0 ha 1
L sz N — T — T
1 1 1 1

Figure 7.5: A h fuggvenyrenszer (az abran az elso negy szerepel) ortogonalis, de
nincs normalizalva. A h; ; fuggvenyek mindegyike hi o eltolt es az x iranyban
osszenyomott variansa. Ha egy f fuggvenyt kifejtunk ezen bazis segitsegevel,
akkor az abran lathato tagokat tartalmazo reszletoszeg az f fuggveny atlagait
reprodukalja az [0,0.25],...,[0.75,1] szakaszokon. Igy, ha f folytonos, akkor
ezen bazis szerinti ortogonalis sorfejtese f-nek pontonkent konvergal f(x)-hez.

A JPEG2000 standard ezt az otletet (ennek ketdimenzios, javitott val-
tozatat) hasznalja, mig a korabbi JPEG standard direkt modon a koszi-
nusz transzformaciot hasznalta.

7. Shannon mintavetelezesi tetele: Legyen f(p) = fR e~ 2™t () dt, es legyen
f(p) =0, ha p ¢ [-B, B]. Ekkor az f(k/(2B)), k € Z sorozatbol rekon-
strualhato f(t) :

f&y=>"f (2];) sinc(2r Bt — k),

keZ

sint ha t 0
ahol  sinc(t)=< t’ at#
1 hat=0.

Pl. ha egy mp3 fajlban a 22kHz frekvenciaig akarjuk megorizni a frekven-
ciakomponenseket, akkor masodpercenkent 44-10% mintaveltelre van szuk-
seg.

7.2 Szimmetria

7.2.1 A Laplace operator szimmetriaja

Az egydimenzios egysegnyi erovel elofeszitett hur eseteben az kicsi u(x) defor-
maciohoz tartozo (visszaterito) ero

2
(Broful)(x) = 5ulx)

volt. Ez a forma nehany nagyon altalanos elvbol is kovetkezik.
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1. Tegyuk fel, hogy az u — Erou] lekepezes linearis, tovabba ha u nulla egy
I intervallumon, akkor ott Erofu] is nulla. Ekkor Ero egy veges rendu
differencialoperator segitsegevel szamithato ki:

dk

N
(Erolu])(x) = (Lu)(z), ahol L = sz(x)w.
k=0

(Valami effelet mond ki Peetre tetele.)

2. Ha L eltolas invarians, akkor
N gk
L= kz:% b
3. Ha tovabba L tukrozes (1d elforgatas) invarians is, akkor
M 2\ F
L= gzk (dxg) = p(A),

vagyis L a Laplace operator valamely polinomja. Ez magasabb dimen-
zioban is igaz: Egy eltolas es elforgatas invarians skalaris differencialoper-
ator A polinomja.

4. Tegyuk fel, hogy ha u-nak maximuma van &,q,-nal, akkor (Lu)(z) nega-
tiv, vagyis az ero a maximumot lefele huzza. Ekkor

d2

[ =c. 2
€ dz?

=cA valamely ¢ > 0 — ra.

Magyarazat:

3. Mit jelent az, hogy A eltolas es tukrozes invarians? Vezessunk be ket
lin.op.-ot amelyek a ¢(x) fuggvenyeken hatnak.

(Ta)(z) = (x —a),  (PY)(z) = P(-2).
Ekkor a szimmetria jelentese, definicioja:
T,A = AT, PA = AP.
Bizonyitsuk a masodikat:

P(z) = (AY)(z) =y (z) = (PAY)(z) =y (-=),
d2
V(@) = (PY)(@) = (=) = (APY)(x) = 50 (=) = (-1)*"(~2).
Mivel ugyanazt kaptuk, A valoban invarians a P tukrozesre nezve.

Problema 59. Hogy fugg oszze

d d

— P pP.— 7

dx ° dx
Bizonyitsd A invarianciajat a T, eltolasra nezve? MennyiT,-T, ? Mennyi
(T,)~' 2 Mennyi (T,)* ?



80 CHAPTER 7. FOURIER SOROK

4. Legyen a maximum helye @4, = 0 es kis &~ O-ra legyen pl. u(x) =~
2 — 322 + azx?. Ha pl.

L=7-A+BA% akkor (Lu)(0)~7-(=3-2!)+ 3 -4

Ez viszont pozitiv lenne, ha sign(a) = sign(8) es |a| eleg nagy, vagyis
nem teljesulne a (Lu)(Zmqz) < 0 feltetel.

Mi lenne, ha egy hajlekony hur helyett egy vekony, de merev, rugalmas rud
eseten vizsgalnak a visszaterito erot kis u(x) deformaciok eseteben? Tegyuk fel,
hogy az ero aranyos az u fuggveny gorbuleti sugaraval:

[ (=)
Ero(z) ~ k(z) = NE ~ f'(x) —
(14 17@)P?)

3

S @ @+

A linearis tag (leszamitva esetleg egy pozitiv szorzo faktort) megegyezik a ket
modelben.
Ugyanez a meggondolas alapjan a hovezetes linearis modelje:

dwu(t, ) = c- 0%u(t, z), c>0.
Szuksegszeruen ehhez az alakhoz jutunk, ha feltesszuk a kovetkezoket:

1. Ha egy szakaszon nulla a homerseklet, akkor ott a pillanatnyi homereklet-
valtozas is nulla.

2. A model linearis, homogen es izotrop.
3. A maximalis homerseklet nem nohet.

Problema 60. Probalj valamifele "fizikai” levezetest adni a hoegyenletre!

Megoldas:
Homerseklet: ¢(x,t).
Hoaram: j = —o¢,.

x: hoaram befele: j(z) = —o¢,(x,t).

z+Az: hoaram kifele: j(z+Azx) = —o¢,(x+Ax,t) = —0 (dz (2, t) + Puz(z, 1) A).
Netto homerleg: j(x) — j(x + Az) & 0dn(x,t) Az

Az [x,x 4+ Az] darab tomege: pAx, fajhoje: c,

Ekkor a hoersekletvatozs sebessege:

pC¢t($7 t) = U¢aj:ﬂa

2 2
O R Ly <a ka)qﬁo.

vagyis

o’ ~ " ox? ot ox?
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7.2.2 Diszkret Fourier Transzformacio (DFT, FFT)

Problema 61. Ot egysegnyi tomegu test periodikusan ossze van kotve egysegnyi
rugoallandoju rugokkal. a testek poziciojat az i = (yo,- - -,ya)T vektor adja meg.
Ird fel a rendszer mozgasegyenletet, es oldd is meg azt. Vegezd el ezt egy hasonlo,
N tomegbol allo rendszerre is!

Ket tetel bizonyitas nelkul:

Tetel 8. Legyen A es B ket diagonalizalhato matriz, tovabba tegyuk fel, hogy
AB = BA. Ekkor letezik A es B kozos sajatvektoraibol allo bazis.

Tetel 9. Legyen M egy normalis matriz, vagyis teljesuljon, hogy MM* =
M*M. Ekkor letezik M sajatvektoraibol allo ortonormalt bazis.

Az N = 5 testbol allo rendszer szimmetriaja a testek ciklikus 7' permuta-
cioja. T normalis operator lesz, aminek letezik ortonormalt bazisa. A feladat-
ban szereplo operatorok kommutalnak T-vel, igy (esetunkben) T sajatvektorai
segitsegevel ki tudjuk fejezni a feladat megoldasat.

01 0 0 O i) 1
0 0 1 0 O X1 To
T=|(0 0 0 1 0 |, T aa| =3
00 0 01 I3 T4
1 0 0 0 O Ty i)

Problema 62. Mennyi T—', T* es TT* —T*T ¢

Mivel TV = E, igy T lehetseges sajatertekei

= COS N 781N N .

A (nemnormalizalt, de ortogonalis) v} sajatvektorok (ezek periodikus mertani
sorok elso N tagjai \x hanyadossal):

A, = e, e=¢'

=2y

0-k

1 1 €
1 gl glh¥
_. — 2 ~ 2:-k
Vo = 1 ) 1= 1€ ) ey k= 1€ ) ’ k:Oa17 aN_l
1 el g3k
1 54 E4-16

Jegyezzuk meg, hogy Uy = U/, ha k — k' oszthato N-nel.

A @, sajatvektor megkaphato a [0, 1]-en ertelmezett €27 fuggveny mintaveteleze-
sekent az g = 0,...,2; = I/N,...,zy_1 = (N — 1)/N pontokban. Ez mag-
yarazza az F betut a DFT-ben.
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NA /]
VAAVA

Figure 7.6: Az e*™*** L = 2 fuggveny, illetve annak mintavetelezese N =
1/20 idotartamonkent, ami nem mas, mint 0y = v komponenseinek abrazolasa.
(Csak a valos reszeket abrazoltuk.)

Legyen az F DFT az ezen bazis szerinti sorfejtes:

(%o, f) 11 1 11 fo
@h| |1 e e e e | [n
F= ]:JF: (Ug,f_) =] 1 2 % 6 8 fo
(173,]5') 1 B3 6 9 12 s
(. —») 1 4 8 12 16 f
Az inverz F~1 tr:
11 1 1 1 Fy
. . 1 1 & &2 & ¢ Fy
f=F'F=—|1 & & & 8 Fy
N 1 e 8 @ €2 F3
1 & 8 12 6 F,

(Mivel ﬁ}' uniter, igy ennek az inverze ﬁf *.) Az FFT (Gyors (Fast)
Fourier Tr.) ezt a muveletet O(N log(N)) ido alatt kepes kiszamitani.

Problema 63. Terjunk vissza az N =5 tomegpont problemajahoz.
1. Ellenorizd, hogy a mozgasegyenlete az §(t) elmozdulasvektornak:

d? _, S
Ei=- (-T7'+2E-T)j=—Aj.
Mik A sajatvektorai es sajatertekei?
2. Ird fel az altalanos megoldast!

Megoldas 1. 1.

2 -1 0 0 -1
d? 4 -1 2 -1 0 0
7(t) = —AG(t) = — 0 -1 2 -1 o0 y(t
It y(t) O A N (0
-1 0 0 -1 2

=—(-T+2E-T7") ).
Mivel A kifejezheto T-vel, igy a sajatvektoraik ugyanazok.

k=0,...,N—1, MA=-"+2—-¢"1=2(1—cos(2kn/N)),
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gik-0:(2m/N)
U =
eik~(N—1.)4(21r/N)
cos(k-0-(27/N)) sin(k -0 - (27 /N))
= ' +i '
cos(k - (N — 1) - (2 /N)) sin(k - (N — 1) - (21/N))
2. Az altalanos megoldas:
N—1
§t) = 3 (Pee™ M Myem V) g,
k=0
N-1
= (Ck cos (\/ /\kt) + S}, sin (\//\]J)) Uk,
k=0
A megoldas idofuggo reszenek az wy, = /A, korfrekvenciajanak az abrazo-
lasa:
b — N -1 0 N-—-1 L
- D) geregUyeeey 2 ) k — Vk—N,
-:-n'r?-;p
.. I.E;E o-.
® 1ok o.
..n:n.sé .'
2 0 '

Figure 7.7: Az wy, korfrekvencia a k hullamszam fuggvenyeben, N = 41.

3. A partikularis megoldas:

N-1
%ﬂ(t) = 2 VA (_Ck sin (\/)\»kt> + S cos (\/Et)) U,
N-1 N-1
jo =D Cklk, 2= > VAkSki

k=0 k=0

Tehat

Cp = i(ﬁkﬂo), vagy C = l]:?70, Sk
N N

(3. )
= —(Uk, 20).
m. N k’ 0
Ha a kezdeti feltetelek valosak, akkor

C_y =Cn_k = Cy, S_ = Sn—k = Sk.
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A kovetkezo ket problema bizonyos eretelemben ennek a problemanak a
7 folytonos” verzioja.

Problema 64. (!!) Hullamegyenlet R?-en.
0o(t,x) = 00t ).
1. Sikhullam megoldas: Legyen
o(t,x) = gilhz—wkt),
Mennyi lehet wy, ?

2. Mennyi lenne wi, ha a hullamegyenletunk 0?¢(t,z) = 902¢(t, x) lenne?
Milyen sebesseggel "mozogna” ekkor az e/ =<st) sikhullam megoldas?

3. Sikhullamok szuperpozicioja:

o(t,x) = /oo dk (p(k;)ei\k\t + m(k)e_i‘k‘t) oike

— 00

_ /OO dk (c(k) cos(|k|t) + s(k) sin(|k|t)) €.

— 00

Ha )
(;5(0,1‘) = f(ZC), €s QS(OvT’) = g(x),

akkor mennyi c(k) es s(k) ¢
Problema 65. (!!) Hullamegyenlet R x S'-en.
0jo(t, ) = 0io(t2),  o(tx) =tz +1).
1. Sikhullam megoldas: Legyen
o(t,x) = ik —wkt),
Milyen ertekeket vehet fel k ¢ Mennyi lehet wy, ?
2. Sikhullamok szuperpozicioja:
o(t,x) = Z <pkei|k|t+mke—i|k\t> ik
kes=7
= Z (ci cos(|k|t) + spsin(|k|t)) e™*®.
kes=7
Ha )
¢(0,2) = f(), es  ¢(0,x) =g(),

akkor mennyi cy, es s ¢
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Inhomogen evolucios
linearis egyenletek

8.1 Input-output relacio

Homogen linearis egyenlet:
y=A@)y.

(g vektor, A matrix.)
Szuperpozicio elve: Ha

d d
Z=ANT e —T = A
akkor J

P (171 + a2®z) = A(t) (171 + 2¥2),

vagyis a homogen egyenletek megoldasainak linearis kombinacioja is megoldas.
Inhomogen linearis egyenlet:

g=At)y+ f(t). (8.1)
Ekkor, ha

d_ _ d_ _ =
%yhom = A(t)yhom €S %ypart = A(t)ypart + f(t)7

akkor J

% (yhom + ypart) = A(t) (yhom + @part) + f(t)
Tehat az inhomogen egyenlet altalanos megoldasa felirhato a homogen egyen-
let ¥j,,, altalanos megoldasa es az inhom. egyenlet egy ¥,,,, partikularis

megoldasanak az Yy, ., + Ypare 0sszegekent.
Linearis input-output relacio: Ha

—ABT ) e L= AW+ ()

at dt

85
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akkor
pn (71 + aolz) = A(t) (uTr + a2¥z) + a1 fi + azfo.
z (|1.1)) egyenlet megoldasi strategiaja: Odjuk meg a DE-t, ha f(¢) =

(S(t), eipt7 e—st7

majd irjuk fel f-et ezen elemi jelek linearis kombinaciojakent (integraljakent):

Zf 5(t—t;)

f(t) = \/%/f(p)eipt dp,
flit)= L_/F(s)e“ ds.

27

Az input-output relacio linearitasa alapjan ezzel megoldottuk (1.1f)-t.

8.2 Disztribuciok (altalanositott fuggvenyek)

Legyen D a sima, egy veges intervallumon kivul nulla erteku fuggvenyek tere
(tesztfuggvenyek). Ekkor minden f € D definial egy linearis funkcionalt (D-t
R-be lekepezo linearis es ”folytonos” fuuggvenyt)

Lyt g Lylg] / f(@)g(@) dz = (f.g).

Viszont pl. a d : g — ¢(0) funkcionalhoz nincs olyan f € D fuggveny, ami
ezt tudna. (Viszont ¢ kozelitheto (ahogy n — o0) olyan d,(x) € D pozi-
tiv fuggvenyekkel, amelyekre [d,(z)dz = 1, es az a tartomany, ahol 4, (z)
nem nulla, az egyre jobban koncentralodik 0 kore.) Az osszes, D-n ertelmezett
lin.funkcionalt hivjuk a disztribuciok D’ terenek. Ezeket lehet derivalni is. En-
nek a motivacioja: Ha f, g € D akkor

<flag> - 7<fag/>

a parcialis integralas szabalyai szerint. Tehat definialjuk a d € D’ disztribucio
d’ derivaltjat a
(d.g)=—(dg) VgeD

szaballyal. Ekkor mar bebizonyithatjuk, hogy H' = §:

(H',g) = / H(x /000 g (x)dx
=—9(2) |[g = —(g(00) — g(0)) = g(0) = (3, 9).
Problema 66. Legyen

0 hat<O
F(t) = 8.2
®) {t ha 0 < t. (82)

Bizonyitsd be, hogy F' = H, vagyis F" =6 !
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Problema 67. Legyen

0 hat <0
G(t) = 8.3
®) {e” ha 0 <t (8:3)
Bizonyitsd be, hogy G' +7G =4 !
Problema 68. 1. Magyarazd meg, hogy miert nincs ertelme a disztribuciok

szorzasanak, pl. miert nincs ertelme (5(x))%-nek!

2. Magyarazd meg, hogy viszont miert definialhato pl. §(x1)0(xz2) = §(Z) !

8.3 Inhomogen egyeletek

8.3.1

Az vy’ = f(t) DE az inhomogen linearis egyenletek legegyszerubb peldaja. Adott
az y'(t) = f(t) sebesseg, mennyi az y(t) pozicio?

(1) = F0), ylto) =0 ==  y(t) =0+ / f(r)dr.

Legyen y(t) = f(t) =0, ha t < 0. Ekkor

vy = [ sear= [ T H(t, ) f(r) dr = / T H( )i dr, (34)

ahol H a Heaviside egysegugras fuggveny:

ha t
Ht) = 0 hat<O
1 haO<t.

Milyen tulajdonsagai lennenek a (csak az altalanositott fuggvenyek (disztribu-
ciok) kozott letezo) H'(t) = §(t) Dirac-delta fuggvenynek?

0(t)=0, ha t#0, illetve / o(t)dt = 1.

Dirac-delta mint hatarertek (pl.):

n+n? ha —1/n<t<0
dp=qn—-n?* haO0<t<l/n
0 amugy.
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4y 1.0¢
3_ l'.lﬁ- F
0.6
F
] 0.4
A o'zt
. S 1 2 -2 -1 1 2

Figure 8.1: 6124 — 6, Hio4 — H.

Ha meg tudjuk keresni az y' = § egyenlet y = H megoldasat (fundamentalis
megoldas, impulzusvalasz, retardalt Green-fuggveny), akkor az y' = f egyenlet
megoldasa az (L.4)) kifejezes.

8.3.2
Adott az y”(t) = f(t) gyorsulas, mennyi az y(t) pozicio?

Pl.:
y" =10, y(1) =2, y'(1) = 3.
y’:/lodt:10t+01, y:/10t+01dt:5t2+C1t+C2,

5.124C,-14C,=2, 10-14+4C, =3 = y=5t>—-Tt+4.

t

y'=f@), v=y, V=f@t) = YO =vEt)=vlto)+ [ f(r)dr,

to

y(t) = y(to) + /t (U(fo) + /t: f(TQ)dTQ) dr

to

= y(to) + (t — to)v(to) + /t: (/T f(72) dTQ) dr

to

Ha y(t) = f(t) = 0 az < 0 esetben:

= [ ([ o) o= [ ([ 51

:/Tz (t_Tg)f(TQ)dm:/T (t—7)f(r)dr

— 00 — 00

= /OO F(t—7)f(r)dr,

— 00
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ahol

h
py =Y hat<0 (8.5)
t haO<t.

F(t) a F” = § egyenlet megoldasa, itt F’ ugrik egyet ¢t = O-nal. (H(t) a H' =§
egyenlet megoldasa, ott H ugrik egyet ¢t = 0-nal.)

8.3.3

y'(t) + 3y(t) = f(t), y(t) = f(t) = 0 ha t < 0. Szeretnenk y-t az y(t) =
ffooo G(t — 7)f(7) dr alakba felirni, ahol G a G’ + 3G = § egyenlet megoldasa.
Mit tudunk G-rol?

1. G(t) =0,hat < 0azy(t) = f(t) =0 ha t < 0 feltetel miatt.

2. Ha t =~ 0 akkor G a nulla koruli jobboldali es baloldali hatarertekek
szempontjabol ugy viselkedik mint a H' = § egyenlet Heaviside fuggveny
megoldasa, vagyis G(0T) —G(07)=1=H(0") — H(0™).

3. Hat > 0, akkor G’ + 3G = 0, mivel 6(¢) =0, ha t # 0.

Mivel az u/(t) + 3u(t) = 0, u(0) = 1 egyenlet megoldasa u(t) = e3¢, igy

G(t):{o, ha t < 0

e 3t hat>D0.

Tehat

t

y(t) = /_ h Gt —s)f(s)ds = / e 379 f(s) ds.

— 00

Itt egy, a regmultban nyugalmi allapotban levo rendszert kezeltunk. Ha adott
y(0), akkor

() =060 + | TGt - 5)f(s) ds,

mivel G kielegiti a G(07) = 1 kezdeti feltetelt (Duhamel-elv).

8.3.4

y' () +9y(t) = f(t),y(t) = f(t) = 0 hat <« 0. Szeretnenk y-t az y(t) =
[7.G(t —7)f(7) dr alakba felirni, ahol G a G” 4+ 9G = § egyenlet megoldasa.

Mit tudunk G-rol?
1. G(t) =0,hat <0azy(t) = f(t) =0 ha t < 0 feltetel miatt.

2. Ha t =~ 0 akkor GG a nulla koruli jobboldali es baloldali hatarertekek
szempontjabol ugy viselkedik mint a F" = § egyenlet megoldasa,
vagyis G(0T) —G(07)=0= F(0T) — F(07) es G'(0") —G'(07) =1 =
F'(0%) — F'(07).

3. Ha t > 0, akkor G” + 9G = 0, mivel §(t) =0, ha t # 0.
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Mivel az u”(t) + 9u(t) = 0,4/ (0) = 1, u(0) = 0 egyenlet megoldasa u(t) =

% sin(3t), igy
0, hat <0
Gt) =19, ..
3sin(3t) hat > 0.

Tehat

t
o]

y(t):/_oo Gt — 5)f(s) ds:/_ %sin(?;(t—s))f(s) ds.

Sajnos a Duhamel-elv itt nem alkalmazhato direkt modon, mivel G segitsegevel
nem tudnank elerni egy y(0) # 0 kezdeti feltetelt.

8.3.5

Radioaktiv bomlas 1 — 2 — (:

a3 %))

Homogen egyenlet partikularis megoldasai: ha

(i) =) e (i) = ()
akkor
() = (o) oo (05) = ().

Milyen a rendszer G;; valasza egy t = 0-kor beerkezo 1 fele egysegnyi radioaktiv

szennyezodesre:
i G11 o -3 0 G11 + (5(t)
dt \Ga1) ~ \'3 —=2)\Gax 0 )

Ha a masodik fele anyag erkezik impulzusszeruen, akkor
i Glg o -3 0 G12 + 0
dt \Gaa) — \' 3 —=2) \Go o(t)) -
Ez ugyanaz, mint
d (G2 G2\ _ (-3 0 G2 Gia +o(t) 10 .
dt \Ga1 Ga2 3 —2)\Ga1 G2 01

- (3 )

Tehat a retardalt (G(¢) = 0, ha ¢ < 0) megoldasa pozitiv t-re

_(Gu1 G2\ _ e 3 0
G(t) - <G21 GQQ) - (_36325 +3672t 672t ’

Igy
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mig negativ t-re G nulla. Ekkor a

) %)) ()

dt \y2 3 —=2) \y fa(t))”
(f(t) = g(t) = 0, ha t < 0) kezdeti feltetelu DE megoldasa

y(t) = [ T Gt — 5)[(s) ds.

L)-G- %) @)

sajnos egy nem invertalhato (a homogen egyenlet megoldasai nulla sajatertekuek)
operator invertalasanak az ertelmezese elegge bonyolult.

Duhamel elv: ha
(o) = (1)

(iﬁgg) =G(1) <;1),i1))) + /OOO G(t—s)f(s)ds,  hat>0.

Problema 69. (!/)

Ird at az y" + 9y = f(t) DE-t mint egy elsorendu rendszert! Keresd meg a
retardalt Green fugguenyt! Ird fel a DE kezdetiertek feladatanak a megoldasat a
Duhamel elv segitsegevel!

Formalisan

Problema 70. (/)

Ird at az y" +4y’ +5y = f(t) DE-t mint egy elsorendu rendszert! Keresd meg
a retardalt Green fuggvenyt! Ird fel a DE kezdetiertek feladatanak a megoldasat
a Duhamel elv segitsegevel!
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Chapter 9

Laplace transzformacio

9.1 Definicio

A kovetkezoekben az f, stb. fuggvenyek csak a ¢t > 0 felegyenesen vannak
definialva (vagy vehetjuk nullanak az ertekuket negativ argumentumnal).
A Laplace tr. definicioja:

L0 = LN = [ e = F)
(Az impropius integral tipikusan akkor van ertelmezve, ha s valos resze elegen-
doen nagy pozitiv szam.)
Inverze tr.:

1 ~y+ico
L7 F(s) = [L75()] (s) = —/ F(s)e® ds.
27 Jy—ico
(Ha v = 0, akkor ez a Fourier tr. egy kisse furcsa felirasa.)
Nehany Laplace transzformalt:

L(1) =1/s,
00 —st | os} efst 1
L(t) :/ e *tdt =t 7/ ldt = =,
0 —S 0 Jo —S S
n n!
E(t ) - gn+1’
1
at\ __
L (e ) = ia
. a a
ﬁ(sm(at)) = m, C(COS(G;t)) = m,
L(5(t)) =1, L(6(t —a)) =",
L(f(t—a))=e*F(s), haa>0,

ahol f (t) = f(t), ha az argumentum nemnegativ, mig negativ t-re f erteke 0.
A Laplace tr. legfontosabb tulajdonsaga az, hogy a derivalast szorzassa
alakitja:

L) = [

0

oo o0

Y (t)e st dt = y(t)e_St’go — /0 y(t)(—s)e st dt = sY (s) — y(0).

93
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Tehat

L") = LY #))) = s(sY (s) = 5(0)) — ¥/ (0) = s*Y () — sy(0) — 5/ (0).

Problema 71. Mennyi L(y" (t)), illetve L(y™ (t)) ?

9.1.1 Konvolucio

Ket fuggveny konvolucioja:

(f = g)(t /ft—T dT—/Og(t—T)f(T)dT=(g*f)(t)-

(Ha f,g az egesz valos szamegyenesen lenne ertelmezve, akkor (f * ¢)(t) =
75 f(t—7)g()dr. ) Konvolucio Laplace transzformaltja:

L(f*g)= / /ft—r 7)dr e " dt
= /0 /0 f(r2)e™" - g(1)e™°" drodr

= /0ij f(r)e ™ dry - /000 g(T)e T dr = F(s) - G(s),

ahol , =t — 7.

Problema 72. Rajzold le az integralasi tartomanyokat a t <+ 7 es a 79 <> T
sikokon!

9.2 DE

Problema 73. (!!)
Yy +3y=t, y(0)="7. Mennyiy ?

Megoldas:
L(y')+3L = L(t),
(sY(s) = 7)+3Y(s) =
1 /1 A B C -1/3 6
Y(S)—s+3(52+>—s2+5+3+3—52 s 543

y(t)=At+B+C-e >

Problema 74. (!!)
—4y = (t—1)% y(0)=5,9'(0) =7. Mennyiy ?
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Megoldas:
2 1 1
2 p—
(SY(S)—5S—7>—4Y(S)_S—3_ S+
1 2 1 1 A B C D FE
(s) 8_4<5s+7+83 52+82> st tatat

C
y(t) = Ae** + Be*' + 57,‘2 +Dt+ E.

Problema 75. (/) )
G (G )Gl =0rs) ()=
Mennyi
i)
(Ne szamold ki a szukseges inverz matriz explicit alakjat!)
Megoldas:
(2D + (G D) G = (et ).
o= (i) = (5L 0) ()

O

9.3 Referenciak:
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Mintapeldak: ZH2

1. Veges differenciak.
Keress numerikus egyenleteket a kovetkezo DE kozelito megoldasaras:

u”’(x) + 2u' (z) = 22, u(0) = u(1) = 0.

Approximaljuk az u fuggvenyt a kovetkezo vektorral: ; = u(iAx), i =
1,....4, Az =1/5.

o Kozelitsd u”(2)-t az u(z + Azx),u(z) ertekek segitsegevel!

e Hogyan kozelitened u'(x)-t ? Ird fel az ennek megfelelo veges dif-
ferencias kozeliteset a DE-nek mint egy inhom.lin. egyenletet a
vektorra!

Megoldas:
o () = Al L (u(x + Az) — 2u() + u(z + Az))

u'(z) = Aix(u(x + Az) —u(z)).

-2 1 U1

1 1 —2 1 w2

Ax 1 -2 1 us

1 —2 U4g
1-Ax —1 1 w1
2-Ax 1 —1 1 Usg
+ 3-Ax Az 11 ws
4. Azx —1 Uy

(1-Az)?
_ | (@2 -az)?
Tl 3-an? |

(4- Azx)?

A gyakorlas kedveeret oldd meg a kovetkezo problemat:
" + 2% =z, v (2) ~ (u(z + Az) — u(x — Ax))/(2Az) !

2. Euler-Lagrange egyenletek.
Let

Ird fel az EL egyenleteket erre a Lagrange fuggvenyre!

Megoldas:
d OL 0L
— — — = 0 = = .
dt a(bz a¢z ) ¢1 z, (b? Yy
OL . 46 OL .9 aL 5
or Yy+or7y, oF x”, B ; v+,

87
% (39&2) — (y + 53343/6) = 6xx — (y + 5zty )
6y°) =

d .
%(Qy—kx)—x 6y° = (25 + &) — (
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3. Veges elemek, variacios elv.
Oszd fel a [0, 1] intervallumot 4 reszre a kovetkezo pontokkal: z; = 0.2, 0.5, 0.8.
Legyen v(x) az a folytonos fuggveny, amelyik affine az alintervallumokon es
az ertekeiaz x = 0, 0.2, 0.5, 0.8, 1 pontokban a kovetkezoek: 0, vy, vo, v3, 0.

e Szamitsd ki, mennyi

1
Energyv] = / (v")? — zvde
0

kozelitoleg vagy pontosan! Kozelito szamitas eseten add meg, hogy
milyen kozelitest hasznaltal!

e Ird fel az EL egyenleteket az Energylu] funkcionalra!

Megoldas:
[ ]
0Energy OFEnergy d
%y =Y T gy = 20/, %(20')—(—@ =2"+x =0.

e Az zv fuggveny integraljat a szubintervallumokon az = es v fug-
gvenyeknek a szubintervalumok kozeppontjaiban felvett ertekeinek
a segitsegevel kozelitjuk.

Energy[v]
o[ (0N _ (0402 (04w
e 0.2 2 2
2
Vg — V1 0.240.5 V1 + V2
as((255) - (57 (*52))
2
V3 — V2 05+08 (%) +1)3
o (552) - (5% (252)
0—v3\> [08+41\ [v3+0
2 —
oz (%552) - (45 (%
4. Veges elemek, gyenge megfogalmazas.
Oszd fel a [0, 1] intervallumot 4 reszre a kovetkezo pontokkal: z; = 0.2, 0.5, 0.8.
Legyen v(x) az a folytonos fuggveny, amelyik affine az alintervallumokon es

az ertekei az x = 0, 0.2, 0.5, 0.8, 1 pontokban a kovetkezoek: 0, vy, vo, v3, 0.
Legyen

u”(x) + 2u' (2) = 22, u(0) = u(1) =0.
e A DE gyenge u megoldasa milyen egyenleteket kell, hogy kielegitsen?

e Irj fel egy numerikus egyenletet a v kozelito megoldas v; numerikus
parametereire!

Solution:
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1 1
O:/ ¢ (u" + 2u' — 2?) d:c:/ —'u' + pau’ — px? dx
0 0

minden olyan ¢-re, amire igaz, hogy ¢(0) = ¢(1) = 0.

Legyen ¢(x) = ea(x) egy sator alaku fuggveny az x = 0.5 pont ko-
rul. Ekkor az integrandus ket darabra likalizalhato x = 0.5 korul.
a kozeppontos numerikus modszert hasznalva az integralok kiszami-
tasara azt kapjuk, hogy

0
o3 (L 170 w—w 1024050 —v 1(02+05 2
- 05—-0205-02 " 2 2 0.3 2 2
o3 (- 0-1 ws—w  1054+08v—v 1(05+08 2

' 08—-0508—-05 2 2 0.3 2 2 '

Itt a szorzotenyezo % nem mas, mint az e; fuggveny erteke az [0.2, 0.5]

es [0.5,0.8] intervalumok kozepen, tovabba pl. ((0.5+ 0.8)/2)? az x?2
fuggveny erteke az « = (0.5 4 0.8)/2 pontban.

5. Oldd meg a y' + 9y = f(¢t) DE-t!

Keresd meg es abrazold a G retardalt Green fuggvenyt!

Hasznald G-t arra, hogy kifejezd a partikularis megoldast a kovetkezo
"kezdeti” feltetel mellett: y(t) = f(t) =0hat < 0!

Hasznald G-t arra, hogy ¢ > O-ra kifejezd a megoldast az y(0) = 7
kezdeti feltetel mellett!

6. Oldd meg a y"” + 9y = f(¢) DE-t!

Keresd meg es abrazold a G retardalt Green fuggvenyt!

Hasznald G-t arra, hogy kifejezd a partikularis megoldast a kovetkezo
"kezdeti” feltetel mellett: y(t) = f(t) =0hat < 0!

Ird at az elozo feladat masodrendu DE-et egy elsorendu rendszerre!
Milyen egyenletet elegit ki az ennek megfelelo G Green fuggveny?
Mennyi G(0%) ?

Ird fel G segitsegevel a masodrendu DE megoldasat az y(0) = 7, 3/(0) =
6 kezdeti feltetelek mellett, ha ¢t > 0!

folyt.kov.
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