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Chapter 1

Kalkulus elOismeretek

1.1 Newton-Leibnitz tétel
/ f)dt=F(t) <« F(t)=f@)
b
/ f(t)ydt = F@)L = F(b) - F(a)
b
G | fa =5 0 - F@) = Fe) 0= 0

1.2 Linearis approximacioé

Linearis kozelités:

flx+ Ax) = f(x) + f(x)Az + hiba(Az) =~ f(z) + f'(z) Az, (1.1)
I hiba(Azx)
Azs30 Ax B
Hibabecslés:

Problema 1. Adott egy f(t) figgéeny. Négy, egyirdnyba haladé auto versenyez:
F, Lin, Lassd, Gyors. t = 0-kor mindegyik pozicidja es sebessége f(0), illetve
1'(0). Legyen A = mazscpo,aqlf”(s)|. Legyenek az autok pozicidi:

F:o f(),
Lin: £(0)+ f/(O),
A
Gyors : f(0)+ f(0)t + 5152,
Lassu:  f(0) + f(0)t — ;tQ.

Becsiild meg felilrél |F(t) — Lin(t)|-t!

Megoldas 1. Lin dllandd sebességel halad (linedris approzimacid), mig F es
Lin mindketten Gyors es Lassu kozétt helyezkednek el, mivel Gyors es Lassi
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4 CHAPTER 1. KALKULUS ELOISMERETEK

kihaszndlja a mazimdlisan elérhetd gyorsuldst (vagy Lasst esetében lassildst).
Tehdt

. . 1
|[F(t) = Lin(t)| < |Gyors(t) — Lin(t)| = St*mazcio.anlf” ()]
Tehat a linedris kozelités (2.1]) hibdjara igaz, hogy
1
|hiba(Az)| < iszmasr:Se[x’x+Am]|f”(s)| (1.2)
Problema 2.

a) f(z) =sinz, zy=m/3; b) f(z) =z, 9=9;
) flz)=1/z, zo=2;
Ird fel f-nek a linedris f(xo+Az) ~ Ty (xo+Az) = f(xo)+f(x0) Az kizelitését,

ha Ax = 0.1 ! Mennyi mat.c|zy zo+aq|f"(2)| ¢ Adj felsé korldtot a kézelités
|hiba(Ax)| = |f(xo + Az) — T1 (20 + Az)| hibdjard!

Megoldas 2.
a) sin(7/3 4+ 0.1) = sin(w/3) + cos(n/3) - 0.1 + hiba(0.1)
Ihiba(0.1)] < %Aﬁmaxze[xmwm” ()|
= %0.12mamze[ﬂ/3’ﬂ/3+o,1]|cos(z)| < %O.l2 -1
c) 1/(240.1) =1/2 —1/2*-0.1 + hiba(0.1)
[hiba(0.1)] < 3 AT MA. ez ot an £ (2)
_ %o.ﬁmaxze[Q,MH|2/z3\ _ 20.12 .2/8
OkOlszably:

|f(z + Az) — f(x)] = |hiba(Az)| ~ %A$2f”($)

Egy példa, amikor ez az eljaras nem alkalmazhaté: Mennyi az f(z) = |z|*°
fliggvény linedris approximaciéja z = 0 kortl? Mennyi a kozelités hibdja?
Egy kissé matematikusabb bizonyitdsa (2.2)-nak ezen alapulhatna:

0
= f(0) —&-f’(O)t—i—/Ot (/05 ' (u) du) ds
< £(0) + £/(0)t + mazuep gl £ (w)] - /Ot (/O 1du> ds

= FO)+ PO+ gPmaz,eio gl f(w)

)= 10+ [ (s ds = £(0) + / (f’(O) + [ () du> s
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1.3 Tobbvaltozos linearis approximacié
Linearis kozelités:

flx1+ Azy,zo + Axg) = f(21,22) + fo, (21, 22)Azy + f;,2 (z1,72)Aza,
altadanosabban:

fx+ Ax) =~ f(T) + Z 1 (@) A
1.4 Taylor sor

) = O + f O+ 102 L9050

2! 31
f(x)
3

") s

3
51 ] Ax®+ ...,

fl@+ Az) = f(z) + f'(x) Az +

ami formalisan felirhaté mint:
1
flz+ Azx) = [(1 + Axd, + EAﬁ@i +.. ) f] (x) = [eAwmf] (x),
ahol e? ”defificiéja” valamilyen A operator esetében:
A Lo
et=1+ A4 A+

Ha az A operator nem "korlatos” (sajnos 9, ilyen), akkor a konvergencia kérdése
a sorfejtésnél eléggé komplikalt.

Problema 3. Ird fel a kovetkezd figguények Taylor sordt az x = xq¢ pont kordl!

3z

a) e, z9 = 0; b) sin(3z), xg = 0; ¢) log(z), o = 1;

1
d —_— = . = .
)iz =0 9 g =0

Megoldas 3.

2.2 33$3

3°x
a) 1 +’317+"7ir*‘+ ‘gT*

333 3525 3727 9
s T o TO°) =8-S+ T =

O (=1 = 517+ - 1P - - D40 (- 1))

d) 1+z+2°+2°+2"+ 0 (2°)
e) 1—2?+2* —2°+0(27)

2 3
+O(x4):1+3x+9%+9%+0(x4)

9z3  81z° 24327

b) 3z — +0 (a7)
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Chapter 2

Calculus prerequisites

2.1 Newton-Leibnitz theorem

[oa=r) = Fo =
b
[ swae=rl = Fo) - Fa)

b
G | 1= 50 - F@) = Fe) -0= s

2.2 Linear approximation
Linear approximation:

flx+ Az) = f(z) + f(x)Ax + err(Az) = f(x) + f'(x)Axz, (2.1)
err(Ax)

li
1im Az

Az—0

=0.

Error estimate:

Problema 4. Take f(t). Take the car race of four cars moving in the same
diretion: F, Lin, Slow, Fast. Att = 0 they have the same position and speed:
f(0) and f'(0). Let A= mazscp,aqlf”(s)|. The positions of the cars are:

F: f(t)a
Lin:  f(0)+ f(0)t,

Fast: f(0)+ f'(0)t+ ;ﬂ,
Slow :  f(0) + f/(0)t — gtz.

Estimate |F(t) — Lin(t)|-t!

Megoldas 4. Lin’s speed is constant (linear approzimation), while F and Lin
are somewhere between Fast and Slow, as Fast and Slow are moving with the
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8 CHAPTER 2. CALCULUS PREREQUISITES

maximal available acceleration or deceleration. Consequently
1
|[F(8) = Lin(t)| < |Fast(t) — Lin(t)| = St*mazsco anlf”(s)]
So the error of the linear approximation ([2.1)) satisfies
1
lerr(Ax)| < iAmeaxse[I@JrAz]|f”(s)\ (2.2)
Problema 5.

CL) f(.lf):Sian, Qjozﬂ'/g; b) f(x):ﬁa .130:97
¢) flx)=1/z, xo=2;
Find the linear approzimation of f:
f(xo + Az) ~ T (xo + Ax) = f(x0) + f'(v0) A,

if Ax = 0.1 I How much is max.c[zy,z0+04)f"(2)| ¢ Find an upper bound for
the |err(Ax)| = | f(xo + Azx) — T (zo + Ax)| error!

Megoldas 5.
a) sin(7m/3 4+ 0.1) = sin(w/3) + cos(n/3) - 0.1 + err(0.1)
1
lerr(0.1)] < §A$2ma$ze[xo,mo+m;]|f”(2)|
1 1
= 50.12ma$z6[7r/37w/3+0.1]|cos(z)| < 5012 -1
c) 1/(2+0.1)=1/2—1/22-0.1 + err(0.1)

1
lerr(0.1)| < Eszmaxze[wmwﬁAz]|f”(z)|
1 1
= 50.12maxze[2’2+0,1]|2/z3\ = 50.12 -2/8
Rule of thumb:
1
|f(z+ Az) — f(z)| = [err(Az)| = §A$2f"(93)
This approximation does not work all the time: Compute the lin.app. of
f(x) = |25 around z = 0 ! What can you say about the error?
A somewhat more rigorous proof of (2.2):
t
0
t s
= f(0) +f’(0)t+/ (/ ' (u) du) ds
0o \Jo
t s
< 1O+ £+ mazaeoals @) [ ([ 100) @
o \Jo

= FO)+ PO+ gPmaz,eio gl f(w)

)= 10+ [ (s ds = £(0) + / (f’(O) + [ () du> s
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2.3 Several variables lin.app.
Linear approximation:
fl@1 + Azy,z0 + Axo) = f(21,22) + fr, (21, 22) Ay + [, (21, 22) Ao,

more generally:

fx+ Ax) =~ f(T) + Z 1 (@) A
2.4 Taylor series

) = O + f O+ 10 2 [P0 5

2! 3!
f(x)
3

(@) s

3
51 ] Ax®+ ...,

flx+ Az) = f(z) + f'(x) Az +

which can be written as:
flz+ Azx) = [(1 + Axd, + %Aﬁai +.. ) f] (x) = [eAwmf] (x),
where e is ”defined” as:
eA:1+A+%A2+~- )
If the operator A is "unbounded” (9, is such one), then the convergence of the

series is a difficult question.

Problema 6. Find the Taylor series of the following functions around x = xg
!

3 29 = 0; b) sin(3z), xg = 0; ¢) log(x), xo = 1;
1
9 PR

a) e

=0.

:O'
171'73:0 3 6)

Megoldas 6.

3242 333 9z2 973
a) 143z + o +T+O(m4):1+3x+7+7+0(1‘4)
3323 N 30z% 3757 9z° N 81z® 24327
3! 5! 7! 2 40 560

9 (= 1) - 3w =1+ 3 =1 1z~ ' +0 (@ ~ 1))

d) 1—|—x+x2+x3—|—x4+0(x5)
e) 1—2*+2"—2°+0(27)

b) 3z —

+0 (2°) =3z —

+0 (wg)
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Chapter 3

Kozonséges DE, numerikus
megoldas, geometriai
interpretacio

Evoluciés DE-k:

3.1 Geometria

y/(t) = f(y(t)?t))7 %y = f(:%t), y/ = f(yvt)'
PlL.:
y'(t) = 2t + y(t)
Ha a megoldasgorbe r(t) = (t,y(t)) dtmegy (pl.) a (t,y) = (2,3) ponton,

akkor az y meredeksége ebben a pontban y' = 2-2+3 =7, vagyis az r(t) gorbe
irdnyvektora a (t,y) = (2,3) pontban: v = (1,224 3) = (1,7).

3
6 A
4 /
, :

13714 1618202224

Figure 3.1: Az 3 = 2t + y(t) DE y(2) = 3 kezdeti feltételt kielégitd
megolddsgorbéje. (Az érintévektor a (2,3) pontban 0.5 skdlafaktorral van
abrazolva.)

Tehat egy adott ponton athaladd megoldasgorbe érintévektora egy vektort

rendel az adott ponthoz. Ezt "minden” pontban elvégezve egy vektormezét
kapunk. A DE sebességmezbje és az altalanos megolddsok gorbeserege:

11
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...........

ffffffffff

...........

(5]

t

a
1.0 1.5 2.0 25 12 14 16 1B 280 22 24

Figure 3.2: Az y' = 2t + y(t) DE sebességmezdje és az altaldnos megoldasok
gorbeserege.

3.2 Magasabb rendi DE-k

Egy magasabb rendii derivaltakat tartalmazé DE atirhaté elsérendi DE rendsz-
erre. Legaldbbis akkor, ha legmagasabb rendii derivalt kifejezhetd alacsonyab-
brendtiekkel (kvazilinearis DE):

Problema 7. Ird dt a kévetkezé egyenleteket elsérendl DE rendszerre!

d2 I
o) y'=—y =2 b y'=yts o 5 <yl> = (yl y2>

Y2 Yoy
Megoldas 7.
d d (Y v
a) — Y) = v ; b) — v | = a ;
dx \v —v—2y dx a vtz
1 U1
c) i Vi _ | V1 Y2
dx | Y2 V2
V2 V2Y1

Az explicit id6fiiggéstdl is meg lehet szabadulni:

Problema 8. Ird dt a kivetkezd DE-ket idéfiiggetlen DE rendszerré!

d
o) y =ay’+a; b)Y =a-y o) — (yl) = <xy1 +y2>

dr \y2 Yiy2 + T
Megoldas 8.
a)iy_sy2+s. )iy_s—y
de \s) 1 ' de \s) 1
d (N sy + Y2
)% Y2 Y1Y2 + S



3.3. NUMERIKUS MEGOLDAS

3.3 Numerikus megoldas

3.3.1 Euler (poligon) médszer

Adott y(to) = yo, ¥'(t) = f(y,t), ekkor

y(to + At) = yo + f(yo, to) At.

Pszeudokdd :

anU/t Yo, th Ata fa T
Yold < Yo
t 1o

repeat

Ynew < Yold + [ (Yord, t) At
Yold < Ynew
t<«t+ At
if(t > T) then break
end loop

output "y(T) =" Yoia

Pl: ¢ =y/2, y(0) = 1. Mennyi y(0.5) ?

)

t Y y y-pontos hiba

0. 1. 0.5 1. 0.

0.1 1.05 0.525 1.05127  —0.0012711
0.2 1.1025 0.55125 1.10517  —0.00267092
0.3 1.15763 0.578813 1.16183 —0.00420924
0.4 1.21551 0.607753 1.2214 —0.00589651
0.5 1.27628 0.638141 1.28403 —0.00774385

Itt (pl.) (0.3) = y(0.2) + 0.1 (0.2)/2 = 1.1025 + 0.1 - 1.1025/2 = 1.15763.
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Grafikusan ugyanez: y' =y, y(0) =1, At =1/3.
y

2.5

2.0¢ A

1.5¢

t
02 04 06 08 1.0

Figure 3.3: Az y(t)’ = y(t), y(0) = 1 DE kozelitd és pontos megolddsa, ahol
At =1/3.

Problema 9. Alkalmazd az Euler médszert az y'(t) = 2y(t), y(0) = 4 DE
megolddsdra!

Megoldas 9. Legyen y, = y(nAt), yo = y(0) = 4,
Yn+1 = Y(nAL + At) = y(nAt) + 2y(nAt)At = (1 + 2At) - yy,
tehat yp, =4 - (1 4+ 2A8) yo.
Ha At — 0, akkor
y(T) ~ (1+2A0)T/2y0)  — 2T .4,
tehdt reprodudaltuk a pontos y(t) = 4 - €*' megolddst.

Problema 10. Alkalmazd az Euler médszert az y'(t) = 3y(t) — 6, y(0) = 77
DE megoldasdra!

Megoldas 10. Legyen y,, = y(nAt), yo = y(0) = 77,

Ynt+1 = Y(nAt + At) = y(nAt) + (3y(nAt) — 6)At
= (1+ 3At)y, — 6AL,

vagyis ha ki tudjuk szamitani az
Tp4l = aTy + b

rekuriiv sorozat dltadanos tagjat, akkor meg tudjuk oldani a problédat.

3.3.2 Inhomogén geometriai sorozatok
1. Szamtani sor:
Tpi1 =2Tp +d, = x, =20+ nd.

Mértani sor:

Tptl = qTp, —> Tp=q"Xp.
A nekiink sziikséges eset: z,11 = qr,, + d. Ezt a kovetkezd alfejezetben
targyaljuk.



3.4. EULER MODSZER HIBAJA, INHOMOGEN GEOMETRIAI SOROZATOK15

3.4 Euler médszer hibaja, inhomogén geometriai
sorozatok

3.4.1 Inhomogén geometriai sorozatok

Legyen x,1 = ax, + b= f(x,). Ha adott z¢, mennyi z,?
Linearizadas a fixpont koril: Vegyiikk a kovetkeSo diszkrét ideji di-
namikai rendszert amit az f : x — f(z) figgvény general:

zo, 1 = f(w0), 12 = f(z1) = f(f(20)) = f2($0)a s Tpy1 = f(Tn), ..
Fixpont, egyensilyi allapot x f;,:
f(@ric) = Tia-
Esetlinkben

f(@riz) = aZpin +D=Tpin = Tjiz =
Vezessiink be uj valtozot: Az = & — xp,. Ekkor
Ayt = aAxy,,
vagyis megszabadultunk az inhomogén tagtél. Tehat
Tp = a" (20 — Tfiz) + T iz

Problema 11. Beteszek a bankba 777000 Forintot. Kapok 5% kamatot, de
évente levonnak 300 Forint kezelései kiltséget. Mennyi pénzem lesz n év utdn?

Megoldas 11. Fizpont: (1+0.05) - zf;p — 300 = iz, =  Zfip = 6000.
Tehdt 6000 forint nem kamatozik semmit, csak éppen fedezi a kezelési kdltséget.
Viszont az ezen felili osszegre megkapom az 5% kamatot, tehdt

xy, = 1.05" - (777000 — 6000) + 6000.

Homogén koordinatiak: Egy inhomogén linedris (mds széval affin) tran-
szformacié elcserélheté egy homogén linedris transzforméciéra eggyel 6obb di-
menziéban.

e = ()2(7)-6 )10

Tehét az a kérdés, hogy mennyi
nfT
4 (1> |

Ez a kérdés megvalaszlohaté A sajatvektorainak es sajatértékeinek ismeretében.
Most csak az elfajult a = 1 esetet kezeljiik:

G (G A t
G OE D0 ) -0
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mivel

Itt a binomialis tétel

(ery)"x"Jr(

606 o))

kifejezésre, mert a két tag a zdrdjelben kommutdlt (felcserélhetéek a matrixszorzas
szempontjabdl) egymadssal. Tehat

G2 ()= W) ) -1

3.4.2 Az Euler mdédszer hibjja

azért volt alkalmazhato a

Az Euler médszer hibdja két forrasbol szarmazik. Legyen

y/(t) = f(tay(t))7 y(O) = Yo,
Yn+1 = Yn + f(n ' At, yn)Ata
hiba, = |yn — y(n - At)]

2.5¢

2.0¢ S

1.5¢

o
02 04 06 08 1.0

Figure 3.4: Az y(t)" = y(t), y(0) = 1 DE kozelité és pontos megolddsa, ahol
At=1/3.

t = 0..1/3 k6zott a hibat a linedris kozelités hibédja okozza. Viszont utdna, pl.
t = 1/3-kor mar eleve rossz helyen szdmoljuk ki a sebességet, hiszen f(1/3,y;)-ot
hasznéljuk a pontos f(1/3,y(1/3)) értek helyett.

Tételezziik fel, hogy

o ly'(t) < K,

o |f(t,y1) — f(t,y2)| < L|ly1 —y2| (Lipschitz-feltétel)
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valamilyen K, L konstansokra. Ekkor
. . K 5 )
hiban.1 < hiba, + ?At + (L - hibay,) At, (3.1)

hiszen a linedris kozelités maximum K /2 - At? hibét okozhat, mig az f sebesség
értékében a hiba maximum L-hiba,, lehet a t = nAt pillanantban. A legrosszabb
esetben egyenléség 4ll fenn (4.1)-ben. Legyen

K
h() = 0, hn-‘,—l = hn + ?AtQ + (L . hzban) At,

ekkor
" KAt?)2 KAt?)2
fin = (1+ LAY) <0_1(1+LAt)> 1—(1+ LAY
KAt
=[1+ LA™ —1] —.
[(1+ LAt —1] ==

hy, felsd korldtot ad az |y, — y(nAt)| hibdra.
Nézziik meg, hogy viselkedik hr/a;, ha At — 0, vagyis mennyi a felsd
korlatunk y(7") numerikus approximéciéjdnak a hib&jara.

KAt

KA (or 1) KAt

——, ha At=0.
2L,at0

(1+ LAHT/AL 1}

Ha T viszonylag kicsi, ez a kifejezés nagyjabol KT At/2, vagyis a hiba a T id6vel
adanyosan novekedhet, mivel a linearis approximacié egyes lépésekben elkovetett
hibaja felhalmozodik. Ha 7' elég nagy, akkor az e’” faktor domindl, vagyis a
hiba exponencidlisan novekedhet. Itt mar a hibat nem annyira a lin.approx.
hibédja okozza, mint az, hogy eleve rossz helyen szamoljuk ki f értéket.

3.4.3 Heun modszer

Adott y(to) = yo, ¥'(t) = f(t,y), ekkor az Euler mdédszer joslata:

y(to + At) = yo + f(to, yo)At.

Itt feltettiik, hogy a sebesség a [to, to + At] intervallumon végig f(to, yo). Ennél
jobb lenne, ha a sebességnek az intervallum két végponjaban mért értékeinek
az dtlagdt haszndlndnk. Sajnos nem tudjuk pontosan, hogy mennyi y'(to +
At,y(to + At)), viszont haszndlhatjuk az Euler mddszer jéslatit y(to + At)
kiszamitasara:

kl = f(yOatO)a

ko = f(to + At yo + f(to,y0)At),

1
y(to + At) = yo + 5(k1 + ko) At.

Problema 12. Alkalmazd az Euler, illetve a Heun mddszert a kévetkezd DE-
ekre Az = 0.1 lépésdozzel az y(2) = 3 kezdeti feltétel mellett!

a) Y =flxzy)=z—y; b))y =2—y%
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Végezd el ugyanezt az

DE0)-(5) 266

egyenletekre az <zl 8; = < kezdeti feltétel mellett!
2
Mit josolnak ezek a mddszerek y(2.1)-re?

Megoldas 12.

a) FEuler: y(21)=~y(2)+(2-3)-01=3+(-1)-0.1=2.9,
Heun: k1= f(2,3)=2—3=—1, ko= f(21,2.9)=2.1-29= 0.8,
1 1
y(2.1) = y(2) + 5 (k1 + ko) - 01 =34 5(~1-0.8) - 0.1,

Részletesebb diszkusszié: Kollar: Numerikus modszerek

3.4.4 A megoldas Taylor sora
Az Euler médszer az
y(t+ At) = y(t) +y' ()AL = y(t) + f(t,y(t)) At

becslést haszndlja, ami nem més mint az elsérendli Taylor kozelitése y-nak ¢
kortil. Magasabbrendii kozelitések nyilvan pontosabb eredményt adnanak.

/ y//(O) 2
y(t + At) = y(0) + ' (0)At + o At® +
Egy kezdetiértek y(0) = yo feladatban:
y(O) = Yo, yl(O) = f(anO)a

viszont mennyi y”(0) ? Altaldnossaban, a kétvaltozés G(t,y) figgvenyre

0 0
G =|(5+ f5) €] €vo),
no 0 0
~ (5 +125)
wo (O 0N, (0 L0\
= (G ) - (G 05) o
m_ (9 3>n_1
Y _(3t+f3y I
Problema 13.

a) Yy =flty)=t—y;, by =[f({ty =y +yt

tehat

Mennyi y" es v ¢ Ird fel y harmadrendd Taylor polinomjdt az t = 1 pont
kordl, ha y(1) =51


http://optics.szfki.kfki.hu/~bkollar/teaching/matmodsz2012/numerikus.pdf

3.4. EULER MODSZER HIBAJA, INHOMOGEN GEOMETRIAI SOROZATOK19

Megoldas 13. a)

y(l):5a y/(l):1_5:_43
Y'(t)=({t—yi+t—y) - (t—yy=1-t+y, y'(1) =5,
y'(t) =1 —t+yp+t-—y) -1-t+y),=-1+t—y, y"(1)=-5,

y(1+ At) =5 — 4At + %Aﬁ + ;—?Aﬁ'

b)

y(1) =5, y'(1) = 30,

y'(t) = y(t +y)(t+2y) +y, y’'(1) = 335,
y"(t) =y (£ + Ty + 3t (4y° + 1) + 6y° + 4y) , v (1) = 5545,
335 5545

y(1+ At) = 5+ 30At + ——At? +

At
2! 3!

Sajnos az magasabbrendii y(™) derivaltak tipikisan egyre bonyulultabbak
lesznek, igy sok esetben ez nem egy praktikus médszer numerikus szamitasokhoz.

3.4.5 Megoldas léteéese, egyértelmiisége

Tetel 1. Legyen adott azy'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo diff.egy., ahol a kétvéltozds
f figguény folytonos. Ekkor létezik olyan § > 0 szam, es olyan, a (to — J,to+0)
intevallumon értelmezett y fligguvény, ami megoldja a differencialegyenletiinket.

1. Nincs mindig globdalis, barmely t-re értelmezett megoldas:

V0= 90 =5 = 4= =z

de a kapott fiiggvény csak az (—oo,1/5) intervallumon oldja meg a DE-
t. Itt a Lipschitz-feléetel a y(0) = 5 kezdeti feltételnek csak egy véges
kornyezetében teljestil.

2. A megoldas nem feltetlentl egyértelmii: Az y' = ?;f‘/y»2 DE-t megolddak
az y(t) = (t — C)? fiiggvények, de szintén megoldds pl. a kovetkezd j
fliggvény:

t3 ha ¢t<0
=<0 ha 0<t<?2
(t—2)% ha 2<t

(A 2 helyére itt barmilyen pozitiv sdamot {rhatndnk.) Itt a Lipschitz-
feltétel a y(tp) = 0 kezdeti feltételnek semmilyen véges kornyezetében sem
teljestil.
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Figure 3.5: a) Az 3 = y% y(0) = 5 DE megolddsa csak ¢t = 0.2-ig van
értelmezve. b) A y' = 3{/y?, y(—1) = —1 DE megoldédsa nem egyertelmfi.

Problema 14. Oldd meg a kovetkezd DE-ket azy(0) = 1 kezdeti feltétel mellett,
vizsgdld meg a megolddsok egyertelmiségét, illetve hatdrozd meg, hogy milyen
intervalumon vannak azok értelmezve! Magyardzd meg a felmerild problémékat!

a) Y=y, b y=y o y=2,
Megoldas 14.

a: y=c¢el te(—00,00),

b: =——— tc(—00,1/3),

Y= e 1€ (~00,1/3)
(t+1)2 hat> —1,

c: y=1+0, ha C <t< -1

—(t+C)?, hat<C



Chapter 4

Ordinary DE, numerical
solution, geometric
interpretation

Evolutionary DE:

4.1 Geometry

y/(t) = f(y(t)?t))7 %y = f(yvt)7 y/ = f(yvt)'
For example
y'(t) = 2t +y(t)

If the solution curve 7(t) = (¢, y(t)) passes through (¢,y) = (2, 3) point, then
the slope of y at that point ¢y’ =224 3 = 7, so the tangent vector of 7(¢) at
(t,y) =(2,3)isv=(1,2-243) = (1,7).

P //’;

: t
1214 1618202224

Figure 4.1: Solution of y' = 2t + y(¢) y(2) = 3. (The tangent vector at (2,3) is
scaled (halved) by 0.5.)

The tangent vectors of a of the curves ¢ — 7(t) generate the vector field
(t,y) — (1, f(t,y)), the velocity field of the DE.

21
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Figure 4.2: The velocity field and the solution curves of the DE ¢y’ = 2t 4 y(t).

4.2 Higher order DE

A higher order DE can be transformed to a first order one, at least if the highest
order derivative can be expressed with the lower order terms (quasilinear DE).

Problema 15. Rewrite the following DE to first order systems!
& (y v~y
a //:7172; b " + ) —— 1) _ 1 2
)y Y —2y )y =y ) . (y2 iy
Megoldas 15.

d d (Y v
a)d(g>_<—vz2>; b)d— v = a ;
v Y r a Y+

U1 U1

d | v Y1 =92
°) dz | y2 | V2
V2 V2Y1

One can get rid of the explicit time dependence:

Problema 16. Transform the following DE to their time-independent form!

d TY1 + Y2
a) ¥ = xy® + b) v =z —v; o) — (Y1) = !
) Y =y )y y ) 2\ ive + 2

()

Megoldas 16.

V2O w0

d [N sy1 + Y2
c) I Y2 | = | ny2 + s
1

4.3 Numerical solution

4.3.1 Euler (polygon) method
Let Z/(to) = Yo, yl(t) = f(y’t)7 then
y(to + At) = yo + f(vo, to) At.



4.3. NUMERICAL SOLUTION

Pseudocode:

anU/t y07t05 Ata f’T

Yold < Yo
t <+ 1o

repeat

Ynew < Yold + f(yolch t)At

Yold < Ynew

t«t+ At

if(t > T) then break
end loop
output "y(T) =" Youa

For example y' = y/2, y(0) = 1. How much is y(0.5) ?

t

0.
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

Here 3(0.3) = 3(0.2) 4+ 0.1 (0.2)/2 = 1.1025 + 0.1 - 1.1025/2 = 1.15763.

Y
1.

1.05
1.1025
1.15763
1.21551
1.27628

)

y
0.5

0.525
0.55125
0.578813
0.607753
0.638141

y-pontos
1.
1.05127
1.10517
1.16183
1.2214
1.28403

hiba

0.
—0.0012711
—0.00267092
—0.00420924
—0.00589651
—0.00774385

23
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Graphically: ¢ =y, y(0) =1, At =1/3.
y

2.5}

2.0 P

1.5¢

e
02 04 06 08 10

Figure 4.3: The exact and approximate solutions of y(t)’ = y(t), y(0) = 1,
where At =1/3.

Problema 17. Apply the Euler method to y'(t) = 2y(t), y(0) =4 !
Megoldas 17. Let y, = y(nAt), yo = y(0) = 4,
Yn+1 = Y(nAL + At) = y(nAt) 4+ 2y(nAt)At = (1 + 2At) - yy,
50 yp =4 (1+2A8)"y,.
If At — 0, then
y(T) = (1+ 28072 0) — €27 .4,
so we reproduced the exact y(t) = 4 - €2 solution.
Problema 18. Apply the Euler method for the y'(t) = 3y(t) —6, y(0) = 77 DE!
Megoldas 18. Let y,, = y(nAt), yo = y(0) = 77,

Ynt1 = Yy(nAL + At) = y(nAt) + (3y(nAt) — 6)At
= (1 + 3At)y, — 6AL,

so if we can compute the general member of the
Tptl = aTnp + b

recursive sequence, then we can solve the problem.

4.3.2 Inhomogeneous geometric sequences
1. Arithmetic sequence:
Tptl = Tp +d, = 1z, =120+ nd.
Geometeric sequence:
Tntl = qTp, = Tp = q"Tp.

We are in the mixed case: z,41 = gz, + d. We will discuss it in the next
subsection.
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4.4 FError of the Euler method, inhomogeneous
geometric sequences

4.4.1 Inhomogen geometriai sorozatok

Let 41 = axp + b= f(x,). If 2o is given , how much is z,,?
Linearization around the fixed point: Take the following discrete time
dynamical system:

o, ¢1 = f(@0), x2 = f(a1) = f(f(x0)) = f*(x0), -+ Tni1 = f(xn), -
Fixed point, equilibrium or steady state x f;z:
In our case

f(xfic) = 0Tfip +b=2Tpin = Tpiz = 1o
Introduce the new variable: Az = & — ;. then
Az, = alAx,,
so we managed to get rid of the inhomogeneous term. So
Ty, = a" (X0 — Tfiz) + Tfiz-

Problema 19. I deposit 777000 EUR to my bank account. The interest rate is
5%, but the yearly fee of the account is 300 EUR. What is my balance after n
years?

Megoldas 19. Fized point: (14 0.05) - iz —300 = iz, =  Zfip = 6000.
So 6000 EUR yields nothing, it just covers the yearly fee. For the surplus over
6000 EUR I got the 5% interest:

x, = 1.05™ - (777000 — 6000) + 6000.

Homogeneous coordinates: An inhomogeneous linear (affine) transfor-
mation can be trade for a linear one:

) x ar+b\ [a b\ [z _ x
e = ()06 )0 46)
So how much is
nfx
4 (1>

This question can be answered if the eigenvalues and eigenvectors of A are
known. Here we treat only the degenerate a = 1 case.

G (G A t
G OEDOE ) -0
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2
0 b
oy

(x+y)”—x"+<

since

Here the binomial theorem

can be applied to the expression

L0\ (0 b "
0 1 0 0 ’
since the two terms in the parentheses
1bnac071nb 20\ _ [xo+nb
0 1 1) \0 1 1) 1
are commuting with each other.

4.4.2 FError of the Euler method

The error has two sources. Let

y'(t) = f(t,y(t), y(0) = yo,
Ynt+1 = Yn + f(n : Atv yn)Atv
hiba, = |yn — y(n - At)]

2.5}

2.0¢ P

1.5¢

e
02 04 06 08 10

Figure 4.4: The exact and approximate solutions of y(t)’ = y(t), y(0) = 1,
where At =1/3.

In the interval ¢ = 0..1/3 the error is caused by the linear approximation.
Then, say at t = 1/3 we compute the velocity at a wrong place, since we use

f(]‘/37 yl) instead of f(]./?), y(1/3))
Assume that

o ly'(t) < K,

o |f(t,y1) — f(t,y2)| < L|ly1 — y2| (Lipschitz-condition)
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for some K, L constants. Then
K
hiba, 1 < hiba, + EAF + (L - hiba,,) At, (4.1)
since the error of the linear approximation can not be more than K/2 - At?,
while the maximal possible error of f is less or equal to L - hiba,, at t = nAt.

In the worst case there is an equality in (4.1). Let

K
ho =0, hpp1=hn+ EAtQ + (L - hiba,,) At,

then
" KAt?/2 KAt?/2
fin = (14 LAY) (0_1—(1—1—LAt)> 1— (1+ LAY)
KAt
=1+ LAY)" — 1] —.
(1 + LAY =1 =7

hy, is an upper bound of the |y, — y(nAt)| error.
Let us study the behaviour of hy/a¢ when At — 0.

KAt KAt
2L 2L’
If T is small, then this expression is about KTAt/2, so the error can increase

proportionally to T, due to the accumulation of the errors of the linear approx-
imations. For large T' the exponential /7

(1+ LAYT/A 1] (57 — 1) ha At~ 0.

4.4.3 Heun method
Let y(to) = yo, ¥'(t) = f(t,y). Then the Euler method predicts:
y(to + At) = yo + f(to, yo)At.

Here we assumed that in the interval [to, to+At] the velocity is f(to, yo). It would
be better to use the average of the velocities at the endpoints, unfortunately
we do not know exactly y'(tg + At, y(to + At)), since y(tg + At) is unknown.
However we can use the prediction of the Euler method for y(to + At) :

k1 = f(yo,to),
k2 - f(t() + Atvyo + f(tOvyO)At)v

1
y(to + At) = yo + §(k1 + k2)At.

Problema 20. Apply the Fuler and Heun methods with timestep Ax = 0.1 and
initial condition y(2) =3 !

a) Y =flzy)=z—y; b)Yy =2—y%

Do the same for

d (yi\ _ (v, d (1 _ (y1—ue
9 dx (y2>_<—y1 ' 9) dr \y2)  \yi+=z

with initial condition (‘ZlggD = <§) What are the predictions for y(2.1)-re?
2
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Megoldas 20.

a) FEuler: y(21)=y(2)+(2-3)-01=3+(-1)-0.1=2.9,
Heun: ki=f(2,3)=2-3=—1, ky=f(21,2.9)=2.1-29=—08,

1 1
y(21) = y(2) + 5 (ki +k2) 01 =3+ 5(~1-0.8)-0.1.

4.4.4 On the existence and uniqueness of the solution

Tetel 2. Let y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo, where f is continuous . Then there
exists a constant § > 0 and a function y defined on (to — 0,to + 0), such that y
solves the DE.

1. It is possible that there is no global (i.e. defined for all ¢) solution:

1

V) =y, 900 =5 = y(t)= =75,

here y solves the DE only on the interval (—oo,1/5). The Lipschitz con-
dition is satisfied only in finite neighbourhoods of the initial condition

y(0) = 5.

2. The solution is not necessarily unique: The y' = 3{/y2? DE is solved by
the functions y(t) = (¢t — C)3, but it is also solved by ¥ :

3 ha t<0
y=<0 ha 0<t<33
(t—33)% ha 33<t

Here the Lipschitz condition is not satisfied in any neighborhood of y(to) =
0.

Problema 21. Solve the following DE with initial condition y(0) = 1 and study
the existence and uniqueness of the solutions!

a) Y=y, b y=y., o y=2V]y,
Megoldas 21.

a: y=¢' te (—o0,00),
1

b: = ——=,t€(—00,1/3),

y 3/17325 (OO /)
(t+ 1) hat > —1,

c: y=140, ha C<t< -1

—(t+0)?, hat<C



Chapter 5
Linearizacio

Példa: legyen adott az kovetkezd idéfiiggetlen DE:

d

v =T() =3y(1 —y) =3y - 3y".

Ha a kezdeti feltétel y(0) = 0, akkor a megoldds y(t) = 0 = konst., vagyis
yriz = 0 egyensulyi allapot, fixpont. Ha y ~ 0, akkor f(y) ~ 3y (mivel ekkor
| — 392 < [3y|) , vagyis kozelitSleg

d
—y=3-
dty Y,

ahol 3 = dj;gj’) =0 Tehét a fixpont kortil az eredeti nemlinearis DE-t elcserélhetjiik
< y:

egy homogén linearis DE-re!

5.1 Egydimenzio, kvalitativ viselkedes

5.1.1 Linearizacio a fixpont korul

Legyen adott az %y = f(y) idofuggetlen DE. Legyen y;; a DE-hez tartozo
dinamikai rendszer fixpontja, egyensulyi allapota, vagyis legyen f(ysiz) = 0.

Vezessuk be az uj Ay =y — yrix uj valtozot. Ekkor % = ddAty, tehat

d

d
T CT? = f(Yriz + AY) = f(Yric) + [ Wrie) Dy = f'(ygia) Ay.

d
ZAy = f(ypin) A
eyl ' (ypiz) Ay

homogen linearis DE az eredeti nemlinearis DE linearizacioja az yy,, fixpont
korul. (Itt f' = dfd—(y).)
y

5.1.2 Kvalitativ viselkedes

Problema 22. Rajzold le az y' = f(y) DE iranymezojet es a megoldasgorbeit!
Keresd meg a DE fixpontjait es ird fel a fizponttol valo elteresre vonatkozo DE

29
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dy _
at =
Figure 5.1: Az uj Ay = y — ysi, koordinatarendszerben az eredeti % = f(y)

DE-t a linearizalt % = f'(yriz) Ay verzioval kozelithetjuk.

9= f(y) y(t)

L

Yfiz dammmmmmamamamammmmmamns

—d d | b — —
Yfix Y

Figure 5.2: Az idofuggetlen % = f(y) DE vektormezoje es megoldasgorbei.
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linearizalt alakjat! Vizsgald meg a fizpontok stabilitasat!

a) yl:]_, b) y'zy, c) yl:_yv d) y/:y+1a
o)y =-1+y>  fy=yl-y), 9 v=yl-y(l+y).

Figure 5.4: ¢) ¢y’ = —y

Figure 5.5: e) y/ = —1 + ¢>
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Megoldas 22. .
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1
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Figure 5.6: g) v' = y(1 —y)(1+y)

d

Zu=1) =y -y +y) = +y -y

fy) = %f(y) =1—3y?. A fizpontok (vagyis f(y) gyokei):
y1:0, f/(yl) :f/(o):1_302:1>07

Yz = 13 f/(]') =-2< Oa

ys=-1, f'(-1)=-2<0.

I elojele alapjan az y1, Yo, y3 fizpontok stabilitasa: instabil, stabil, stabil.
A linearizalt egyenletek a fizpontok korul:

d d
a(y -0) *%Ayl =1-Ay,
d d
a(y -1) *%Ayz = —2- Ay,
d d
%(y - (=1)) —%Ays = -2 Ays,

Legyen y(t) az y(0) = 0.7, %y = f(y) kezdetiertek problema megoldasa.
Ekkor
lim y(t) =1, lim y(t) = 0.

t—o0 t——o0

Ha a kezdeti feltetel y(0) = —0.7, akkor pedig

lim y(t) = —1, lim y(t) = 0.

t—o0 t——o0

Reszletesebben errol a temarol: Karsal: DE modellek

5.2 Tobbdimenzio

5.2.1 Kvalitative viselkedes ket dimenzioban

Tegyuk fel, hogy egy sima idofuggetlen DE-nek a P = §(0) pontbol kiindulo
megoldasa egy korlatos regioban marad. Ekkor az t — g(t) trajektoria harom-
felekeppen viselkedhet:


http://www.mathmodel.szote.u-szeged.hu/user/karsai/math/courses/jegyzet-magyar/Chapter-8.pdf
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e Ha P fixpontja a DE-nek, akkor a trajektoria az egyetlen P pontbol all.

e A trajektoria egy mashol levo fixponthoz konvergal.

e A trajektoria egy hatarciklushoz konvergal. (Vagyis letezik olyan peri-
odikus nem konstans 7 : t — R? fuggveny, hogy lim;_, |7(t) — 7(t)| = 0.

Tobbe-kevesse ez a tartalma a Poincare-Bendixson tetelnek.

P = Fixed point F
.

=]

Fixed point

Figure 5.7: A Poincare-Bendixson tetel illusztracioja.
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5.2.2 Kyvalitative viselkedes magasabb dimenzioban

Kaosz: Itt mar nagyon bonyolult, kaotikus viselkedes is elofordulhat. Ennek
talan legegyszerubb peldaja a haromdimenzios Lorenz-egyenlet.

"’:' TNy
i AARARAR af
2off VUYL VA WY

ot s M W)
o} PN Ye s WY 1“3" A
&0 L

Figure 5.8: A kovetkezo kezdetiertek problema megoldasa: =’ = —3(x—y),y =
—xz 4+ 2652 —y,2 = xy — z,2(0) = 2(0) = 0,y(0) = 1. Az elso abra a
() = (x(t),y(t), 2(t))T trajektoria abrazolasa, mig a masodik lerajzolja az
x, vy, z komponensek idofuggeset.

Hoszzutavon a megoldas kaotikusan oszcillal az elso abra ”"nyolcasa” ket fele
kozott. Hogyan tudnank jellemezni a megoldas kaotikussagat? Ennek egyik
meroszama a (maximalis) Lyapunov exponens.

Legyen a %g = f(7), 9(0) = 7o DE partikularis megoldasa Y (¢, 7). Ekkor
a maximalis Lyapunov exponens definicioja:

A= lim max lim 1 In Yt %) = z(t’yo +9y(0) .
t=oo Gy0)—0 |0(0)]

Ennek a kisse komplikalt kifejezes motivacioja az, hogy ha f(y) = ay, akkor
ennek a kifejezesnek az erteke pontosan a. Vagyis a Lyapunov exponens felugyeli
a kozeli trajektoriak exponencialis tavolodasat. Ha 3’ = ay, akkor

y(0) =yo = y(t) =e"y(0),
9(0) =wo+yo = y(t) = e (y(0) + dyo),
5(t) — y(t)| = e dyol,
. 1. |e**dyol
lim lim -1In =
t—00 §y(0)—0 t [0yol

Oldjuk meg a Lorenz-egyenletet az eredeti (z,y,2)7(0) = (0,1,0), illetve a
(x,9,2)T(0) = (0,1,1075) kezdeti feltetelek mellett. Abrazoljuk a ket trajekto-
ria tavolsagat es ennek a logaritmusat ¢ fuggvenyeben!

Problema 23. Tegyuk fel, hogy erre a Lorenz egyenletre a kezdeti erteket 10~ 11
pontossaggal ismerjuk. Korulbelul milyen t ertekekre tudunk megbizhato elorte-
jelzest adni?

Problema 24. A Lyapunov exponens fugghet a kezdeti ertektol, nem csak a
differencialegyenlettol. Van-e ilyen fugges esetunkben?
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35
30 ....|||-|I'J'H' .i :
25 10 30 40 50
20 N
15F
10F
GE -10
P T e T
10 20 30 40 50 -15F

Figure 5.9: Mi tortenik a trajektoriakkal, ha egy kicsit megvaltoztatjuk a
kezdeti feltetelt: (2(0) = 0) — (2(0) = 1076). ? Az elso abra a ket trajektoria
tavolsagat mutatja t fuggvenyeben, ez gyakorlatilag 0 az elso abran, ha ¢ €
[0,20]. Viszont ¢ = 30 utan mar semmi korrelacio sincs (nagyon messze vannak
egymastol) a ket trajektoria kozott. A Lyapunov exponens a kozeli trajektoriak
exponencialis tavolodasat meri, ez a masodik abra atlagos meredekseget jelenti
a (mondjuk) ¢ € [0, 20] idointervallumban.

Problema 25. Mennyi a Lyapunov exponens a Lotka-Volterra egyenlet es-
eteben?

Problema 26. Probald megmagyarazni, hogy mit jelent a max a Lyapunov
exponens nem egeszen preciz definiciojaban!

Gradiens aramlas: A

= grad(v(y)

dt
DE megoldasgorbeinek a viselkedeset viszonylag konnyu megerteni, hiszen a
trajektoriak a V(g) fuggveny kritikus pontjaihoz konvergalnak. A legtobb tra-
jektoria V' lokalis minimumaihoz tart.

O s A A A
0.2}
oot

-0.2

04k

10 =05 00 05 10

Figure 5.10: A V(y1,v2) = yi — y3 + 95 + 0.5y1y2 fuggveny gradiens aramlata.
V a szintvonalaival lett abrazolva.
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5.2.3 Stabilitas

1. Az §y, egyensulyi allapotot Lyapunov stabilnak nevezzuk, ha barmely e >
0-hoz letezik olyan § > 0, hogy ha |7(0) — i < 6, akkor |§(t) —Friz| <€
barmely ¢ > O-ra.

2. Az Yy, egyensulyi allapotot aszimptotikusan stabilnak nevezzuk, ha letezik
olyan ¢ > 0, hogy ha |§(0) — ¥fi»| < J, akkor lims_, o |§(t) — Yfiz| = 0.

Pl. a csillapitatlan harmonikus oszcillator Lyapunov stabil de nem aszimp-
totikusan stabil, mig a csillapitott harmonikus oszcillator Lyapunov es aszimp-
totikusan stabil.

Tetel 3. Tegyuk fel, hogy letezik olyan, az Ysix egyensulyi allapotot egy ko-
rnyezeteben definialt V (§) fuggueny, hogy a kovetkezok teljesulnek:

1. V(ﬂfix) =0,
2. V(y) >0 ha § # Yfia,
3. LV (y(t) <o0.

Ekkor §tix aszimptotikusan stabil. Ha az utolso feltetelben megengedjuk az
egyenloseget is, akkor csak a gyengebb, Lyapunov fele stabilitas kovetkezik.

Problema 27. Csillapitott harmonikus oszcillator:

()= (% )6)

ahol a rugoalland k > 0, mig a csillapitas o > 0. Mutasd meg, hogy az energia
fuggveny
H(y,p) = 30" + oy
Y,p) = 2p QZU
kielegiti a tetel felteteleit! Vizsgald meg az o = 0 esetet is! Mit modhatunk ez
alapjan a fizpont 0 stabilitasarol?

Problema 28. Anharmonikus oszcillator: Legyen

1 1 1 d OH d OH
H N R | e, oz o _oa
p)=5p" — gy + 5y b o @’ op
Mutasd meg, hogy %H = 0 (ehhez nem kell kihasznalnod H aktualis formajat,
eleg az utolso ket egyenlet)! Keresd meg a DE fizpontjait. Mely fizpontokban
lehet H-t felhasznalni a fixpont stabilitasanak a bizonyitasara?

5.2.4 Linearizacio a fixpont korul

Legyen adott az %gj = f(y) idofuggetlen DE. Legyen Z a DE-hez tartozo di-
namikai rendszer fixpontja, egyensulyi allapota, vagyis legyen f (2) = 0. Vezes-
suk be az uj Ay =y — Z uj valtozot. Ekkor

d— d

CAu=25
at =Y a
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tehat
d— d_ . — of
%Ay—%y—f(zﬂLAy)fvf(ZHXi:ayil__ Zayl Ay
A _
d—— of
—Ay = Ay;

homogen linearis DE az eredeti nemlinearis DE linearizacioja a z fixpont korul.

A Jac= aﬁjﬁ matrixot az f fuggveny Jacobi matrixanak hivjuk.

5.2.5 Ugyanez ketdimenzioban
i <y1> _ (fl(y1792)>
dt \y2 f2(y1,92) )

_ (= fi()\ _ (0
zZ= (z;) , ahol (fl(z)) = (O) .
Legyen Ay = 3 — z. Ekkor

a (AZUl) _ (fl(zl + Ayp, 22 + Ayz))

dt \ Ay fo(z1 4+ Ayr, 22 + Aya)

~ ((f) (2)Ayr + (f1)y2(2)Ay2> _ <(f1)§,1(2) (f1);2(2)> (Ay1>
(f2)y, (2)Ayr + (f2)y,(2) Aya (f2)y, () (f2)y,(2)) \Ay2) "

Tehat, ha

Fixpont:

ofi  Ofr

— [ 9y1 Oy2
Jac= | 5% of
oY1 Oy2

Ay - ac\z Ay

Problema 29. Keresd meg a Lotka-Volterra (vagy ragadozo-zsakmany) DE fiz-
pontjait es a linearizalt egyenleteket!

4y _ [ 23—y
dt \y2 —yo +11y2/2)
Megoldas 23. 1. Fizpontok:
2y1 —y1y2 =0 _ 0 _ 2
= ZA = a zZB = .
~y2 +y132/2 =0 4= o) "9 BT 2
2. Jacobi matriz:

Jac = 9y, (2y1 — y1y2) 0y, (2y1 — Y1y2) _ 22—y -
Oy, (Y2 +y192/2) Oy (Y2 + Yy192/2) y2/2  —14+y/2
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Figure 5.11: Lotka-Volterra DE. A fixpontok helyei: 1. z4 = (0,0)7, vagyis

nulla ragadozo, nulla zsakmany, 2. z4 = (2,2)7, a nemtrivialis egyensulyi
allapot.

3. Tehat
_ 2 0 _ 0 -2
Jac(z4) = (O 1> ) Jac(zp) = (1 0 ) .

A linearizalt egyenletek:

_—_— i yl—O —ii— 2 0 Ayl
Al <y2—0>_thy_(0 —1> (Ayz ’

d (y1—0 d—— 0 -2\ [Ay
= = —Ay= .
ST (yz 0) a (1 0) (Aw
A DE vektormezeje es megoldasgorbei:

Problema 30. Keresd meg az inga mozgasat leiro ¢"(t) = —sin(4(t)) DE
elsorendo variansanak fixpontjait es a linearizalt egyenleteket!

Megoldas 24.

; (¢) (— n >
dt \w sin(¢) )
1. Fixpontok:

w=0 _ (0 __fm
—sin(¢)=0 A~ \g) YWY *B= o)

2. Jacobi matriz:

Jac = <8¢(_8$(¢)) aw(—a:ii(cé)))

Jac(zs) = (_01 (1)) Jac(zg) = (‘1) (1))

3. Tehat
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Figure 5.12: Egy inga mozgasanak a fazisportreja. (¢,w)? = (0,0)7 a (Lya-
punov) stabil egensulyi allapot, mig (¢,w)T = (7,0)7 egy insabil fixpont.

A linearizalt egyenletek:

_d (6-0\ d[Ad\ [0 1\ /[A¢
e (0o) = (82) - (5 o) (2D)
o d(¢—m\ _d [(Ad\ [0 1\ [A¢
o (008) - (30)- (o) (32,

A DE vektormezeje es megoldasgorbei:

Problema 31. y” = y—1>. Legyen p = y'. Mutasd meg, hogy a DE a kovetkezo
(Hamilton fele) alakban is felirhato:

, OH . oH

o Ty
Mennyi H ¢ Mutasd meg, hogy H' =0 !

Ird at a DE-t egy elsorendu DE rendszerre, keresd meg annak a fizpontjait,
ird fel a fizpontoktol valo elteresre vonatkozo liearizalt DE-ket! Vizsgald meg a
fixpontok stabilitasat!

Megoldas 25.

Y

I — = — 3 H s = — 4 h s
Yy =p ap (y,p) 9 (y)
OH p2 y4 92
/ " 3
p =Yy y—vy dy H 5 + 1 5 + kons

H (mas neven az energia) megmarado mennyiseg:
H=pp+v -y =ply—v>)+ -y =ply—v*)+ (y — y*)p=0.

FElsorendu DE-rendszer:
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1. Fixzpontok:

0)=(7) = 2=l) ==() ==(0),

2. Jacobi matriz:

le] 9
T=1, P ) opP ( 0 , 1)
=9 55—y 1-3y* 0

3. Tehat

J(24) = <(1) é) J(zp) = <_02 é) ) J(zc) = <—02 (1)>

A linearizalt egyenletek: A linearizalt DE pl. az Zg fizpont korul:

0005 )-(% 0 ()

A DE vektormezeje es megoldasgorbei:

y" =y —1y3—1'. Legyen p =9’ Ird at a DE-t egy elsorendu DE rendszerre,
keresd meg annak a fixpontjait, ird fel a fixpontoktol valo elteresre vonatkozo
licarizalt DE-ket! Vizsgald meg a fixpontok stabilitasat!

Legyen H = p?/2 — 4?/2 + y* /4. Mutasd meg, hogy H' < 0 a harom kozul
ket fixpontban ! Bizonyitsd be ennek alapjan ezen fixpontok stabilitasat!
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B i e o TR S S Sy

-0.05 0.00 0.05 0.10

Figure 5.13: Az felso sor ket abraja a DE vektormezojet, illetve annak
megoldasgorbeit mutatja. A masodik sor elso abraja a megoldasgorbeket abra-
zolja az Zp fixpont korul, mig a masodik abra a linearizalt, kozelito egyenlet
megoldasgorbeit tartalmazza. Az also sor ket abraja kozotti kulonbseg szinte
eszrevehetetlen.



Chapter 6

Linearization

Example: Let

d

¥ = f) =3y(1—y) = 3y —3y”.
If y(0) = 0, then the solution is y(¢) = 0 = const., s0 Yz = 0 is a fixed point
(equilibrium position, steady state) of the dynamical system generated by the
DE. If y ~ 0, then f(y) ~ 3y (since | — 3y?| < |3y|), so approximately

d
Zy~3-
dty Y,
where 3 = %@y)w:o' So we can trade the original nonlinear DE for an approxi-

mative homogeneous linear one.

6.1 One dimension, qualitative behaviour

6.1.1 Linearization around the fixed point

Let 4y = f(y) be a time independent DE. Let 3¢, be a fixed point, i.e.
dt !

f(yfiz) = 0. introduce Ay =y — ytiz. Then ‘;—? = %, S0
d _dy N y o
72y =0 = fria + Ay) = fYric) + £ (Yric) Ay = f'(y1ia) Ay
The p
218y = f'ysiz) Ay
homogce(zl)e(;us linear DE is the linearization of the original DE around y¢;,. (Here
= “dy -

6.1.2 Qualitative behaviour

Problema 32. Plot the velocity fields and solution curves of y' = f(y) ! Find
the fized points, write down the linearized equations, and study the stability of
the fixed points!

a)y=1 by=y )y=-y dy=y+l
oy =-1+y", N y=yl-y), g v =yl-y)01+y).

43
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Megoldas 26. b) ' =y

c) Yy =~y
2
IE
-z -1 = - 2
-1 + .
] ™~
e) y=y"—1
3
2
1
- =1 A3 2
_-]t_
g9)
d
ayzf(y)=y(1—y)(1+y)=+y—y3-

fly) = d%f(y) =1—3y>. the fived points (i.e. the roots of f(y)):

y=0, fy) =f(0)=1-3-0°=1>0,
Y2 = 1a f/(l) =-2< Oa
ys = —1, f(-1)=-2<0.

The sign off’ determines the stability of the fized points y1, y2, y3: unstable,
stable, stable.
the linearized equations:

d d

—(y—0)=—Ay; =1-A

dt(y 0) e Y1,

d d

—(y—1)=—Ays =—-2-A

dt(y ) dx Y2 Y2,
d d

@(2/ - (=1)) *dxAya = -2 Ays,
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Assume that y(t) solves the initial value problem y(0) = 0.7, Ly = f(y).
then
lim y(t) =1, lim y(t) = 0.

t—o0 t——o0

if the initial value is y(0) = —0.7, then

lim y(t) = -1, lim y(t) = 0.

t—o0 t——o0

6.2 Several dimensions

6.2.1 Linearization around the fixed point

Let %g :ﬁg) be a time independent DE. Let Z be a fixed point, so f(2z) = 0.
introduce Ay =y — z. Then

d— d_
a~t " a”
SO
d . of of
—Ay=—y= Ay) =~ = Ay;
Ay =—5=[(z+Ay) f()+zi:8yug— Zayi\gzg y
The

DE is the linearization around z. The matrix Jac = g—g is the Jacobian of f.

6.2.2 The same in two dimensions
i <y1> _ (fl(ylay2)>
dt \ya folyr,y2) )

= (2) e (30)- ()
Let Ay = — Z. then

d <Ay1) _ <f1(21 + Ay, 22 + Ay2)>

Fixed point:

dt \Ays fa(z1 + Ayr, 22 + Ayo)

~ <(f1);1(5)Ay1 + (fl)QQ(E)Am) _ ((fl)@l(i) (fl)gn(i)) (Aw)
(f2)y, (2)Ay1 + (f2)y, (2)Ayz (f2)y, (2)  (f2)y,(2)) \Ay2) "
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So if

CHAPTER 6. LINEARIZATION

9f  Ofr
Jac = (g?ﬁ g%g) ,
Oy1 Oy
then the linearized equation is
4 Ay = Jac(z) Ay.
dt

Problema 33. Find the fized points of the Lotka-Volterra (or predator-prey)
DE and write down the linearized equations!

d (yi\ _ [ 23—y
dt \y2 —y2 +11y2/2) "

1. Fized points:
2y1 —y1y2 =0 _ _ (0 (2
. +y1y2/2 -0 —— ZA = 0 or zp = 9"

2. Jacobian:

Megoldas 27.

Jac( 9y, (291 — y1y2) 9y, (2y1 — y1y2) ) (2—212 —1 )
Oy, (—y2 +y192/2) Oy (—y2 + v192/2) y2/2  —1+yi/2
3. So
_ 2 0 _ 0 -2
Jac(zA)—<O _1>, Jac(zB)—(1 O)
The linearized DE:
Lo d(m=0y_d (2 0 (Ay
A @t \ye—0) " at Yy=\o -1 Ays )’
) d (3 -0\ d-— (0 —2\ (Ay
A — Ay = :
B <y2—0> dt =" <1 0> (Ay2
The velocity field and solution curves:
4—...,‘---a-.-lww.w‘wl._- K sl ‘I__:-.I: < ».I‘
f I S NNy
2L -] al ,1rr "'1‘_",:‘_. ‘-‘ I..l. .'ln_
HNN=
it e AR ]
e g s ]
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Problema 34. The motion of a pendulum is described by the following DE:
@"(t) = —sin(¢(t)). Rewrite it as a first order system, find the fized points and
write down the linearized equations!

Megoldas 28.
dfey_( w
dt \w/ — \—sin(¢) /"
1. Fized points:

w=0 _ (0 __(m
—sin(g) = 0 = za= 1\, or Zp=|/-

2. Jacobian:

Jac = <a¢(—a:;)1(¢)) aw(—a:i(;(@)) N <— COOS(¢) (1)>

Jac(za) = (_01 é) Jac(zp) = (‘i’ (1))

The linearized equations:

o d(6—0\ _d (A [0 1)\ [Ad
A - d\w—-0) " @&t \Aw) " \=1 0/ \Aw)’
d o\ _d[A¢\ (0 1\ [A¢
B : a\w—-0) @t \Aw/) 1 0/\Aw)/"’

The velocity field and solution curves

3. So

L o L e  REEmmmee R o i
3} e e TR — Y 3; it ]
T T F -;’,;é
A e e = & G s = = 1
e T N SERRR S x ﬁ’//"/— -
e T T e B 1
e Py = 5 8 A UNN s G ] :/;z'/ /}‘/'
P S U T T TR PR :'rl"l/r' f,’ll-’
[] [ [T 0:"'-'|I I O
i ¢ b F s E A\ \\
1'\\\5”";/’45\\\- ]E\\\{\h\_‘/. -‘é‘.‘\\_
TN Nt WA A N W, :Z\‘E\C\&‘:'_-/ '\Q
N A - ) s ==
2L e ] 25 = - ::_:--.\\: 1
e P o g L P R L 1, F; o - = 2:—-
3f et s a e - e ] af R —I= ]
L L L L 1 1 1 L L L 1 L L L L L
2 1 4] 1 2 3 4 5 2 1 4] 1 2 3 4 5

Problema 35. y’ =y —y>. Let p = vy'. Show that the DE can be written in
the following Hamiltonian form

, OH . OH

How much is H ? Show that H =0 !
Rewrite it as a first order system, find the fixed points and write down the
linearized equations!

Y
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Megoldas 29.

OH p?
I — = — H s = — 4+ h s
Yy =p ap (y,p) D) (v)
OH p2 94 92
/ " 3 —
_ S — H= + — + konst.
p Y y—vy ay 5 1 B ons

H (the energy) is a conserved quantity:
H =pp' + 9%y —yy =ply—9") +(y =)y =p(y —y°) + (y —y’)p = 0.

The first order DE::

1. Fix points:

0)=G2) = == ==() ==(0)

2. Jacobian:

9 9
J=1, oy P 5 opP ‘ :< 0 ) 1)
=9 5y —v°) 1-3y* 0

3. so

=08, wew= (S0, se= ()

The linearized DE around Zg:

(o) =a ()= (5 o) (51)

Velocity field and solution curves:
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Figure 6.1: Upper row: velocity field and solution curves. Lower row: Solution
curves around zp for the nonlinear an the linearized equations. The shapes of
the solution curves are very close to each other in these two plots.
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Chapter 7

Homogen linearis
rendszerek

Homogen, illetve inhomogen linearis egyenlet:
d _
%y
(g vektor, A matrix.)

hom: = A(t)y, inhom: At)g + f(t),

i

1. Szuperpozicio elve: Ha

d__ o d__ _
= A(t)yr es 2= A(t) 2

akkor 4

7 (¥ + aalz) = A(t) (aFn + a282)

vagyis a homogen egyenletek megoldasainak linearis kombinacioja
is megoldas.

2. Inhom. egyenlet altalanos megoldasa: Ha

d_ _ d__ 3
%yhom - A(t)yhom es ayln - A(t)yln + f(t)7
akkor p
77 Gnom +Tin) = A) Gnom + Fin) + [(2).

Tehat az inhomogen egyenlet altalanos megoldasa felirhato a homogen
egyenlet ¥, altalanos megoldasa es az inhom. egyenlet egy 7; partiku-

laris megoldasanak az 9y, + ¥; osszegekent.

3. Linearis input-output relacio: Ha

ST = AT, + i) es 5T = AWT + ()
akkor
% (fy + a2fy) = A1) (fy + a28) + (a1 fit) + azfa(1),

tehat az (o f1(t) + aafa(t)) "input” (a17; + aa¥,) “output”-ot general.

o1
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7.1 Idofuggetlen homogen rendszerek
Problema 36. Radioaktiv bomlas: A — B — ().

di=a (=)= %) ().

Ennek a feladatnak nagyon konnyu a megoldasa, ha a(0) = 0,b(0) = 1 (ez a
P pont). Magyarazd meg, hogy miert sokkal nehezebb a feladat, ha a kezdeti
feltetel a(0) = 1,b(0) = 0 (ez pedig a Q pont) !

R

Figure 7.1: A sebessegvektorok kulonbozo § = (a,b)” pontokban. A
P =(0,1)" es a R = (1,2)” pontokban a sebessegvektor es a pozicio vektor
egyiranyu. Ez nem igaz a Q = (1,0)7 pontra, igy az innen kiindulo trajektoria
gorbevonalu.

Megoldas 30. Ha

70) = () - abor 5(0) = =3 510),

vagyis a poziciovektor § es a sebesseguetor § aranyos egymassal (vagyis egyi-
ranyu), tehat a megoldas
N -3 (0

Ez az aranyossag nem teljesul, ha §(0) = <é), ebbol a kezdeti feltetelbol kiin-
dulva a az §(t) trajektoria egy gorbe vonal lesz. Viszont legyen

5(0) = (;) ekkor (0) = (‘22 _03) (;) = —2.5(0),

vagyis a poziciovektor § es a sebessequetor i aranyos egymassal, igy az evolucio
az §(0) vektor egyenesen tortenik, a megoldas tehat

Mivel a DE hom.lin., igy az altalanos megoldas

g(t) = Cre 3 (?) + Coe™ (;)
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Tetel 4. Ha a vy, ...,0, vektorok bazist alkotnak eqy vektorterben es sajatvek-
torai A-nak, vagyis Av; = \jv;, akkor a

d

Zi= Ai
dty Y

DFE altalanos megoldasa
§(t) = 3 CieMta,
i=1

Valoban, ha kiszamitjuk a DE ket oldalat:
d icle)‘itﬁ = iC’-)\-e)‘itﬁ
dt K3 K3 - 17\ 19

i=1 i=1
A <Z oieAit%) = CieM;,

i=1 i=1

akkor ugyanazt kapjuk. Sajnos nincs arra garancia, hogy letezik sajatvek-
torokbol allo bazis. Azonban ez az eset is kezelheto, mivel

d
V=4 90 =5 = y(t) = e 7.

Ehhez persze definialnunk kell egy matrix exponencialis fuggvenyet.

7.1.1 Exponencialis fuggveny

Valos szamok. z € R.
e” mindenhol konvergens Taylor sora:

2 3

T
T __
e —1—|—x+—2! +—3! + ...,

e¥e¥ = e 1Y, tehat

2 y2

:<1+(x+y)+(x—;y)2+...>. (7.1)

Ez azt jelenti, hogy ha peldaul kiszamitjuk xy egyutthatojat a ket oldalon, akkor
ugyanazt, 1-et kapunk.

Komplex szamok. z € C.

Definialjuk az exponencialis foggveny komplex szamokra ugyanazzal a Taylor

sorral:
1'2 333

Ekkor e®e¥ = 1Y, mivel ugyanazok a muveleti szabalyok ervenyesek a komplex

szamokra is, igy (7.1.1)) itt is igaz.
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Ha a valos, akkor

. \2 N 3
SR

= (1—Cj+...>+i<a—§?+...> = cos(a) + isin(a).

e =1+ia+ + ...

Tehat pl. ‘
e?t31 = ¢ (cos(3) + isin(3))

Matrix exponensek. © € Mat(n). Itt 2,y n X n matrixok. e® tovabbra is
a Taylor sorral van definialva. (A tovabbiakban 1 az egysegmatrixot (is) jeloli.)
Vajon igaz-e, hogy
2

. a? y
ee¥ = 1+$+§+ 1+y+§+ (72)

:E2 2
1+(x+y)+(+y+xy>+...

21 2
2
777 =177 eV = <1+(x+y)+($;y)+...) (7.3)
:C2 y2 1
:1+x+y+§+a+a($y+y$)+m

Az masodik sor csak akkor egyenlo a negyedikkel, ha zy = yx, ami NEM igaz
altalaban a matrixszorzasra. Tehat:

ha AB = BA, akkor e?teP =AtE
Kommutator: [A,B] = AB — BA. Vagyis AB = BA ugyanazt jelenti, mint

[A, B] = 0.
A skalaris 3’ = ay megoldasa: y = e**y(0), mivel

L] [<1+at+ (“t)2+(“t)3 —&—...)y(O)} = (0+a+a2t+a3t2+...>y(0)

dt 2! 3! 2!

at)?
:a<1+at+(2') —|—>y(0) (7.4)
Ugyanez a levezetes igaz, ha a helyett egy A matrixot, y helyett egy ¢ vektor t
irunk: p

Si=Ay = y= e'5(0). (7.5)

Megjegyzes 1: Persze joggal aggodhatunk a Taylor sor konvergenciaja miatt.
Valos es komplex szamok eseteben a kulonbozo becsleseknel a szamok

lzyl = |=| - |yl, |z +y| < |z| + |y

tulajdonsagait hasznaljuk fel. Hasonlo oszzefuggesek matrixokra is igazak, ha
egy eukledeszi (vagy a komplex esetben hermitikus) vektorterben hato linearis
transzformacio normajat igy ertelmezzuk:

1Al = max [[Az]].

[1o]]=1
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(Vagyis maximalisan hanyszorosara nyujthat meg a tr. egy egysegvektort.)
Ekkor

AB|| < ||A[[-1IBIl,  [lA+ Bl <[|Al[ +[|B]|-
Megjegyzes 2: Csabito lenne a kepletet akkor is alkalmazni, ha a y egy

vegtelen dimenzios vektorter eleme, pl. egy egyvaltozos sima fuggveny.
Pelda: Hoegyenlet.

8t¢(tvx) = 8§¢(t7$>7 ¢(0,$) = f(.%‘),

ahol f(z) at = 0-kor adott homersekleteloszlas. Ennek a megoldasat formalisan
a kovetkezo alakbn irhatjuk fel:

ot 0) = (e f) (@).

Viszont ez a kifejezes szinte mindig ertelmetlen, ha ¢ < 0. (Ennek az a mag-
yarazata, hogy a hoegyenlet altal leirt evolucio "kisimitja” a kezdeti homersek-
leteloszlast, tehat ha a kezdeti eloszlas nem extrem modon sima, akkor idoben
visszafele nem lehet megoldani az PDE-t.) Ettol figgetlenul az ilyen formalis
kifejezesek vegtelenul hsznosak lehetnek.

Hogyan tudjuk kiszamitani e?-t? Ez nagyon konnyu, ha A diagonalis.
A (peldaul ket dimenzios) diagonalis matrixok algebraja tulajdonkeppen ket
fuggetlen kopiaja (direkt osszege) a kozonseges szamok algebrajanak:

aq 0 + b1 0 _ (a1 + b1 0
0 a2 0 b2 - 0 as + bg ’
aq 0 bl 0 o a1b1 0
0 a9 0 by o 0 agbs )’
D _ - d1 0 o €d1 0
TP 0 d) T 0 )

Ha A nem diagonalis, de diagonilzalhato (vagyis van olyan S invertalhato ma-
trix, hogy S~'AS = D mar diagonalis (ekkor persze SDS~! = A)), akkor

Emiatt

ed =881+ SDS™ + %Sps—lsps—l +...

:S<1+D+21|D2+...>S‘1:SeDS_l.

7.1.2 Sajatertekek, sajatvektorok

Sajatertekegyenlet:
AD = )\, v#0
Av = \E7,
(A= XE)v=0.
Viszont (A — AE)0 =0,

tehat a linearis transzformacio A— AE nem egy az egyhez tipusu, vagyis nem in-
vertalhato, tehat az egyenletunknek csak akkor lesz nemtrivialis o # 0 megoldasa,
ha

det(A — A\E) =0.
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Ebbol megkapjuk A lehetseges ertekeit, ezutan v megkeresesehez mar csak egy
linearis egyenlet megoldas szukseges.

Tetel 5. Tegyuk fel, hogy a v1, ..., 0, vektorok bazist alkotnak egy vektorterben
es sajatvektorai A-nak, vagyis Av; = M\0;. Legyen S a v; oszlopvektorokbol
alkotott matrixz. Ekkor

STYAS = diag(\1,. .., \n) = D.

Itt diag(M\1, . . ., An) azt a diagonalis matrizot jelenti, ahol nem nulla elemek csak
a diagonalison vannak, az i-edik sorban ez az elem eppen \;.

Problema 37. Keresd meg az A matriz sajatertekeit es sajatvektorait! Keresd
meg azt as S hasonlosagi transzformaciot, ami dagonalizalja A-t, vagyis D =
S~YAS, ahol D diagonalis! Ird fel a v vektort a sajatvektorok linearis kombina-
ciojakent! Mennyi A'3v 2

bw 0 (Y Al WY ()

9 _3 2 1 0 2 =3 0
) (3 2) g) 0 3 0 h) 3 2 0
0 0 7 0o 0 7
Itt a v vektor erteke:
3 1
a) v=(8), b—f)v—<4), g—h) v=1[2
3

Megoldas 31. b)

Sajatertekek: A1 = 3, A2
Sajatvektorok:

e (1), ==(1)
pesas=(0 ) (30 (00)-(09)

Mivel A eleve diagonalis volt, ez a feladat trivialis, a sajatertekek a diag-
onalis elemek, a sajatvektorok pedig a standard bazis.

=(03)

2—-A 1
0 3—-A

Il
2o

d)

Sajatertekek egyenlete:

det(A/\E)_‘ =(2-N)B-A\)-1-0=0
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Sajatertekek: A\ = 3, Ao =2.

Mivel a diagonalis alatt csupa 0 all, igy a sajatertekek automatikusan
diagonalis elemek.

Sajatvektorok egyenlete (A1 = 3-1a):
2 1 z x
(5 3)()-()
2—-3 1 z\ _ (0
0 3—-3 y ) O

vagy

o7

a

Innen < z > = < i > Ezek kozul valasztunk egy nem nulla vektort, pl.

legyen x = 1.
Sajatvektorok:

(D) ()

Az A matrizot diagonalizalo hasonlosagi transzformacio:

D:S_lASZ((l) _11>(§ ;,)(1 (1)):<g g)

Itt S a vy es a vy oszlopvektorokbol allo matrix, illetve

w=(10) =(54)

Mennyi ABv ¢

vagy
( i ) = avy + P,
ahol
« _ 3 0 1 3 4
(5)=s7(0)=(1 ) (0)-(4)
tehat

ABy = AB(av 4 puy) = a)\%gvl—i—ﬁ)\%?’w =4.313 ( 1 )—i—(—1)~213 ( (1) )
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f)

Sajatertekek: A\ = 2 + 3i, Ao =2—3i,
Sajatvektorok:

() ()
()5 %)

g) Mivel A a d) es az a) blokkok kombinacioja, igy ezen ket feladat ered-
menyeit felhasznalva a kovetkezoket kapjuk:

D:S_lAS:< i
2

\VIEH
N[ 0| =

2 10
A=10 3 0
0 0 7

Sajatertekek: A1 = 3, Ao =2, Az =1, ,

Sajatvektorok:

1 1 0

v = 1 , Vg = 01, V3 = 0

0 0 1

D=S"1AS

0 1 0 2 1 0 1 1 0 3 00
= 1 -1 0 0 3 0 1 00 =020
0 0 1 00 7 0 0 1 0o 0 7

Jegyzet a sajatertekekproblemarol: BME kurzus: Sajatertek, sajtvektor

7.2 Idofuggetlen homogen problemak

Problema 38. Oldd meg az elozo feladatban szereplo A matrizokra az

Zy=A 0) =
Y =4 y(0) =v

DE-t! Ird fel az altalanos, illetve a partikuralis megoldast! Vizsgald meg az

y = 0 fixpont stabilitasat!
Mennyi exp(zA) ? Ird fel a partikularis megoldast e®* segitsegevel!

d_ (2 1)
a?”\o 3 )Y

Megoldas: Sajatertekek: Ay =3, Ao =2 . Sajatvektorok:

() ()

Megoldas 32. d) Feladat:


http://www.math.bme.hu/algebra/a2/2009/5_Sajatertek.000.pdf
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Az altalanos megoldas:

oz +f 1 (1
Yanr(x) =Y Cie*v; = Cye® ( 1 )-1-0262 ( 0 )

o=(1)=(3) = (1)< (a),

vagyis C1 = 4, Co = —1, akkor a partikularis megoldas

Ypart () = 4€>” ( } ) + (=1)e** < (1) )

Mivel mindket sajatertek valos resze pozitiv, igy az y = 0 fixpont instabil.
Az xA matriz exponencialis fugguenye:

A _ aSDS™' _ aaDo—1 _ [ 1 1 e 0 0 1
©=° =SS _(1 0)( 0 e J\1 -1

Ennek segitsegevel a partikularis megoldas az

Ypart() = €™ ( Z )

alakban irhato fel.

Problema 39. y" = —y. Ird fel a DE karakterisztikus egyenletet, illetve a DE
altalanos megoldasat! Ird at a DE-t eqy elsorendu DE-rendszerre es oldd meg az
elozo feladathoz hasonloan! Hasonlitsd ossze a ket megoldasi modszert!

Megoldas 33. 1. A karakterisztikus egyenlet es annak gyokei:
1!

Yy = -y — A2:—1 > )\1:04—117 )\220—1'2.,

tehat az altalanos megoldas:
y = Cre0F)T L Che0-D2 — 0@ (CN& cos(l-x)+ Cysin (1- x))

Itt Cy = C1/2+ Ca/(2i), Cy = C1/2 — Ca/(2i).

2. Ugyanez elsorendu DE rendszerkent:

(-2

A sajatertekei es sajatvektorai:

AL =1, U1=<1>, AL = —i, Ul:(li)

Tehat az altalanos megoldas:

(1)-a(})ree( 1)

SIS
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Az eredeti harmonikus oszcillator problema csak valos szamokat tartalmaz,
sajnos a megoldas (a komplex gyokok miatt) komplex szamokkal van kife-
jezve. Ezeknek a komplexr szamoknak el kell tunniuk valos kezdeti ertek
problema eseteben:

yeR = Cy=Cy, y(t) = 2|Cy| cos(t + Arg(Cy)),

ahol C1 = |C'1|e""Arg(Cl).

7.3 Jordan normal forma

Sajnos elofordulhat, hogy a fuggetlen sajatvektorok nem alkothatnak bazist.

Problema 40. Keresd meg az A matriz sajatertekeit es sajatvektorait!

7 0 0
0 1 21 2 3
>() b>(> >(> o (02 3
0 0 0 2 0 2 00 2
Vajon mennyi lehet exp(zA) ?
Megoldas 34.  c¢) Sajatertek:

Odet(AAE)F_)\ 3

0 2—-A

Az egyetlen fuggetlen sajatvektor:
2 3\ (x| _ 9 (% N z\ _ [z ) (1
o 2) ) =2(, y) = o) vagyis v = |
Viszont ki tudjuk szamolni exp (zA)-t:
2¢ 0 0 3z
exp (zA) = exp {( 0 23:) + <0 0 >}
e 2¢ 0 o 0 3z
P o 22) *Plo o
e 0 10 0 32\, 1[0 32\
_<0 eh> [(0 1>+(0 0>+2!<0 0) o
. e 0 1 3z\ e 3xe®
“\ 0 e*)\0o 1) {0 e

Itt az elso, exp(C' + D) = exp(C) - exp(D) tipusu atalakitast azert lehetett
elvegezni, mert esetunkben [C, D] = CD — DC = 0 volt:

e 0 0 3z\ (0 3z\(e* 0Y_ (0 0)_
0 e*)\0 0 0 0 0 €*) \0 0)

Az utolso elotti atalakitasnal pedig azt hasznaltuk ki, hogy

0 0 2:(3@2 0 02: 0 0) ="
(0 3x> (0 1) (0 O)
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Problema 41. Oldd meg a

=3 s w03

DE-t!
Megoldas 35.

o=t (3 ] ()= [0 (3 5) e (5 )] ()
(326

Tetel 6. Jordan normal forma: Minden A complex matrizhoz letezik olyan S
invertalhato matriz, hogy SAS™' = N, ahol N egy blokk diagonalis matriz,
amelyben a diagonalis blokkok alakja (itt a haromdimezios illusztrativ esetet
prezentaljuk):

A1 0
Js=10 X 1
0 0 A
Js exponencialis fuggvenye:
A0 0 010
e’ =exp| 0 M O |-expt|{0 0 1
0 0 M 0 0O
00 1t t2/2!
=[0 e 0 01 ¢t
0 0 &M/ \0o o0 1

Mi a standard bazis tulajdonsaga egy ilyen Js matrix eseteben? (Itt e; =
(1,0,0)T, ea = (0,1,0)T, e3 = (0,0,1)T. )

J361 = )\61, Jgeg = )\62 +e1, J3€3 = )\63 + es.

Tehat az A matrix A sajaterteku 3d Jordan blokkjahoz tartozo specialis vek-
torokat a kovetkezo egyenletrendszer megoldasa detektalja:

Avy = vy, Avg = Aug + U1, Avs = dvg + Vo,

ahol azt, hogy a 3d block nem resze egy nagyobb blokknak, az garantalhatna,
hogy az Avy, = Avyg + v3 egyenletnek mar nincs megoldasa.

Problema 42. Csillapitott harmonikus oszcillator: y' = —y—ay’. Ird fel a DE
karakterisztikus egyenletet, es hatarozd meg, hogy milyen o ertek eseten esnek
egybe a gyokei! Ird fel a DE altalanos megoldasat!

Ird at a DE-t egy elsorendu renszerre, es vizsgald meg az egyutthatomatrixz Jor-
dan dekompoziciojat!

Megoldas 36. o Karakterisztikus egyenlet:

1

—a+ Va2 _—4
V' =—y—ay = MN=-l-a\ = /\172:%
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Egy gyok van, ha o = £2. Mi a a = 2 esetet vizsgaljuk, ekkor A = —1.
Az altalanos megoldas:

Yait = Cre " + Cote™ .
e Ugyanez elsorendu DE rendszerkent:

il0)=(5 %) (0)=4(7)

A egyetlen fuggetlen sajaterteke, sajatvektora:

)\2—1, ’U1:<11>

A Jordan normalforma:

A’U1 = /\’Ul7
Avg = Avg + vy
tehat

-1 -1 -1 -1
ne(0) () ()
J:S—lAS=<_1 ! )
Ennek alapjan

exp(tA) = exp(tSJS™!) = Sexp(tJ)S™! = S ( 0 xe__x ) St

(40 ) =emtenr (0 )-

A csillapitott harmonikus oszcillator

d [y 0 1 Y
" / 7 _
v g (0)=(5 ) ()

fazisportrei: A nyilak a ket utolso abran a kovetkezo matrixok sajatvektorait es

sajatertekeit jelolik:
0 1 1 1
-1 -2)’ -1 =22/

Az elso abran, az alulcsillapitott oszcillatornal sajnos egyszerre ket dolog is
tortenik. A rendszer oszcillal az origo korul, de a csillapitas miatt egyre kozeledik
is az origohoz. Hogy jobban attekinthessuk a helyzetet, elimenilaljuk a csillapi-
tas, vagyis az egyutthatomatrixat a DE-nek megvaltoztatjuk:

(0 1 ,_ (0 1) (025 0
A_<—1 —0.5> ~ A_<—1 —0.5) ( 0 —0.25)’

A megoldas
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Figure 7.2: Harom fajta harmonikus oszcillator 3"/ = —y — ay’: alul, kritikusan

es tul csillapitott. A csillapitasi parameter o = 0.5, 2, 2.2. A masodik es a
harmadik abran a megoldasgorbek a nyilak iranyaba mozognak az origo fele e
faktorokkal szorozva. Mivel az abrakon feltuntetett A\ fakorok negativak, igy a
megoldasok az origo fele aramlanak.

vagyis A-bol levonjuk a sajaterteke valos reszet megszorozva az egysegmatrixszal.
Ez ugyanazt a keringest irja le az origo korul, csak eppen nulla csillapitassal.
A’ sajatvektorai ugyanazok, mint A-nak, a sajatertekek viszont megnovekedtek
0.25-tel, vagyis a valos reszuk nulla lett. A’ sajatrendszere:

sajatertekek: 04 0.96i, v = (_0 12'_7’_00 68i) , Uy = (_0 12'300 68i) .

Mivel az eredeti problema csak valos szamokat tartalmazott, igy a sajatertekek
es sajatvektorok komplex konjugalt parokban erkeznek. Mi koze a csillapitott
oszcillator elso abrajanak ezekhez a sajatvektorokhoz? A valos megoldasa

d y\ _ oo (Y
i) =)
a DE-nek

y(t)\ _ ~ o0.96it 0.70 A —0.96it 0.70
<v(t)> = Ce <—o.17 +o.68i) T —0.17 — 0.68i

— 2|C] cos(0.96¢ + Arg(C)) (_0(')7?7> + 2|0 sin(0.96¢ + Arg(C)) (0 %8> ,

ahol C' = |C|e*479() | Tehat a megoldasgorbek ellipszisek a R7;, Iv; vektorok
altal generalt koordinatarendszerben.
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Figure 7.3: Ha a csillapitott harmonikus oszcillatorbol (elso abra) eliminaljuk a
csillapitast (masodik abra), akkor periodikus, elliptikus trajektoriakat kapunk.
A valos es a kepzetes reszei A (vagy A’) sajatvektorainak jelolik ki az ellipszisek
tengelyeit.



Chapter 8

Homogeneous linear
systems

Homogeneous and inhomogeneous linear DE:

d d B
—7g=A(t)y 1 . — = m
T (t)y, inhom:  —y Aty + f(t),

(g vector, A matrix.)

hom:

1. Superposition principle: If

d d

g (g es 72 ()72
then p

pn (171 + a2®) = A(t) (171 + 2¥2)

So linear combinations of solutions are solutions, too

2. General solution of inhom. lin. DE: If

d d .
— = A(t)y U = -
dtyhom (t)yhom €s dt Yin A(t)yln + f(t)7
then J

a (yhom + yi”) = A(t) (?hmn + yin) + f(t)

So the general solution can be written as a sum of the general solution
Unom Of the hom. equation and a particular solution %;, of the inhom.
equation: ¥y, + Yin-

3. Linear input-output relation: If

d - _
S5 = AT+ Fi(0) e T2 = AWT + ()

then

d . . . . _ _

7 (¥ + a2lp) = A(t) (s + 02B) + (@1 fi(t) + a2 fa(?)),
so the (o fi1(t) + azfa(t)) "input” generates (a17; + ao¥s,) "output”.

65
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8.1 Time independent homogeneous systems
Problema 43. Radioactive decay: A — B — ).

=5 0)=G) = (3 %) ()

This excercise is easy if a(0) = 0,b(0) = 1. Why is the case a(0) = 1,b(0) =0
harder?

Megoldas 37. if
_ 0 . _
y(O) = 1)° akkor y(O) =-3- y(o)a
i.e. the position vector §j and the velocity vector ij have the same direction, then

the solution is
y(t) =e™™ ((1)) :

They point into different directions in the case of §(0) = <(1)> , so the solution

curve Y(t) is going to be a curve, not a straight line. However if

7(0) = (;) , ekkor §(0) = <_22 _03> G) — 2.5(0

i.e. if § and Y are proportional vectors, then the evolution takes place on the
line of the vector §(0), so the solution is

g(t) = e G) .

As the DE hom.lin., the general solution is

- (e}

=

b

Tetel 7. If the vectors Uy,...,0, form a basis and are eigenvectors of A (i.e.
Av; = \i; ), then the general solution of the

d

0= Ag

dty Yy
DE is

n
g(t) = Z C’ie/\it@i.
i=1

Indeed both sides evaluate to the same

d n n
pn (Z C’iek"’tvi> = Z Oi/\ie)\it@i,
=1 i=1
A- (i C’ie)‘itvi> = i Cl-e’\it)\i@-.
i=1 i=1
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8.1.1 Eigenvalues, eigenvectors

Eigenvalue (characteristic) equation:

Av = v, v#0
Av = AED,
(A= AE)o=0.
However (A — AE)0 =0,

so the linear transformation A — AE is not one to one, it can not be inverted,
so there is a nontrivial solution v # 0 if and only if

det(A — AE) = 0.

This equation determines the possible values of \. Then v can be found by
solving a linear equation.

Tetel 8. Assume that vy,...,0, form a basis and are eigenvectors of A (i.e.
Av; = \j0;). Let S be the matriz formed by the column vectors v;. then

S™AS = diag(\1, ..., \n) = D.

Here diag(A1, ..., An) is a diagonal matriz (i.e. the off diagonal elements are
0), and the diagonal element in the it" row is \;.

Problema 44. Find the eigenvectors and eigenvalues of A ! find the similarity
transformation S which diagonalize A-t, i.e. D = ST'AS, where D is diagonal!
Ezxpress the vector v as a linear combination of the eigenvectors!

Compute Ay !

gm0 (Y oGy a (Y o (%)

2 1 0
f)@‘;’) o (030w

S W N

here v is:

Megoldas 38. b)

Eigenvalues: A1 = 3, Ao =2,

FEigenvectors:
) o=

o
p-sas= (3 1) (38) (4 1)-(5 %)

This was a trivial problem, as A was diagonal.

O =
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W =
N~

Characteristic equation:

2—A 1

det(A—AE)=| “ " o0

‘:(2—)\)(3—)\)—1-020
Eigenvalues: A\y = 3, Ao =2.

Since A is triangular (the elements under the main diagonal are all 0),
the eigenvalues are the diagonal elements.

Eigenvectors (for Ay = 3):
(5 5)(3)=3(3):
(%0 52s)(5)-(0)

This yields ( Z ) = ( * ) Pick a nonzero vector, for example let
vy = ! =
1 — 1 ) V2 =

x
Diagonalization:
a4 0_ [0 1 2 1 11\ (30
D_SAS_(I—l 0 3 10/ L0 2
Here S is comprised of the v1 and vy column vectors, and
gi_(11 (01
1 0 1 -1
How much is A3y ¢

Ay = (SDS 13y = SDB¥S 1y

(o) (08 ) (1 5)(3)

or

z=1.

Eigenvectors:

O =

or
<Z>—av1+5v2,
where
a ) _ g 3y [0 1 3\ 4
3= 4 )71 -1 4 )7\ -1 )0
consequently

ABy = A13(av1—|—ﬁv2) = OéA%31}1+ﬁ)\%3U2 =4.313 ( 1 >—|—(—1)-213 ( é )
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f)

Eigenvalues: A1 = 2 + 31, Ao =2—3i,

Eigenvectors:
A o —1
U1 = 1 I V2 = 1
2 -3 =i\ _ [ 2+ 3 0
3 2 1 1 o 0 2—3i

g) Since the block diagonal matriz A consists of the blocks d) and a), the
combination of these two exercise yields

D=S5"145 = (

[
SIS

x
2

2 10
A=10 3 0
0 0 7

FEigenvalues: A\ = 3, Ao =2, A3 =17, ,

Eigenvectors:
1 1 0
n=|11, vp=1 0 |, vg= [ 0
0 0 1
D=S"1AS
0 1 0 2 10 1 10 3 00
=1 -1 0 0 3 0 100 ]=10 220
0 0 1 0 0 7 0 0 1 0 0 7

8.2 Time independent homogeneous systems

Problema 45. Solve the DE

d
7Y =AY y(0) =v

for the matrices and vectors of the previous problem! Find the general and
particular solutions! Study the stability of the § = 0 fized point! Compute
exp(zA) ! Express the particular solution with e*4 !

d_ (2 1)\,
a?/~\o 3)Y

Solution: Eigenvalues: A\1 = 3, Ao = 2 . Figenvectors:

() ()

Megoldas 39. d) Ezercise:
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The general solution:

Yatr () = ZcieA’zUi = C1e™® ( 1 ) + Coe®® ( 0 )

2

o= (50)=(3)=a(1)(s)

then C1 = 4, Cy = —1, and the particular solution is

Ypart(z) = 4€> ( 1 ) + (=1)e** ( é )

Since there is an eigenvalue with positive real part, the 0 fized point is
unstable The exponential function of xA :

zA _ xSDS™' __ D og—1 __ 1 1 €3w 0 0 1
© = =SS (1 0><0 e J\ 1 -1

Then the particular solution is

Ypart(z) = € ( i ) :

Problema 46. y” = —y. Write down the characteristic equation of the DE
and find the general solution! Rewrite the DE as a first order system and solve
it! Compare the two solutions!

If

Megoldas 40. 1. The characteristic equation and its roots:
y'=—y = N=-1 = MN=04+1-i, \g=0—1-4,
so the general solution is

y = Cre0F)T L Che0-Dz — (0@ (6’\1 cos(l-x)+ Cy sin (1- z))

Here Cy = C1 /2 + Cy/(2i), Cy = C1/2 — Ca/(2i).
2. The same as a first order DE:
y\Y_( 0 1 v\ _ Yy
()=Ch0)(0)=2(7)

The eigenvalues and eigenvectors of A:

)\1:i7 ’U1:<1>7 )\1:_i7 ’U1:<_1,L>

The general solution:

(1)-ex(1)eecr(2)

The original harmonic oscillator problem contains only real numbers. So
the imaginary part of the solution must be zero:

yEeR = Cy = (Y, y(t) = 2|C1| cos(t + Arg(Ch)),

where C = |C’1|ei'Arg(Cl).



8.3. JORDAN NORMAL FORM

8.3 Jordan normal form

Unfortunately it is possible that there is no basis consisting of eigenvectors.

Problema 47. Find the eigenvectors and eigenvalues of A !

a (o)) G Gy ez

How much is exp(zA) ¢
Megoldas 41. ¢) Eigenvalues:

O:det(A—)\E):‘Q_)‘ 3

There is a single independent eigenvector:

@ 320)=26) = C)-=6) » =0

Nevertheless we can compute exp (zA) :

v e |(0)+ (0 )

— exp <2x 20 ) <0 Sx)
:ﬁfWH%@@H@®%~
-(4 x )= )

The exp(C + D) = exp(C) -
CD-DC=0:

e 0 0390_031‘62”0_00_0
0 e*)\0 0 0 0 0 e*)\0 0

We also used the nilpotency of the matriz

0 Y -l )-8

Problema 48. Solve the

G- Yr 0= ()

D) identity can be applied since [C, D] =

DE!
Megoldas 42.

o= ][ 3 22 9] @
(506 E
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Chapter 9

Onadjungalt matrixok

Legyen ket komplex C™-beli vektor belso (valos esetben skalaris) szorzata

Egy A matrix elemeit a kovetkezokeppen nyerhetjuk ki:
Aij = (&, Agj).

Itt A-t a masodik vektorhoz kapcsoltuk, de persze megprobalhattuk volna ezt az
elso €; vektorral is. Definialjuk az A matrix A* adjungaltjat a kovetkezokeppen:

(il, AG) = (A*@,¥) Vi, .

A* matrixelemei:

(A%)i; = (€, A%€)) = (A%€;, &) = (€, Adi) = Aji.
Tehat A* = AT. A onadjungalt (hermitikus), ha A = A*. Az ilyen matrixokra

teljesul a kovetkezo tetel:

Tetel 9. Ha A = A*, akkor A sajatertekei valosak, tovabba letezik sajatvek-
torokbol allo ortonormalt bazis.

1.

Av=X v = Alek
(v, Av) = (v, \v) = A(v,v), i
(v, Av) = (A%v,v) = (Av,v) = (Av,v) = A(v,v).

Mivel (v,v) # 0, igy A = ), tehat a sajtertekek valosak.

Avy = My, Ave = Aovg, A1 £ Ao = (v1,v2) =0.
(v1, Ava) = (v1, Aav2) = Aa(v1,v2),
(v1, Avg) = (Avi,v2) = (Av1,v2) = A (v1,v2) = A1 (v, v2).
Tehat Ag(v1,v2) = A1(v1,v2), igy (vi,v2) = 0. Vagyis kulonbozo sa-

jatertekehez tartozo sajatvektorok ortogonalisak egymasra.

73
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3. Az ortonormalt bazis konstrukcioja:
Egy v1, A1 sajatvektor-sajatertek par mindig van, mivel a det(A—AF) =0
egyenletnek mindig van lagalabb egy A1 gyoke. Legyen W; a vy vektorra
meroleges vektorok altere. Azt allitjuk, hogy ekkor AW; C Wj. Valoban,
ha wy € Wy (vagyis (w,v1) = 0), akkor

(Awhvl) = (w,Avl) = (wh)\lvl) = )\1(’(1)1,’[)1) = 0 . )\1 = 0

Ezutan vegyuk A megszoritasat Wi-re (ahol Wi dimezioja mar eggyel
kevesebb mint az eredeti vektortere). Wj-ben talalhatunk egy uj, vi-re
ortogonalis vy sajatvektort. Ezt az eljarast folytatva megkonstrualhatjuk
a keresett ortonormalt sajatvektor bazist.

Problema 49. Mennyi a kovetkezo matrizok adjungaltja?

. 1 2 —3i  4i 2—1 54T
(), (=), (3 4)’ (Si 61’)’ (2+i 5+7i>'
A linearis homogen rendszereknel a ket motivacios pelda a radioaktiv bom-
las, illetve a csillapitott harmonikus oszcillator volt. Sajnos az egyutthatomatrix
egyik esetben sem volt onadjungaltat. Igazabol a gyakorlatban inkabb az anti-

hermitikus A* = —A matrixok fordulnak elo. Viszont ekkor (iA)* = iA, tehat
1A mar onadjungalt.

Problema 50. Legyen

7 ()= Q) () = () - ()

Oldd meg a DE-t, es ellenorizd, hogy

(yl(t)> _ R() (?A’) _ (C9S(t) —sin(t)> (y‘f)

v2(t) v sint)  cos(t) ) \y5/"’

tehat 4(t)-t a kezdeti feltetelnek t szogu (radianban mert) R(t) elforgatasaval
kapjuk meg.

Mennyi A? ? Probald ki ennek alapjan kiszamolni R(t) = et4-t! Hasonlitsd ezt
ossze €'t = cos(t) + isin(t) Taylor soros kiszamitasaval!

Problema 51. Forogjon az iy vektor eqysegnyi szogsebesseggel az n egysequektor
altal meghatarozott tengely korul az oramutato jarasaval szemben. Mennyi A,

ha p
Sa(t) = Ag(e),

Megoldas 43. 1. Egy kis At idotartam alatt az § vektor megvaltozasa
Aj=At-nxg.
2. Tehat
N2Ys — N3Y2 0 -—ng n Y1

y=nXy=|ngyr —niys | = | n3 0 -m Y2
n1Y2 — N2ys3 —ny M 0 Y3

S
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Megjegyzes: Ha n nem lenne egysequektor, akkor is eqy elforgatas csoportot
kapnank az 1 tengely korul, de ekkor a szogsebesseg ||n|| lenne. Igy parba tudjuk
allitant a 3d vektorokat es az antiszimmetrikus matrizokat

B aq 0 —as a9
A= 1as = A= as 0 —ai (91)
as —a ay 0

Problema 52. Mi tortenne vegul az iy vektorral, ha a kovetkezoket csinaljuk
vele:

1. Forgassuk el §-t az B vektor korul —t||B|| szoggel,
2. Forgassuk el §-t az A vektor korul —t||A|| szoggel,
3. Forgassuk el y-t az B vektor korul t||B|| szoggel,
4. Forgassuk el -t az A vektor korul t||A|| szoggel.

Ha t = 0, akkor milyen (nagﬁyon kicsi, t? nagysagrendu) elforgatast kapunk, es
mi koze az eredmenynek az A X B vektorialis szorzashoz?

Problema 53. Legyen
d
—g(t) = Ay(t
Sy(t) = Ay(t),

es tegyuk fel hogy §(t) normagja (vagyis ||g(t)|| = (w(t),5(t))/?) allando:
d,
Dol =o.

Mutasd meg, hogy ekkor A* = —A, illetve a valos esetben AT = —A .

Problema 54. Vegyuk a kovetkezo, ket egysegnyi tomegbol allo, k12 > 0 ru-
goallandoju csillapitatlan tomeg-rugo rendeszert:

]4;1 kQ

1. A rendszer energiaja (kinetikus+potencialis) :

) ) 1
(93 +93) + 3 (k1y? + k2 (y1 — 2)?)

N =

H(y1,y2791»y2) =

Ird fel a Hamiltonikus
d OH d . OH

%yi = 87y'i’ %yi = *ayi

egyenleteket, majd ellenorizd, hogy Newton harmadik torvenye ugyanezeket
az egyeleteket adja!

2. Mennyi A, ha
d2
pTEl y=—Ay ?
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Mutasd meg, hogy esetunkben A onadjungalt! (Esetunkben A sajatertekei
pozitivak lesznek.)

Legyen v; eqy A-nak a A; sajatertekeihez tartozo bazisvektorok rendszere.
Mutasd meg, hogy ekkor ennek a masodrendu DE-nek az altalanos megoldasa

y(t) = Zci cos (\/)\Tt> v; + S; sin <\/)\>Zt) v;.

. Oldd meg a DE-t es abrazol a megoldast, ha

ki =11, kg = 22, y1(0) = 33, y2(0) = 44, 91(0) = 55, y2(0) = 66.

. Hogyan kellene modositani ezeket a szamitasokat, ha a feladat ket kulon-

bozo my es mo tomegu test mozgasarol szolna?



Chapter 10

Inhomogen linearis
rendszerek

10.1 Egy kifeszitett ruhaszaritodrot alakjarol

Mennyi egy erosen elofeszitett (ezt a feszultseget hasznaljuk majd egysegkent)
vizszintes hur w(z) vertikalis elmozdulasa egy helyfuggo f(x) vertikalis eroter-
ben? A hur ket vege rogzitett, tehat w(0) = u(1) = 0.

A kovetkezo problemakat fogjuk vizsgalni:
1.
Eroegyensuly <= Au=u"(z)=—f(z). (10.1)

2. A hur gravitacios es elasztikus energiaja:
1
Energia[u] = / [ (2)]? = f(x)u(z) de, (10.2)
0

tehat (10.1)) megoldasa ekvivalens (10.2]) minimalizalasaval.

3. Hogyan tudjuk megoldani —t7 ha a derivaltakat differenciakkal helyete-
sitjuk (veges differenciak modszere) ? (Mas szoval az u fuggvenyt kozelitjuk
egy, u-nak nehany z; pontban kiszamitott ertekeibol allo vektorral.) Hogyan
fejezhetjuk ki ([10.1) megoldasat, ha tudjuk u-t abban az esetben, ha az
f ero egyetlen pontra koncentralodik vegtelen erosuruseggel (impulzus-
valasz, Green-fuggveny) ?

7
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4. Hogyan tudjuk ((10.2)-t kozelitoleg minimalizalni, ha feltesszuk, hogy u egy
darbonkent egyenes (affin) folytonos fuggveny? (Veges elem modszer.)

5. Hogyan mukodik a (10.1) es (10.2]) egyenletek kozotti ekvivalancia alta-
lanosabban, azaz hogyan kereshetjuk meg egy

funkcional kritikus pontjait? (Variacioszamitas, Euler-Lagrange egyen-
letek.)

6. Hogyan magyarazza a feladat szimmetriaja (eltolas es elforgatas (tukrozes
egy dimenzioban)) a A Laplace operator felbukkanasat? Mi egy szimme-
tria definicioja es hogyan tudjuk a szimmetriat a gyakorlatban kihasz-
nalni?

10.1.1 Poisson egyenlet
Eroegyensuly:

z Ax z+ Az

Figure 10.1: Az A es B pontokban hato egysegnyi ero fuggoleges komponenseit
ellensulyozza az f(x)Ax fuggoleges terheles.

f(z)Az —1-sin(a) + 1 -sin(5) =0,
cos(a) 1, «=sin(a)~tan(a), stb.
tan(a) = u/(x), tan(B) =/ (z + Az) = u/(z) + v (z)Az.

Tehat
u'(z) = —f(2), (10.3)
ami az egy dimenzios Poisson egyenlet. Magasabb dimenzioban:
02 02
A = I Ab(Z) = —
oz T T g ¢(z) = —f(2)

10.1.2 Dirichlet elv

Mennyi az energiavaltozasa az AB hurdarabkanak a nyugalmi u = 0 helyzethez
kepest?
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1. A vertikalis f(z)Ax ero f(z)Az - u(x) munkat vegez.

2. A hurdarabkanak Ax hossza megno:

/ 2
[AB| = /Az? + [u/(x)Az]2 = Axy/1+ [/ (2)]2 =~ Az + %Am.
Mindez egysegnyi hurfeszultseg elleneben tortenik.

Thehat a hur energiavaltozasa

Energia[u] = /1 [ (2)]? — f(x)u(x) dz. (10.4)
0
E[u] minimalizalasa az u(0) = u(1) = 0 feltetelek mellett ekvivalens az
u'(x) =—f(x), ,u(0)=u(l)=0 (10.5)

peremertekfeledat megodasaval.

10.2 Variacioszamitas, Euler-Lagrange egyenletek

Hogyan minimalizaljuk az

1

E[u]:/o %[u’(w)]Q—f(x)u(x)dx:/ %L(x,u,u’)dw

0

energia funkcionalt az u(0) = u(1) = 0 peremfeltetelek mellett?
Egy kritikus u pontban

Elu+déu] — Eul~ [ —du+ 7(5u)’dw

1+ /1 oL _ d (9oL dud

o Jo LOu dx \Ow b
Mivel ez teljesul barmely du : du(0) = du(1l) = 0 variaciora, igy
a(ory o

dx \ Ou ou

Ez az Euler-Lagrange egyenlet.
Ugyanez tobbdimenzioban: L = L(Z, ¢"(Z), Oy, ¢*(T)),

0 oL oL
2 o, (awxiqw)) "o !

Problema 55. Ird fel az EL egyenleteket a kovetkezo L Lagrange fuggvenyekre:

_ oL
o

1. Egy V(&) potencialmezoben mozgo pont Z(t) palyaja:

1 ) _
L= 52;52 - V(z).
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2. Egy A(Z) magneses vektorpotencial mezojeben mozgo pont Z(t) palyaja:
1 - .
L= §Z¢?+A(:ﬁ).z.
3. Egy monocikli x(t),y(t), d(t) koordinatai:

L= % (m'2—|—g'/2—|—¢2> + A(t) - (Zsing — ycosP) .

Itt a A-hoz tartozo EL egyenlet biztositja hogy a sebessegvekor (&,7) iranya
ugyanaz mint a (cos(¢),sin(p)) vektore.
10.2.1 Veges differenciak

Probaljuk a vegtelen dimenzios Fun([0,1]) vektorterben lako w fuggvenyt a
x; =iAx,i=1,..., N — 1 helyeken (itt N = 1/Ax) megmert ertekeibol allo

= (u(l-Az,...  u(i-Az),... u(N—DAz)" = (u1,...,un_1)"

vektorral kozeliteni, amelynek a komponensei u; = u(x;) = u(i - Az).
Skalar (belso) szorzat: Legyen az igy kapott RV ~! Euklideszi vektorteren
a skalarszorzat

(4,v) = Z uv; Az (10.6)

Ekkor
N-1 1

lim ZuiviAx:/ u(z)v(x) de, (10.7)
- 0

N—oo 4
i

tehat definialjuk a skalarszorzatat az u es v fuggvenyeknek:

(u,v):/o u(z)v(x) de. (10.8)

Megjegyzes: Ha a vektorok es a fuggvenyek komplexek, akkor a helyes (poz-
itiv definite) definicio:

1
@0)= Y wode,  (u0) = /O w@)o(z) da. (10.9)

A skalarszorzat segitsegevel bevezethetjuk a fuggvenyek normajat es tavolsagat:

1/2

lulle = (w2 = ( a@u(a) dz)m -(/ ' hu@)P i)

d(u,v) = [fu = vlfs.

Az igy kapott ter "lezartjat” nevezzuk H = L?([0,1], dx) Hilbert ternek, vagyis
a [0, 1] intervallumon negyzetesen integralhato fuggvenyek terenek.

Megjegyzes: Eddig nem specifikaltuk azt, hogy mit is ertunk a Fun fug-
gvenyter alatt. Esetunkben ez lehetne C2([0,1]) vagyis a ketszer derivalhato
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fuggvenyek tere, hiszen ebben laknanak a Poisson egyenlet klasszikus (vagyis
a DE teljesul minden z-re) megoldasai. Vagy valaszthatnank Fun-nak pl. a
darabonkent konstans, vagy darabonkent affine es folytonos fuggvenyek tereit.
Az igy kapott terek nem lennenek teljesek, lennenek bennuk olyan u!, u?,u?, . ..
fuggvenysorozatok, hogy ||u™ —u™|| — 0 ahogy n, m — oo (az ilyen sorozatokat
Cauchy sorozatoknak nevezzuk), de megsincs olyan u € Fun, hogy lim,, . ||u™—
u|| = 0. Ezert ezen terek lezartjait ugy definialjuk, mint a Cauchy sorozataiknak
ekvilenciaosztalyait, ahol az u™ es a v™ sorozat akkor ekvivalens egymassal, ha
lim,, o0 |Ju™ — ™| = 0.

Megjegyzes: Egy vektor vagy fuggveny normajat persze maskeppen is definial-
hatjuk, talan a ket legfontosabb varians:

1
@]l =Y loil, HUII1:/0 |u(@)| dz,
%

[l ][oc = max Jui|  |Julloc = max fu(z)].

Azonban az igy kapott terekben nem igazan ertelmezheto az ortonormalt bazis
fogalma, igy hianyozna a DE-k elmeletenek a kovetkezo alapveto segedeszkoze:
Fourier transzformacio: Ortogonalis sorfejtes:

Tetel 10. Legyen fig, ..., fiy—1 egy ortonormalt bazis eqy V' vektorterben. Ekkor
ha

U= ooflg + -+ any_1fiy_1,

akkor

-

a; = (i, V).
Alkalmazzuk formalisan ezt a kepletet vegtelen dimenzioban.

1. Klasszikus Fourier transzformacio. A cg,cy,co,...,S1,,S82,... fuggvenyek
egy ortonormalt bazisat alkotjak L?([—,n], dz)-nek:

co(x) = \/%, cn(x) = % cos(nzx), sp(z) = % sin(nx).
Mivel
d? 9 d? 9
—@cn(x) =n“c,(x), —@sn(x) =n“s,(z), VneZ,
a ¢y, Sy, fuggvenyek egy, a D? = fngd—; operator sajatvektoraibol allo bazist

alkotnak. D? (formalisan) onadjungalt, mivel (f,D%g) = (D*f,g) peri-
odikus sima f, g fuggvenyekre.

Ha

\/%777 + nz; an% cos(nz) + ﬂn% sin(nz),
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akkor
_ 1
co = (co, f) = Von _ﬂf()
o= (e f) = = [ costua)fa)
Sn = (Sn, f) = ! sin(nx) f(z) dx

Vg

2. Exponencialis forma. Az e, (z) = \/%ei"m, n € Z fuggvenyek egy ortonor-

malt bazisat alkotjak L?([—m, 7], dx)-nek. Ezek a fuggvenyek sajatvektorai
aD= (formalisan) onadjungalt operatornak:

(Dey)(x) = —z‘% (\/12?61’"90) =n (\/12?6”> .
. (f,Dg) = (Df,9) )

:/ f(2)(~ig'(x)) dz = f(z)(~ig(x)) \Lr/ if'(x)g(x) da

—T —T

= / " @) de,

—T

_zd

ha f, g periodikus sima fuggvenyek.

Ha

neZ neZ
akkor

Fu=(en$) = [ elaife) da = = =] i

Itt a kalap a Fourier-tr. egyik tradicionalis jelolese.

1Flla = (z fen S fmem) S Plemen) = S AP,

nez meZ nez nez

(az ortonormaltsag miatt (en,e,) = 0, ha n # m) tehat a tr. a ne-
gyzetesen integralhato fuggvenyeket a negyzetesen osszegezheto sorozatok
{5 Hilbert terere kepezi le.

3. Szinusz transzformacio. Az sy (z) = \/%sin(nx), n=1,2,... fuggvenyek
egy ortonormalt bazisat alkotjak L?([0, 7], dx)-nek. Tehat, ha

= Z S ()

an = (S, f \/7/ sin(nz) f(z) dz.

akkor
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Problema 56. 1. Mi a szinusz tr. koszinusz verzioja?
2. Irj fel hasonlo kepleteket egy tetszoleges [a, b] intervallumra!

3. Vizsgald meg ez exponencialis tr. viselkedest az [—m L, wL] intervallumon,
ha L — oo !

4. Hogyan lehetne ezt a hataratmenetet alkalmazni arra, hogy egy nem peri-
odikus f(x) fugguenyt kifejezzunk az eP*, p € R fugguenyek segitsegevel?

5. A jelfeldolgozasban jobban szeretnek az L*([0,1],dx) teren dolgozni. Ird
fel itt a Fourier transzformaciokat!
Megoldas 44. 3: L?([-wL,wL],dx) egy ortonormalt bazisa:
1 n

\/ﬂelbw.
::jgzj;en jz:jh e iZe ,

nez neZ

En =

Fourier tr: ha

l"*

akkor

R 7L 1 L o
fomlent) = [ a@if@dn=—= [ eitosa) i

4: Legyen pn = 7, Ap = ppy1 — Pn = %, tovabba normalizaljuk egy kicsit

maskepp a tr.-t, tovabba tekintsuk a f sorozatot ugy, mint eqy diszkret pontokban
adott f fuggvenyt:

. 1 LET
f(pn):f e (@) da
f(a Y fpa)e™ .

ﬂ\

pneAp L

(Itt az egyetlen Ap faktorba olvaszottuk bele a ket /L tenyezot.) Tehat az L —
oo hataresetben, vagyis a teljes valos tengelyen a Fourier tr:

= [ o

flz) = \/7277/700 f(p)e'™ dp.

Tobbdimenzios Fourier tr.

1. Vektorterek tenzor szorzata. Legyen az U vektorter egy ortonormalt
bazisa €, ...,&,, mig ugyanez V-re fi,..., fm. Ekkor legyen U es V tenzor
szorzata az U ® V vektorter, amelynek ortonormalt bazisa

Gij = & ® fj, (4,7) € {1,...,n} x {1,...,m}.
Itt a ® jeloles egy muveletet is jelol:
R:UXV =URYV,
pl.: (281 + 362) ® (4f1 + 52)
=8e1 ® f1 +10e1 ® fo + 1282 ® f1 + 1562 @ fa.
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Az eredmenyt hivhatjuk a ket vektor tenzor vagy kulso (outer, de nem exterior,
ek, wedge) szorzatanak.

Problema 57. Az, hogy a g;; vektorok egy ortonomalt bazis alkotnak, azt je-
lenti, hogy

(9ij> gr) = (€ ® fj,en ® fi) = dindju,
ahol a 6;; Kronecker delta szimbolum, ami 1, ha i = j, amugy nulla.
Mutasd meg, hogy

(@1 ® U1, U @ U2) = (u1,v1) - (ug, v2).

UV: ij

Figure 10.2: Az otdimenzios U vektorteret az ot pontban ertelmezett fuggvenyek
alkotjak, mig V elemei hatdimenzios vektorok. Az i cimke az €; bazisvektort
reprezentalja. Az U ® V vektorter 5 x 6 = 30 dimenzios, az ij cimke az &; ® fj
vektort reprezentalja.

2. Ket dimenzios Fourier tr.

& x1
14 1
L2([0,1],dxy) = Ha

L2([0,1)%, dx?)

=Hi1® Ho
LQ([Oa 1]a dl‘g) = H?

- 1 1 T T

0 0 1 0 1
Figure 10.3:
A bazisvektorok Hi-ben es Hso-ben:
en, (2) = 2™ es  f, (z) = ¥N2TT2 nio € Z.
H1 ® Ho bazisvektorai:
Grm (21, 2) = € (1) fon (x2) = 20701 2mTT2 — 2im(neitmas)

Tehat a kisse szisztematikusabb

€y ) (1,22)) = () = FTrmrrinasa) = 2im()
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jelolessel egy f(x1, xg) f(&) fuggvenyre a Fourier tr:
r1=1 ) JT
fn _ / / 72”r(nlzl+n2z2)f(l‘1,172) dxlde _ / 6727rz(n,z)f(j) d2:E
1 D
=Y Z fﬁe%w(ﬁj).
nez?
(Itt D a [0,1] x [0, 1] egysegnegyzet.)

Problema 58. Hogyan mukodik az RN -en adott fugguenyeken a Fourier inte-
gralis transzformacio?

10.3 A Fourier transzformacio konvergenciajarol

Nehany fuggveny

Az e, (x) = \/%emr, n € 7Z fuggvenyek egy ortonormalt bazisat alkotjak

L? = L?([-~, 7], dz)-nek. Legyen

nez nez
es
R ™ 1 ™ .
fom(ent) = [ w@i@ar=—= [ e @,
tovabba
N ~ .
fN(x):n;N VG
| Higtpagadd g
3.14 ' 314 0.314 ' 0.314

Figure 10.4: Az N = 10 kozelitese az egysegugras fuggvenynek, illetve az N = 3
kozelitese az abszolutertek || fuggvenynek. Minel simabb egy f fuggveny, annal
gyorsabban konvergal hozza fy.

f1 = HeavisideThetal[x];
Ffl = FourierSeries[f1, x, 10];
f2 = Abs[x];
Ff2 = FourierSeries[f2, x, 3];
res = GraphicsRow[{
Plot[{f1, Ff1}, {x, -Pi, Pi}, PlotRange -> All, Ticks -> {{-3.14, 3.14}, {0, 1}}],
Plot [{f2, Ff2}, {x, -Pix0.3, Pi*0.3},
PlotRange -> All, Ticks -> {{-0.1%3.14, 0.1x%3.14}, {}}]
H

Export["fourierseries.jpg", resl
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A kovetkezo eredmenyek teljesulnek:

1.
pert = gmllf—fxll = Jim [ 1) - fxle)de =0

Sajnos ez semmilyen garanciat nem tartalmaz limy_,o fn(z) = f(x) tel-
jesulesere.

2. Legyen f egy veges sok sima darabbol allo fuggveny. Ekkor

(a) Ha f folytonos az z¢ pontban, akkor lim,_,., fn(zo) = f(zo).

(b) Amugy egy szakadasi o helynel

Tllg}o In(x0) = % ( 1_i>m7 f(@) + lim f($)>

I’—)(EU

3. Ha f sokszor derivalhato, akkor a fn Fourier egyutthatok gyorsan csokken-
nek. PL. ha f®) e L2, akkor

. d3 .1 . 1
(3) _ =z inr _ 2 \3 inz
FO@ = g DI e %[@n) fa] Zaze™
tehat
~ 12 ~ 12
Z}(zn)?’fn :Znﬁ fu] < oo.
ne”Z ne”Z
4. Dirichlet mag.
N
) = 3 fome

ahol
_ 1 1 sin[(N +5) 2]
T or M 2 sin [%x] '

—inr __

DN(LL')

dirichlet = Sum[Exp[-I n x], {n, -n1, n1}] // Simplify
dirichlet - Sin[(n1l + 1/2) x1/Sin[1/2 x] // Simplify
fejer = Sum[(1/(n2 + 1)) s, {n1, 0, n2}] // Simplify
fejer - (1/(n2 + 1)) (1 - Cos[(n2 + 1) x]1)/(1 - Cos[x]) // Simplify
res = GraphicsRow[{Plot[dirichlet /. nl -> 25, {x, -Pi, Pi},
PlotRange -> All, Ticks -> {{-3.14, 3.14}, {-15, 50}}],
Plot[fejer /. n2 -> 25, {x, -Pi, Pi},
PlotRange -> All, Ticks -> {{-3.14, 3.14}, {0, 25}} 1}]
Export["dirichlet.jpg", res]
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[
(%3]

I
314 314

Figure 10.5: A Dy Dirichlet es Fy Fejer magok N = 25-re. Mindketto-
juk konvergal a 6(z) Dirac delta fuggvenyhez, vagyis ha f(z) sima, akkor
7 Dn(x)f(x)de = [T Fn(x)f(z)ds — f(0). Azonba ha f csak folytonos,
akkor a Dirichlet mag eseteben nem feltetlenul teljesul a konvergencia.

5. Fejer (Lipot) mag. Atlagoljuk az fn(0) sorozat elso K + 1 tagjat:

K
1 s
sk(0) = K11 Z fn(0) = /_7r Fi(z)f(z)dz,
N=0
ahol
K
1 1 1 1-—-cos[(K+1)x]
Fx(z) = —— = .
() K+1 NZ:O n (@) 2r K+1 1 — cos[z]
Fk(z) nemnegativ, az integralja az & = 0 pont kornyezetere koncen-

tralodik es egyenlo 1-gyel. Igy a kiatlagolt Fourier sora egy folytonos
ffuggvenynek pontonkent konvergal f(x)-hez.

6. Haar Alfred ortogonalis rendszere (Haar wavelet). A Fourier tr. nagy
elonye, hogy az e, ~ €™ fuggvenyek diagonalizaljak a derivalas opera-
torat. Viszont ezek a fuggvenyek nem lokalizaltak, nem koncentralodnak
egy pont kore. Ez nyilvan gondot okoz, ha olyan fuggvenyeket akarunk
leirni, amelyek csak egy rovid szakaszon nem nullak.

1 f——— 1 — 1= 1{ =
ho hi,0 hao ha1

> X ——— A +— T +— X

1 1 1 1

Figure 10.6: A h fuggvenyrenszer (az abran az elso negy szerepel) ortogonalis,
de nincs normalizalva. A h; ; fuggvenyek mindegyike hq ¢ eltolt es az x iranyban
osszenyomott variansa. Ha egy f fuggvenyt kifejtunk ezen bazis segitsegevel,
akkor az abran lathato tagokat tartalmazo reszletoszeg az f fuggveny atlagait
reprodukalja az [0,0.25],...,[0.75,1] szakaszokon. Igy, ha f folytonos, akkor
ezen bazis szerinti ortogonalis sorfejtese f-nek pontonkent konvergal f(x)-hez.

A JPEG2000 standard ezt az otletet (ennek ketdimenzios, javitott val-
tozatat) hasznalja, mig a korabbi JPEG standard direkt modon a koszi-
nusz transzformaciot hasznalta.
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7. Shannon mintavetelezesi tetele: Legyen f(p) = fR e~ 2™t £ (1) dt, es legyen

f(p) =0, ha p ¢ [-B,B]. Ekkor az f(k/(2B)), k € Z sorozatbol rekon-
strualhato f(¢) :

=3t (2’;3) sinc(2x Bt — k),

keZ

sint ha t
ahol  sinc(t) = {1 v ha . 7 8
at=0.

PL ha egy mp3 fajlban a 22kHz frekvenciaig akarjuk megorizni a frekven-
ciakomponenseket, akkor masodpercenkent 44-10% mintaveltelre van szuk-
seg.

Derivalas: A derivalas numerikus kozelitese:

u'(z) ~ ﬁ (u(z + Azx) —u(z)) ~ ﬁ (u(z) — u(x — Ax))
N SAs (u(z + Azx) — u(x — Ax)).

Problema 59. Melyik a "legjobb” ezen kozelitesek kozul (probald meg grafikus
eldonteni) ¢ Tipikusan egy ilyen kozelites hibajanak a viselkedese: hiba(Ax) =
C- Az, ha Ax — 0. Mennyi o ?

Ha az u(z) fuggvenyek altal alkotott vektorter vektorait az
i = (u(0.25),u(0.5), u(0.75))T = (uy,uz, u3) € R®

veges (esetunkben 3) dimenenzios vektorokkal kozelitjuk (itt Az = 1/4), akkor
u' approximacioi:

- 1 uz |,
At \o 0 -1/ \us
1 1 0 O Ul
F -1 1 0 (%) 5
T\o -1 1) \uy
1 0 1 0 U1
-1 0 1 U9
2Ax
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(Ezek kozul a legjobb az utolso, mivel tipikusan pontosabb numerikusan, es
ezenkivul antiszimmetrikus is.)

Derivalas o fugguenyek vegtelen dimenzios vektortereben =  linearis
transzformaciok, matrizok veges dimenzios vektorterekben.

u'" kozelitese:

u’(z) ~ R(U(x + Az) — 2u(x) + u(z — Ax)).
Tehat az
d2

—'(r) = (o), veay ~ Tu=f  w(0)=u(l)=0,
egyenlet numerikus kozelitese:

1 2 —1 0 U1 fl .

Az |t 2 ) |ue| =), vasy Az-Li=f.
Ao 1 2 ) \us f3

(Itt az extra Az factort a skalarszorzat normalizacioja motivalja.) Ekkor

!

(Az-L)d = f,
(Az- Q) f=i= Az (ML) f,
tehat
X 2 -1 0\ ' 0.1875 0.125 0.0625
G=(A2’L) "=Az|-1 2 -1| =/[ 0125 025 0.125
0 -1 2 0.0625 0.125 0.1875

Megjegyzes: Minek ez a szerencsetlenkedes a Az faktorokkal? Kiszamolhatnank
-t amikor f—nek csak egyetlen egysegny: nem nulla komponense lenne. Ekkor
azonban az fol f(x) dz osszterheles csak 1- Az lenne, ami a nullahoz tartana,
ha Az — 0. Igy az u(z) valasz is a nullahoz tartana. Ha viszont az egyetlen
nem nulla komponens 1/Ax, akkor az oszterheles 1/Ax - Ax = 1, tehat igy
azt vizsgaljuk, hogy milyen valaszt ad a rendszer valamilyen egy pont kore
koncentralodo egysegnyi osszterhelesre.

0.25 .25 . 0.25

0 1 . 0 . 5 0 1 -

Figure 10.7: G harom oszlopvektora. Pl. a masodik abran a kozepso harom
pont a Gj 9, i = 1,2,3 matrixelemek nagysagat jeloli.

Ugyanez az abra N = 20-ra:
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25 0.25 i 0,25

Figure 10.8: G harom (5,10,15-0dik) oszlopvektora. Itt pl. az elso abra azt
mondja meg, hogy ha az f vektornak minden komponense nulla kiveve az 5-
odiket 1/Ax ertekkel, akkor mennyi u; = u(x;). Ezek az abrak a G(z, z) Green
fuggvenyhez konvergalnak, ahol a z valtozo jeloli, hogy hol hat a concentralt
egysegnyi erohatas (a fuggveny csucsanak a helye), mig = a vizszintes koordi-
nata.

Ha Az — 0, akkor a (;; matrixbol megalkothatjuk a (ugyanazzal a betuvel
jelolt)
Gz, 2) = Gij

fuggvenyt. Ekkor az @ = (Az - G) f osszefugges folytonos alakja

u(x):/O G(z,2)f(z) dx.

Fy=3
=27
=1 F=1
0 21 z9 1 0 21 1 0 zo 1
u(x) = 2G(x, z1) + 3G(x, 22) G(x,21) G(x, z2)

Figure 10.9: Az —u”(z) = 26(x — 1/3) + 36(x — 4/5) egyenlet megoldasa. a
megoldas linearis kombinacioja a —G%,,(z, 2z;) = 6(z — z;) egyenletek megolda-
sainak.

f(2)

Figure 10.10: Egy f(z) erosuruseg approximacioja Dirac delta fuggvenyek
> f(zi)Az - 0(2 — z;) = f(z) linearis kombinaciojaval.



10.3. A FOURIER TRANSZFORMACIO KONVERGENCIAJAROL 91

Melyek G tulajdonsagai? Legyen §Z(z) egy olyan (nemnegativ) fuggveny,
amelyik csak a z pont (z — €/2,z + €/2) kornyezeteben nem nulla, tovabba
fol 0Z(z) dz = 1. Oldjuk meg az

—u’(x) =6 (z),  u(0) =wu(l)=0
DE-t! A z-tol fuggo u megoldas adja meg G-t:
Gz, z) = u(x).
Ekkor a kovetkezo tulajdonsagai lesznek G-nek:
1. u peremfeltetelei miatt
G:(0,2) = G.(1,z) =0,

2. Ahol 6Z(x) nulla, ott 92G(z, z) = 0, vagyis ezeken az z helyeken G.(z, 2)
affin az = valtozoban.

3. Mivel —u”(z) = 67 (z), igy
z+e z+e
/ ' (x)dr =u'(z +¢€) —u(2 —¢) :/ —0%(z) dz = —1.

—€ zZ—€

Tehat a € — 0 hataresetben egy olyan G(z, 2) fuggvenyt keresunk, amelyre
igazak a kovetkezok:

1. G(0,z) = G(1,z) =0,
2. G(z, z) affin a [0, 2] es [z, 1] intervallumokon,

3. limy .40 Gz, 2)(x) = lim, .o G(z, ) (),
limy, .10 GL(x,2) — im0 Gl (x,2) = —1.

Grafikusan:

1/e Joi(z)de =1

Ero=1= [% 6(x—1/3)dx | 0

0 ; i’

G(x,1/3) Ge(z,1/3)
0 Z:§1/3 i’ 0 z:§1/3 "
—'(2) = CL(@1/3) = 8@ —1/3)  —u'(@) = (G (2.1/3) = 0 (a)

Figure 10.11: Az idealizalt, az = 1/3 pontra koncentralodo egysegny osszinte-
gralu 6(x —1/3) = 5L/3 () Dirac delta fuggveny kozelitese egy € ~ 0 hosszusagu
intervallumra koncentralodo 1/e nagysagu erosuruseggel.
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Ezekbol kovetkezik, hogy

Glo,2) = (1—2)z, ha0 <z < z,
T l=(x—1)z, haz<az<l

Figure 10.12: A G(z, z) Green fuggveny.

Kesobb latni fogjuk, hogy G megoldja a
82
WG(x,z) =—0(x—2z)

egyenletet, ahol a d(z) Dirac-delta "fuggveny” (pontosabban disztribucio) a
§%(x) fuggvenyek € — 0 limitje.

10.3.1 Veges elem modszer

Energia minimalizacio: Ahelyett, hogy az u fuggvenyt egy veges dimenzios
vektorral kozelitjuk (lasd a veges sok pontot az .. abrakon), probaljuk meg a
Fun fuggvenyek egy veges dimenzios V' altereben megkeresni a megoldas legjobb
kozeliteset!

u € Fun([0,1]) vT) veV, dimV =3
0

Figure 10.13: A v fuggvenyek egy haromdimenzios alteret alkotnak az ”osszes”
u fuggvenyek vegtelen dimenzios tereben.

A V alternek egy bazisa:
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e1(x) ea(x) es(x)

Figure 10.14: V egy bazisat alkotjak ezek a sator alaku fuggvenyek.

Tehat u kozelitese:

u(z) = v(z) = u(0.25)e1(z) + u(0.5)ez(z) + u(0.75)es(x)
=v1e1(x) + veea(x) 4+ vsez(x).

Ennek semmi ertelme, ha a (10.1) egyenletet akarjuk megoldani, itt v” min-
denutt nulla, legalabbis ahol egyaltalan ertelmezve van. Viszont az energia

funkcional ((10.2))

Energia[v] = /0 5[1}'(%)]2 — f(z)v(z) dz

jol kozeliti Energia[u]-t, legalabbis ha nincs nagy kulonbseg u es v elso derivaltjai
kozott. Ha ki akarjuk szamitani Energia[v]-t, akkor persze egy kozelito mod-
szerben nincs ertelme az f(x)v(x) tagot az integrandusban egzaktul kezelni, igy
pl. valaszthatjuk f kozelitesenek a

f(x) = f(0.25)e1(x) + f(0.5)ea(z) + f(0.75)es(z)
= fie1(x) + faea(x) + fres(x)

fuggvenyt. Ekkor

E[0] = E[(v1,v2,v3)"] =
—|—4v% — 4uovy + 411% + 4v§ — 4uousg

_f1U1 _ fav1 _ fivz _ f2v2 _ f3v2 o f2vs _ f3vs
6 24 24 6 24 24 6

4 -2 0 V1
= (Ul,’UQ,Ug) —2 4. —2 V2
0 -2 4 V3
1 1
o O\ (¢
+(fr.fas f3) | =31 g T3 V2
0 -5 5/ \u
=o' Lo+ ffMv=v"Lv+ g0, (10.10)

ahol g = MTf. Ezt a kifejezest az N = 4 reszre osztott [0, 1] intervallumon
torteno integralas generalja, pl. a harmadik [0.5,0.75] szakaszon (elemen)

z—0.5 z—0.5

0.25 ’ f(‘r):f2+(f37f2) 0.25 )
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ennek a hozzajarulasa Energialv]-hez

075 1 /g — 19\ 2 z—05 x—0.5
Lo 3 Ca?) (e 25?) (v 0amm?) e

Mathematica kod:

n =4; dx = 1/n;
eli_, x_] := Piecewise[{{0, x < (i - 1) dx}, {0, x > (i + 1) dx},

{n (x- @G -1) dx), (i - 1) dx < x && x < i dx},

{1 -n(x-1idx), idx < x & x < (i + 1) dx}}]
vfunc = Sum[v[i] e[i, x], {i, 1, n - 1}];
ffunc = Sum[f[i] e[i, x], {i, 1, n - 1}];

GraphicsRow[
Append [Table [

Plot[e[i, x], {x, 0, 1}, Ticks -> {{0, 1}, {0, 1}}], {i, 1, n - 1}],

Plot[vfunc /. {v[1] -> 2, v[2] -> 3, v[3] -> 1}, {x, 0, 1}, Ticks -> {{0, 1}, {0, 3}}111
energy[vfunc_, ffunc_] :=

Integrate[1/2 (D[vfunc, x])"2 - ffunc vfunc, {x, 0, 1}]
en = energyl[vfunc, ffunc] // Expand
en /. (Table[{v[i] -> Subscriptlv, il, f[i] -> Subscript[f, il}, {i, 1, 3}]

// Flatten) // TeXForm ; (€I )]
vvCoeff = Table[If[i != j,

Coefficient[en, v[il v[j11/2, Coefficientl[en, v[il v[j111,{i, 1, n - 1}, {j, 1, n - 1}];
fvCoeff = Table[Coefficient[en, f[i] v[jl], {i, 1, n - 1}, {j, 1, n - 1}];
vvCoeff // TableForm
fvCoeff // TableForm
vVec = Table[v[i], {i, 1, n - 1}];
fVec = Table[f[il, {i, 1, n - 1}];
vVec. (vvCoeff.vVec) + fVec.(fvCoeff.vVec) - en // Simplify

A vegeselem modszer filozofiajahoz kozelebb alo kod:

n =4; dx = 1/n;
abi = Integrate[((x1 - x)/(x1 - x0)*a0 + (x - x0)/(x1 - x0)*al)
((x1 - x)/(x1 - x0)*%b0 + (x - x0)/(x1 - x0)*b1), {x, x0, x1}] ;
energy[vVec_, fVec_] := Module[{i, en, der, vv, ff},
For[i = 0, i <= n, i++,

vv[i] = If[0 < i && i < n, vv[i] = vVec[[i]], 0];
ff[i] = If[0 < i && i < n, ff[i] = fVec[[i]], 0]11;
en = 0;

For[i =1, i <= n, i++,
der = (vv[i] - vv[i - 1])/dx;
en +=

(1/2)*(der~2 ) dx

(abi /. {x0 -> (i - 1) dx, x1 -> i dx, a0 -> vv[i - 1],
al -> vv[il, b0 -> ££f[i - 1], bl -> £f£[il1}P)];
Return[en]]
energy[Table[v[i], {i, 1, n - 1}], Table[f[i], {i, 1, n - 1}]] // Expand

Minimalizaljuk ((13.2.1)-t! A kritikus pontban

0= aivk ZviLijvj + ;9#& = 2;’02sz + 9k

.3
barmely k-ra, vagyis

1 1 _
2w'L=-g" & 2l"v=-35 <« 5:—§(LT)‘19:—§(L‘1)TMT]‘.

A v vektor meghatarozza a kozelito megoldast.
Gyenge megoldas: Hogyan tudnank hasonlo egyenleteket generalni, ha
nem ismerjuk a minimalizalando energiafunkcionalt? Legyen w az (|10.1))

u’(z) + f(z) =0, u(0)=u(l)=0
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DE megoldasa. Ekkor barmely ¢(z) : ¢(0) = ¢(1) = 0 fuggvenyre

1 1
0:/0 ¢(z)(u ($)+f(w))dw:/o —¢'(x)u'(z) + ¢(x) f(x)dz  (10.11)

mivel a parcialis integralasnal a ¢(z)u’(x) |(1J tag kiesik ¢ peremfeltetelei miatt.
Az utolso alaknak ugyanaz az elonye, mint az Energia[v] funkcionalnak, csak az
elso derivaltra van szukseg.

Az u(z) megoldas

u(z) = v(z) = vier(x) + veea(x) + vies(x)

kozeliteset a kovetkezo keppen hatarozhatjuk meg. Megkoveteljuk, hogy a
masodik integral —ben nulla legyen, ha wu helyere v-t, illetve ¢ helyebe
d(x) = cre1(x) + caea(x) + coea(x)-t helyetesitjuk. Mivel ¢ tetszoleges, igy a
kovetkezo harom integralnak nullanak kell lennie:

0 :/ —e,(z)v' (x) + ei(x) f(x) du, i=1,2,3. (10.12)
0

Ha f-re az f = fie1+ faea+ f3es kozelitest hasznaljuk (ez perszen nem kotelezo),
akkor a kovetkezo numerikus egyenletrendszert kapjuk:

1 1
6f1+ﬂf2+0f3—8v1+402+01}3=0
Lot Aot 2 f o duy — 8vp + vy = 0
241 62 243 U1 V2 U3 =
1 1
0f1+ﬂf2+6f3+0v1+402—8v3=0-

Itt peldaul az elso egyenletet a kovekezokeppen kapjuk:

0.25
1
O:/ 7 v, " fiz da
o 025025 ' 0.250.25

0.5
—1 vy —1q z —0.25 xz — 0.25
E— | o) T2 g
+/0_25 025 025 ( 0.25 ) (”l vz =v) =50 ) v

Adott f eseteben a © vektor szolgaltatja a kozelito v(z) megoldast.
Mathematica kod:

n =4; dx = 1/n;
weak[vVec_, fVec_] := Module[{w, i, vfunc, ffunc, egs},
eli_, x_] := Piecewise[{{0, x < (i - 1) dx}, {0, x > (i + 1) dx},
{n (x- (G -1)dx), (i - 1) dx < x & x < i dx},
{1 -n(x-1idx), idx<x& x< 1+ 1) dx}}];
vfunc = Sum[vVec[[i]] eli, x], {i, 1, n - 1}];
ffunc = Sum[fVec[[i]] el[i, x], {i, 1, n - 1}];
eqs = Table[
Integrate[ -D[e[i, x], x] D[vfunc, x] + el[i, x]*ffunc , {x, 0, 1}1, {i, 1, 3}];
Return[eqs]]
weak[Table[v[i], {i, 1, n - 1}], Table[f[i], {i, 1, n - 1}]] // Expand

Egyaltalan nem nyilvanvalo, hogy ez az eljaras mukodik. Amiben biztosak
lehetunk, az legfeljebb az, hogy ha v egy jo kozelites, akkor a egyenletek
kozelitoleg teljesulnek. Azonban a kozelito egyenletek pontos megoldasa nem
feltetlenul van kozel a DE pontos megoldsahoz. (Ha pl. ¢-t egy negydimenzios
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alterbol valasztanak, akkor negy egyenletunk lenne a harom v; ismeretlenre, igy
valoszinuleg meg se tudnank oldani a numerikus egyenletrendszerunket.)

Probald kidolgozni a kovetkezo problemakat az energiaminimalizacio es a
gyenge megoldasok szempontjabol is!

Problema 60. Milyen valtoztatasokra van szukseg, ha a peremfeltetel u(0) =
2,u(l)=37

Problema 61. Eddig a haromdimenzios V alterben kerestuk a kozelito megoldast.
Ennek elemei a folytonos, szakaszonkent affine fuggvenyet voltak. Milyen val-
toztatasokra van szukseg, ha V' folytonos, szakaszonkent kvadratikus fugguenyek-
bol allna? Hany dimenzios lenne ez a vektorter? Mi lehetne egy kenyelmes
bazisa? Hatranyt jelentene-e, ha azt is megkovetelnenk, hogy a vektorter fug-
guenyei derivalhatoak legyenek a szakaszok talalkozasainal?

Problema 62. Vajon hogyan mukodhetne az magasabb, pl. ket dimenzioban?
Egy tipikus problema a D egysegnegyzeten:

2 2
(522 + 50 ) wlor.) = Ao, 1) = ~(ar.2),

2 2
Ox;  0Oz;

u(z1,0) = u(xy,1) = u(0,22) = (1,22) =0,

vagy mintmalizald az

Bl = [ 5 () + (,)?) = fuds?

funkcionalt! (A konkretsag kedveert legyen f(x1,22) =1, tehat a rogzitett oldalu
negyzetre egyenletes terheles hat.)

1. Vagd fel D-t eloszor 4 x 4 negyzetre, majd vagd felbe mindegyik kis ne-
gyzetet! Az igy kapott 32 haromszog jatsza az eqydimenzios problema negy
szakaszanak a szerepet! Mi lehetne a sator alaku e;(x) bazisfuggvenyek
ketdimenzios variansa?

2. Ezen bazisfugguenyek v(x1,x2) linearis kombinacioja lesz u kozelitese. Ird
fel, hogy mennyi E[v] !

3. Keresd meg a gyenge megoldas kozelito egyenleteit!

10.4 Szimmetria

10.4.1 A Laplace operator szimmetriaja

Az egydimenzios egysegnyi erovel elofeszitett hur eseteben az kicsi u(z) defor-
maciohoz tartozo (visszaterito) ero

(Brolul)(w) = ~5u(a)

volt. Ez a forma nehany nagyon altalanos elvbol is kovetkezik.
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1. Tegyuk fel, hogy az u — Erou] lekepezes linearis, tovabba ha u nulla egy
I intervallumon, akkor ott Erofu] is nulla. Ekkor Ero egy veges rendu
differencialoperator segitsegevel szamithato ki:

dk

N
(Erolu])(x) = (Lu)(z), ahol L = sz(x)w.
k=0

(Valami effelet mond ki Peetre tetele.)

2. Ha L eltolas invarians, akkor
N
dF
L= lp—=——.
Z k ok
k=0
3. Ha tovabba L tukrozes (1d elforgatas) invarians is, akkor

M a2 k
L:kZ_Olk (W) :P(A)a

vagyis L a Laplace operator valamely polinomja. Ez magasabb dimen-
zioban is igaz: Egy eltolas es elforgatas invarians skalaris differencialoper-
ator A polinomja.

4. Tegyuk fel, hogy ha u-nak maximuma van &,q,-nal, akkor (Lu)(z) nega-
tiv, vagyis az ero a maximumot lefele huzza. Ekkor

d2

[ =c. 2
€ dz?

=cA valamely ¢ > 0 — ra.

Magyarazat:

3. Mit jelent az, hogy A eltolas es tukrozes invarians? Vezessunk be ket
lin.op.-ot amelyek a ¢(x) fuggvenyeken hatnak.

(Ta)(z) = (x —a),  (PY)(z) = P(-2).
Ekkor a szimmetria jelentese, definicioja:
T,A = AT, PA = AP.
Bizonyitsuk a masodikat:

P(z) = (AY)(z) =y (z) = (PAY)(z) =y (-=),
d2
V(@) = (PY)(@) = (=) = (APY)(x) = 50 (=) = (-1)*"(~2).
Mivel ugyanazt kaptuk, A valoban invarians a P tukrozesre nezve.

Problema 63. Hogy fugg oszze

d d

— P pP.— 7

dx ° dx
Bizonyitsd A invarianciajat a T, eltolasra nezve? MennyiT,-T, ? Mennyi
(T,)~' 2 Mennyi (T,)* ?
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4. Legyen a maximum helye @4, = 0 es kis &~ O-ra legyen pl. u(x) =~
2 — 322 + azx?. Ha pl.

L=7-A+BA% akkor (Lu)(0)=~7-(=3-2))+ 8 a-4!

Ez viszont pozitiv lenne, ha sign(a) = sign(8) es |a| eleg nagy, vagyis
nem teljesulne a (Lu)(@maz) < 0 feltetel.

Mi lenne, ha egy hajlekony hur helyett egy vekony, de merev, rugalmas rud
eseten vizsgalnak a visszaterito erot kis u(x) deformaciok eseteben? Tegyuk fel,
hogy az ero aranyos az u fuggveny gorbuleti sugaraval:

Ero(z) ~ k(z) = /() 32 f(x) = g

(1+ 1))

@) I @)+

A linearis tag (leszamitva esetleg egy pozitiv szorzo faktort) megegyezik a ket
modelben.
Ugyanez a meggondolas alapjan a hovezetes linearis modelje:

wu(t, ) = c- 0%u(t, x), c>0.
Szuksegszeruen ehhez az alakhoz jutunk, ha feltesszuk a kovetkezoket:

1. Ha egy szakaszon nulla a homerseklet, akkor ott a pillanatnyi homereklet-
valtozas is nulla.

2. A model linearis, homogen es izotrop.
3. A maximalis homerseklet nem nohet.

Problema 64. Probalj valamifele ”fizikai” levezetest adni a hoegyenletre!

10.4.2 Diszkret Fourier Transzformacio (DFT, FFT)

Problema 65. Ot egysegnyi tomegu test periodikusan ossze van kotve egysegnyi
rugoallandoju rugokkal. a testek poziciojat az § = (yo, - . .,ys)T vektor adja meg.
Ird fel a rendszer mozgasegyenletet, es oldd is meg azt. Vegezd el ezt eqy hasonlo,
N tomegbol allo rendszerre is!

Ket tetel bizonyitas nelkul:

Tetel 11. Legyen A es B ket diagonalizalhato matrix, tovabba tegyuk fel, hogy
AB = BA. Ekkor letezik A es B kozos sajatvektoraibol allo bazis.

Tetel 12. Legyen M egy normalis matriz, vagyis teljesuljon, hogy MM* =
M*M. Ekkor letezik M sajatvektoraibol allo ortonormalt bazis.
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Az N = 5 testbol allo rendszer szimmetriaja a testek ciklikus 7" permuta-
cioja. T normalis operator lesz, aminek letezik ortonormalt bazisa. A feladat-
ban szereplo operatorok kommutalnak T-vel, igy (esetunkben) T sajatvektorai
segitsegevel ki tudjuk fejezni a feladat megoldasat.

01 0 0 0 Zo 1
0 0 1 0 O X1 To
T = 00 0 1 0 , T T2 == T3
00 0 0 1 T3 Ty
1 0 0 0 O Ty i)

Problema 66. Mennyi T—', T* es TT* —T*T ¢

Mivel TN = E, igy T lehetseges sajatertekei

= cos 21 + 7sin 21
- N N/

A (nemnormalizalt, de ortogonalis) v}, sajatvektorok (ezek periodikus mertani
sorok elso N tagjai \x hanyadossal):

%

2y

e = e¥, e=e

1 1 g0k
1 gl glk
- - | 2 N _
Vo = 1 5 1=1¢€ s s k=€ EEE) k—O,l,...,N—l.
1 g3 gk
1 et gtk

Jegyezzuk meg, hogy Uy = U/, ha k — k' oszthato N-nel.
A ¥, sajatvektor megkaphato a [0, 1]-en ertelmezett €27 fuggveny mintaveteleze-
sekent az g = 0,...,2; = I/N,...,zy—_1 = (N — 1)/N pontokban. Ez mag-

yarazza az F betut a DFT-ben.

NANWA
VAVA

Figure 10.15: Az e?™k* [k = 2 fuggveny, illetve annak mintavetelezese N =
1/20 idotartamonkent, ami nem mas, mint ¢ = ¢ komponenseinek abrazolasa.
(Csak a valos reszeket abrazoltuk.)

k = 2; nn = 20; eps = Exp[I 2 Pi/nn];

res = GraphicsRow[{Plot[Exp[2 Pi I k x] // Re, {x, 0, 1}, Ticks -> {{0, 1}, {0, 1}}],
ListPlot[Table[{n*( 1/nn), eps~(k n) // Re}, {n, 0, nn - 1}], Ticks -> {{0, 1}, {0, 1}}1}]

Export["dft.jpg", res]
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Legyen az F DFT az ezen bazis szerinti sorfejtes:

(o, f) 1 1 1 1 1 fo
- | @) 1 et e? 3 et fi
F=Ff=|w,N]|=]|1 e*? R A f2
(1_),37‘];’) 1 673 676 679 6712 f3
(7 3 1 et 8 12 16 2

F = Table[ Superscript[epsilon, -i j], {i, 0, 4}, {j, 0, 4}] /. Superscript[epsilon, 0] -> 1;
F // TeXForm

Az inverz F~1 tr:

11 1 1 1 Fy
. . 1 = Fy
f=F1'F= N 1 &€ & & &8 Fy
1 e 8 & €2 F3
1 €t 8 A2 6 F,

(Mivel \/iﬁ]: uniter, igy ennek az inverze \/iﬁ]: *.) Az FFT (Gyors (Fast)
Fourier Tr.) ezt a muveletet O(N log(N)) ido alatt kepes kiszamitani.

Problema 67. Terjunk vissza az N = 5 tomegpont problemagjahoz.
1. Ellenorizd, hogy a mozgasegyenlete az §(t) elmozdulasvektornak:

d? 4 . .
wy:—(—T +2E —T)§=—Aj.
Mik A sajatvektorai es sajatertekei?

2. Ird fel az altalanos megoldast!

Megoldas 45. 1.

2 -1 0 0 -1
d? 4 -1 2 -1 0 0
7(t) = —Ag(t) = — 0o -1 2 -1 0 y(t
o) = —Aj(t) o 12 1o L)
-1 0 0 -1 2

=—(-T+2E-T7")§(t).
Mivel A kifejezheto T-vel, igy a sajatvektoraik ugyanazok.

k=0,...,N —1, M= €42 -7 =2(1 — cos(2kn/N)),
6'Lkv0~(27r/N)
T =
eik:-(N—i)-(Qﬂ/N)
cos(k-0- (2w /N)) sin(k -0 - (2w/N))
= 3 +i :
cos(k - (N — 1) - (27 /N)) sin(k - (N — 1) - (27/N))
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2. Az altalanos megoldas:

=2

y(t) = (Pkeimt + Mkeiimﬁ T
k=0
N-1
= kZ:O (Ck cos (\/Et) + S} sin (\/Et)) Uk

A megoldas idofuggo reszenek az wi, = v/ Ar korfrekvenciajanak az abrazo-

lasa: N1 N1
k‘Z—T,...,O,...,T, UV = Vk—N,
OITECA
LLT 2of oo®®
., [ ®
L] r [}
[ EE L]
. 5r ]
L] F L]
® r L]
[ B L]
L ] I.L_': L ]
L] F L]
L] [ L]
[] L [}
«05[ o
e | e
LB ]
é’.' 10 I

Figure 10.16: Az wy korfrekvencia a k hullamszam fuggvenyeben, N = 41.

3. A partikularis megoldas:

N-1
d
dtg(t) = v Ak (70}C sin (\/ )\kt) + S§ cos (\/ )\kt>) Uk,
k=0
N-1 N-1
o = Ch Uk, 2 = V Ak Sk
k=0 k=0
Tehat
Ci = ~ (@ G0) C=~Fio, Sk = (i 50)
= (¢ , va = —Fo, = Uk, 20)-
k N ky» Y0 gy N Yo k \/)Tk~N k> 20

Ha a kezdeti feltetelek valosak, akkor
C_p=Cn_j =Ch, S_rp=SN_k = Sk.

A kovetkezo ket problema bizonyos eretelemben ennek a problemanak a
”folytonos” verzioja.

Problema 68. Hullamegyenlet R?-en.

R o(t, ) = D24(t, x).



102 CHAPTER 10. INHOMOGEN LINEARIS RENDSZEREK

1. Sikhullam megoldas: Legyen
¢(t,$) — ei(k:cfwkt).
Mennyi lehet wy ?

2. Mennyi lenne wi, ha a hullamegyenletunk 02¢(t,x) = 902¢(t,x) lenne?
Milyen sebesseggel "mozogna” ekkor az e* =<t sikhullam megoldas?

3. Sikhullamok szuperpozicioja:

o(t,x) = /OO dk (p(k)ei\k\t +m(k)67i\k\t> ik

— 00

_ / Tk (k) cos([K[E) + s(k) sin([k]1)) €

— 00

Ha )
(;5(071') = f(CC), es (;5(0,1‘) = g($)7

akkor mennyi c(k) es s(k) ¢

Problema 69. Hullamegyenlet R x S*-en.
Oio(t,x) = 0ho(t.x),  o(t,x) = o(t,x +1).
1. Sikhullam megoldas: Legyen
¢(t,x) — ei(kz—wkt).
Milyen ertekeket vehet fel k 2 Mennyi lehet wy ?
2. Sikhullamok szuperpozicioja:
ot ) = Z (pkei|k|t +mk€7i|k\t) ik
ket7
= Z (ci cos(|k|t) + si sin(|k|t)) e?*=.
kes=7Z
Ha )
¢(0,z) = f(x), es  ¢(0,z) =g(z),

akkor mennyi ¢y es s ?



Chapter 11

Inhomogen evolucios
linearis egyenletek

11.1 Input-output relacio

Homogen linearis egyenlet:

(g vektor, A matrix.)
Szuperpozicio elve: Ha

d
ZI = AN e —T = A7
akkor
d
P (11 + a2¥a) = A(t) (11 + 2¥2),

vagyis a homogen egyenletek megoldasainak linearis kombinacioja is megoldas.
Inhomogen linearis egyenlet:

g=At)g+ f(t). (11.1)
Ekkor, ha

d _ . . _ _
%yhom = A(t)yhom €S aypart = A(t)ypart + f(t)7

akkor

d ,_ . - _ _

% (yhom =+ ypart) = A(t) (yh,om + ypart) + f(t)
Tehat az inhomogen egyenlet altalanos megoldasa felirhato a homogen egyen-
let Yj,,, altalanos megoldasa es az inhom. egyenlet egy ¥,,,, partikularis

megoldasanak az Yy, + Ypare 0Sszegekent.
Linearis input-output relacio: Ha

—ABT ) e L= AW+ ()

at dt

103
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akkor
pn (171 + 2B) = A(t) (171 + a2lz) + a1 fi + aafo.
Az (12.1) egyenlet megoldasi strategiaja: Odjuk meg a DE-t, ha f(t) =
o(t), e'rt, e 5t

majd irjuk fel f-et ezen elemi jelek linearis kombinaciojakent (integraljakent):

Zf 5(t—t;)

f(t) = \/%/f(p)eipt dp,
flit)= L_/F(s)e“ ds.

27

Az input-output relacio linearitasa alapjan ezzel megoldottuk (12.1))-t.

11.2 Disztribuciok (altalanositott fuggvenyek)

Legyen D a sima, egy veges intervallumon kivul nulla erteku fuggvenyek tere
(tesztfuggvenyek). Ekkor minden f € D definial egy linearis funkcionalt (D-t
R-be lekepezo linearis es ”folytonos” fuuggvenyt)

Lyt g Lylg] / f(@)g(@) dz = (f.g).

Viszont pl. a d : g — ¢(0) funkcionalhoz nincs olyan f € D fuggveny, ami
ezt tudna. (Viszont ¢ kozelitheto (ahogy n — o0) olyan d,(x) € D pozi-
tiv fuggvenyekkel, amelyekre [d,(z)dz = 1, es az a tartomany, ahol 4, (z)
nem nulla, az egyre jobban koncentralodik 0 kore.) Az osszes, D-n ertelmezett
lin.funkcionalt hivjuk a disztribuciok D’ terenek. Ezeket lehet derivalni is. En-
nek a motivacioja: Ha f, g € D akkor

<flag> - 7<fag/>

a parcialis integralas szabalyai szerint. Tehat definialjuk a d € D’ disztribucio
d’ derivaltjat a
(d.g)=—(dg) VgeD

szaballyal. Ekkor mar bebizonyithatjuk, hogy H' = §:

(H',g) = / H(x /000 g (x)dx
=—9(2) |[g = —(g(00) — g(0)) = g(0) = (3, 9).
Problema 70. Legyen

0 hat<O
F(t) = 11.2
®) {t ha 0 < t. ( )

Bizonyitsd be, hogy F' = H, vagyis F" =6 !
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Problema 71. Legyen
0 hat <0
G(t):{ et (11.3)

Bizonyitsd be, hogy G' +7G =4 !

Problema 72. 1. Magyarazd meg, hogy miert nincs ertelme a disztribuciok
szorzasanak, pl. miert nincs ertelme (5(x))?-nek!

2. Magyarazd meg, hogy viszont miert definialhato pl. §(x1)d(x2) = §(Z) !

11.3 Inhomogen egyeletek

11.3.1

Az y' = f(t) DE az inhomogen linearis egyenletek legegyszerubb peldaja. Adott
az y'(t) = f(t) sebesseg, mennyi az y(t) pozicio?

V() =10, ylto) =m0 < y(t)=yo+ / f(r)dr.

Legyen y(t) = f(t) = 0, ha t < 0. Ekkor

y(t):/_ £(7) dfz/_oo H(t, ) () dT:/_oo H(t—7)f(r)dr,  (11.4)

ahol H a Heaviside egysegugras fuggveny:

0 hat<O
H(t): at<
1 haO<t.

Milyen tulajdonsagai lennenek a (csak az altalanositott fuggvenyek (disztribu-
ciok) kozott letezo) H'(t) = 6(t) Dirac-delta fuggvenynek?

0(t) =0, ha t#0, illetve / o(t)dt = 1.

Dirac-delta mint hatarertek (pl.):

n+n? ha —1/n<t<0
dp=qn—-n* haO0<t<l/n
0 amugy.



106 CHAPTER 11. INHOMOGEN EVOLUCIOS LINEARIS EGYENLETEK

4y 1.0¢
3_ l'.lﬁ- F
0.6
F
] 0.4
A o'zt
. S 1 2 -2 -1 1 2

Figure 11.1: (517274 — 6, H1,274 — H.

Ha meg tudjuk keresni az ¢y’ = § egyenlet y = H megoldasat (fundamentalis
megoldas, impulzusvalasz, retardalt Green-fuggveny), akkor az y’ = f egyenlet

megoldasa az (12.4)) kifejezes.

11.3.2

Adott az y”(t) = f(t) gyorsulas, mennyi az y(t) pozicio?

Pl.:

y" =10, y(1) =2, y'(1) = 3.
y’:/lodt:10t+01, y=/10t+01dt=5t2+01t+02,

5-124C1-14+Cy=2, 10-1+4C1 =3 = y=5t2—Tt+4.

t

y'=f1), v=y, V=f1l) = YO =vt)=0(to)+ | fr)dr,

y(t) = y(to) + /t (U(to) + /t: f(TQ)dTQ) dr

to

= y(to) + (t — to)v(to) + /t: (/T f(72) de) dr

to

Ha y(t) = f(t) = 0 az < 0 esetben:

= [ ([ o) o= [ ([ o)

:/TZ (t_TQ)f(TQ)dTQ:/T (t—7)f(r)dr

—0o0 — 00

- /oo Pt — 7)f(r) dr,

— 00
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ahol

Plt) = 0 hat<O (11.5)
t haO<t.

F(t) a F" = § egyenlet megoldasa, itt F' ugrik egyet t = O-nal. (H(t) a H' =6
egyenlet megoldasa, ott H ugrik egyet ¢ = 0-nal.)

11.3.3

Yy (t) + 3y(t) = f(t), y(t) = f(t) = 0 ha t < 0. Szeretnenk y-t az y(t) =
ffooo G(t — 7)f(7) dr alakba felirni, ahol G a G’ + 3G = § egyenlet megoldasa.
Mit tudunk G-rol?

1. G(t) =0,hat <0azy(t) = f(t) =0 ha t < 0 feltetel miatt.

2. Ha t =~ 0 akkor G a nulla koruli jobboldali es baloldali hatarertekek
szempontjabol ugy viselkedik mint a H' = § egyenlet Heaviside fuggveny
megoldasa, vagyis G(0T) —G(07)=1= H(0") — H(0™).

3. Ha t > 0, akkor G’ + 3G = 0, mivel §(¢t) =0, ha ¢t # 0.

Mivel az u/(t) + 3u(t) = 0, u(0) = 1 egyenlet megoldasa u(t) = e3¢, igy

G(t) =

0, hat <0
e 3t hat>D0.

Tehat

o t
y(t) = / Glt— 5)f(s) ds = / =30=9) f(5) s,
Itt egy, a regmultban nyugalmi allapotban levo rendszert kezeltunk. Ha adott
y(0), akkor

o0

y(t) =y(0)G(t) + [ G(t—s)f(s)ds,

0

mivel G kielegiti a G(07) = 1 kezdeti feltetelt (Duhamel-elv).

11.3.4

y'(t) + 9y(t) = f(t),y(t) = f(t) = 0 ha t < 0. Szeretnenk y-t az y(t) =
ffooo G(t — 1) f(7) dr alakba felirni, ahol G a G"” + 9G = § egyenlet megoldasa.
Mit tudunk G-rol?

1. G(t) =0,hat <0azy(t) = f(t) =0 ha t < 0 feltetel miatt.

2. Ha t =~ 0 akkor G a nulla koruli jobboldali es baloldali hatarertekek
szempontjabol ugy viselkedik mint a F" = § egyenlet megoldasa,
vagyis G(0T) —G(07) =0=F(0") = F(0 ) es G'(0") —G'(07) =1 =
F'(0T) = F'(07).

3. Ha t > 0, akkor G” +9G = 0, mivel §(t) = 0, ha t # 0.
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Mivel az u”(t) + 9u(t) = 0,4/ (0) = 1, u(0) = 0 egyenlet megoldasa u(t) =

% sin(3t), igy
0, hat <0
Glt) =191
3sin(3t) hat>0.

Tehat

y(t) = /Oo G(t—s)f(s)ds = / ésin(i}(t —8))f(s)ds.

— 00 — 00

Sajnos a Duhamel-elv itt nem alkalmazhato direkt modon, mivel G segitsegevel
nem tudnank elerni egy y(0) # 0 kezdeti feltetelt.

11.3.5

Radioaktiv bomlas 1 — 2 — 0:

A -(3 5)0)

Homogen egyenlet partikularis megoldasai: ha

(o) = (o) e (5) - 3):
akkor
(338) = (3e§t_it 36‘”) ,  illetve (338) - <602t> :

Milyen a rendszer G;; valasza egy t = 0-kor beerkezo 1 fele egysegnyi radioaktiv

szennyezodesre:
d (Gu)_ (-3 0 G11 n o(t)
dt \Ga1) \ '3 -2 G 0/

Ha a masodik fele anyag erkezik impulzusszeruen, akkor
i G12 _ -3 0 G12 + 0
dt \Gao o 3 —2 Goo 5(t) ’
Ez ugyanaz, mint
d (G2 G2\ _ (-3 0 G2 Gi2 +o(t) 10 ‘
dt \Ga1 Ga2 3 —2)\Ga1 G2 0 1

0= (3 1)

Tehat a retardalt (G(¢) = 0, ha ¢ < 0) megoldasa pozitiv t-re

_(Gu1 G2\ _ e 3t 0
G(t) - <G21 G22> - (—36_3t +3e—2t e—2t ’

Igy
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mig negativ t-re G nulla. Ekkor a
dfy _ (-3 0\ (m n fi(t)
dt \y2 3 =2) \w f2(t))”
(f(t) = g(t) = 0, ha t < 0) kezdeti feltetelu DE megoldasa
i) = [ Glt-9)f)ds

() -G-(3 %) (),

sajnos egy nem invertalhato (a homogen egyenlet megoldasai nulla sajatertekuek)
operator invertalasanak az ertelmezese elegge bonyolult.

Duhamel elv: ha
(o)) = (1)

(20—t () + [~ ot i

Problema 73. Ird at az y" + 9y = f(t) DE-t mint egy elsorendu rendszert!
Keresd meg a retardalt Green fuggvenyt! Ird fel a DE kezdetiertek feladatanak
a megoldasat a Duhamel elv segitsegevel!

Formalisan

akkor

Problema 74. Ird at az y" +4y'+5y = f(t) DE-t mint egy elsorendu rendszert!
Keresd meg a retardalt Green fugguenyt! Ird fel a DE kezdetiertek feladatanak
a megoldasat a Duhamel elv segitsegevel!

Mintapeldak: ZH2

1. Veges differenciak.
Keress numerikus egyenleteket a kovetkezo DE kozelito megoldasara:

u(x) + 2/ (2) = 2%, u(0) = u(l) = 0.
Approximaljuk az u fuggvenyt a kovetkezo vektorral: @; = u(iAx), i =

1,...,4, Az = 1/5.

o Kozelitsd u”(x)-t az u(x + Ax),u(x) ertekek segitsegevel!

e Hogyan kozelitened u'(x)-t ? Ird fel az ennek megfelelo veges dif-
ferencias kozeliteset a DE-nek mint egy inhom.lin. egyenletet a «
vektorral

Megoldas:
[}

u'(z) = ﬁ(u(z + Az) — 2u(z) + u(x + Ax))
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1
Az

—2 1 Ul
1 1 -2 1 U2
Az 1 -2 1 u3
1 —2 Ug
1-Ax -1 1 uy
2. Az 1 —1 1 ug
+ 3. Az Az -1 1 us
4. Ax -1 Uy

(1-Ax)?

_ @202

Tl B-Ax)? |-
(4-Ax)?

A gyakorlas kedveeret oldd meg a kovetkezo problemat:
" 4+ 2?u =z, o (2) ~ (u(r + Az) — u(x — Ax))/(2Az) !

(7)) = —(u(z + Az) — u(z)).

2. Euler-Lagrange egyenletek.
Let

Ird fel az EL egyenleteket erre a Lagrange fuggvenyre!

Megoldas:
d OL 0L
dta¢l 8¢1 ) ¢1 €, ¢2 Yy
oL . 46 OL .5 oL 5,
_— = _— = 7_2
or Y+ 527y, 9 3z, 3y - 6y By Y+,
d
dt(?)m) (94 52"y°) = 6id — (y + 52'y°®) =
d
dt(2y+x)—x 6y° = (2 + &) — (2° - 6y°) =

3. Veges elemek, variacios elv.
Oszd fel a [0, 1] intervallumot 4 reszre a kovetkezo pontokkal: z; = 0.2, 0.5, 0.8.
Legyen v(x) az a folytonos fuggveny, amelyik affine az alintervallumokon es
az ertekeiaz x = 0, 0.2, 0.5, 0.8, 1 pontokban a kovetkezoek: 0, vy, va,vs, 0.

e Szamitsd ki, mennyi

1
Energyv] = / (v')? — zvde
0

kozelitoleg vagy pontosan! Kozelito szamitas eseten add meg, hogy
milyen kozelitest hasznaltal!

e Ird fel az EL egyenleteket az Energylu] funkcionalra!
Megoldas:

OFEnergy OFEnergy d
ORI — g, DI _ g, L ()~ () = 24w =0,
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e Az xv fuggveny integraljat a szubintervallumokon az = es v fug-
gvenyeknek a szubintervalumok kozeppontjaiban felvett ertekeinek
a segitsegevel kozelitjuk.

Energy[v]
2
— 2
~ 0.2 (% 0 . 0+0 0+ (%1
0.2 2 2
2
Vo — V1 0.2+0.5 V1 + vg
s () - (552 (*52)
2
V3 — V2 05 + 08 (%) + V3
s () - (5% (%32)
0—v3\> [08+1\ [v3+0
2 —
woa (%) - (25 (%
4. Veges elemek, gyenge megfogalmazas.
Oszd fel a [0, 1] intervallumot 4 reszre a kovetkezo pontokkal: x; = 0.2, 0.5, 0.8.
Legyen v(x) az a folytonos fuggveny, amelyik affine az alintervallumokon es

az ertekei az x = 0, 0.2, 0.5, 0.8, 1 pontokban a kovetkezoek: 0, vy, vo, vs, 0.
Legyen

u”(x) + 2/ (2) = 2%, u(0) = u(l) = 0.

e A DE gyenge u megoldasa milyen egyenleteket kell, hogy kielegitsen?
e Irj fel egy numerikus egyenletet a v kozelito megoldas v; numerikus
parametereire!

Solution:

[ )
1 1
O:/ ¢ (v + 2u' — 2?) dx:/ —'u' + pau — px? dx
0 0

minden olyan ¢-re, amire igaz, hogy ¢(0) = ¢(1) = 0.
e Legyen ¢(x) = ex(x) egy sator alaku fuggveny az x = 0.5 pont ko-
rul. Ekkor az integrandus ket darabra likalizalhato x = 0.5 korul.

a kozeppontos numerikus modszert hasznalva az integralok kiszami-
tasara azt kapjuk, hogy

0

03 (- 170 w—w 1024050 v 1(02+05 ?

T 05-0205-02 2 2 03 2 2

o3 [ 0=1 ws—w  105+08vs—w 1 (05+08)%)
0.8-0508-05 2 2 0.3 2 2

Itt a szorzotenyezo  nem mas, mint az e, fuggveny erteke az [0.2, 0.5]

es [0.5,0.8] intervalumok kozepen, tovabba pl. ((0.5+ 0.8)/2)? az 22
fuggveny erteke az = = (0.5 4 0.8)/2 pontban.
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5. Oldd meg a y' + 9y = f(¢) DE-t!

Keresd meg es abrazold a G retardalt Green fuggvenyt!

Hasznald G-t arra, hogy kifejezd a partikularis megoldast a kovetkezo
"kezdeti” feltetel mellett: y(¢) = f(t) =0 hat < 0!

Hasznald G-t arra, hogy t > O-ra kifejezd a megoldast az y(0) = 7
kezdeti feltetel mellett!

6. Oldd meg a y” + 9y = f(t) DE-t!

Keresd meg es abrazold a G retardalt Green fuggvenyt!

Hasznald G-t arra, hogy kifejezd a partikularis megoldast a kovetkezo
"kezdeti” feltetel mellett: y(¢t) = f(¢) =0 hat < 0!

Ird at az elozo feladat masodrendu DE-et egy elsorendu rendszerre!
Milyen egyenletet elegit ki az ennek megfelelo G Green fuggveny?
Mennyi G(0T) ?

Ird fel G segitsegevel a masodrendu DE megoldasat az y(0) = 7, 3/(0)
6 kezdeti feltetelek mellett, ha t > 0!

folyt.kov.



Chapter 12

Inhomogeneous
evolutionary linear DE

12.1 Input-output relation

Homogeneous evolutionary linear DE:
y=Alt)y.
(y vector, A matrix.)
Superposition principle: If
d d
—7y1 = A(t)yr —75 = A(t)y2
G = AN es e = Al
then p
7 (11 + a2¥a) = A(t) (1¥1 + 2¥2),
so linear combination of solutions are solotions, too.
Inhomogeneous linear DE:

7= A7+ F(t). (12.1)

If
d_ _ d_ _ =
%yhom = A(t)yhom €S aypart = A(t)ypart + f(t)7

then J

@ (yhom + ypart) = A(t) (yhom + gpart) + f(t)
So the general solution of the inhom.eq. can be written as the sum of the y;,,,,
gen.sol. of the hom. eq. and the ¥,,,; particular sol. of the inhom. eq.:

ggen.inhmn = yhom + ypart'
Linear input-output relation: If

_ d _
%m:A®m+h@)% %%:A@%+h®
then

d _ _
i (171 + a22) = A(t) (auT1 + lz) + o fi + aa fo.

113
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Solution strategy of (12.1)): Solve first the DE if f(t) =

o), e e,

then express f as their linear combination (integral):

Zf 5(t—t;)

f®=7§/ﬁwmm

ft) = %/F(s)e“ ds.

12.2 Distributions (generalized functions)

Let D be the vector space of the smooth, compactly supported (i.e. zero outside
a finite interval) functions. Then every f € D defines a linear functional Ly : D-t
R by

Lf: —)Lf / f dl‘—<f, >

However for the § : ¢ — ¢(0) funkcional there is no f € D function, such
that Ls(g) = g(0) for all g. (Nevertheless ¢ can be approximated (as n — o)
by 0, (z) € D positive functions such that [ d,(z)dz =1, and the domain where
9 () is not zero is becoming more and more concentrated around 0.) The space
of all linear functionals defined on D is called the D’ space of distributions.
Derivation is defined on them. A motivation for the definition: If f, g € D then

(' 9)=—(f9)

according to the rule of partial integration. So for the d € D’ distribution let us
define d’ by the rule
(d.g)=—(dg) VgeD

Then we can prove that H = ¢:

(H',g) = - / H@)g (@) ds =~ [ f(@)ds
0
=—g(z) Iy = o0) —g(0)) = g(0) = (4, 9)-
Problema 75. Let
P(t) = 0 hat<O (12.2)
t haO<t.
Prove that F' = H, 1.e. F"" =4 !
Problema 76. Let
0 hat <0
G(t) = 12.3
®) {e” ha 0 < t. ( )

Prove that G' +7G =6 !
Problema 77. 1. Explain why (5(x))? does not make sense!
2. Is it possible to define 6(x1)d(x2) = §(Z) ¢
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12.3 Inhomogeneous equations

12.3.1

The y' = f(t) DE is the simplest example of an inhom.lin. DE. Given the
y'(t) = f(¢) velocity, what is th y(t) position?
t
y'(t)=f(t), y(to) =yo <= y{t)=wo+ [ f(r)dr.
to

Let y(t) = f(t) =0, ha t < 0. Then

/ f(r dT—/ H(t,7)f T)dT/ZH(tT)f(T)dT, (12.4)

wher H is the Heaviside (theta, unit step) function:

ha ¢
H(t) = 0 hat<O
1 haO<t.
What are the properties of the H'(t) = §(¢) Dirac-delta generalized function?
0(t) =0, ha t#0, illetve / o(t)dt = 1.

— 00

Dirac-delta as a limit (for example):

n+n* ha —1/n<t<0
dp=qn—-n* haO0<t<l/n

0 otherwise.
H, =,

4 1.0 _—

3 0BE .
aaE

2f
0.4

1 02

-2 -1 1 2 -2 -1 1 2

Figure 12.1: 6124 — 6, Hy24 — H.

Given the y = H solution of ¢’ = ¢ (fundamental solution, impulse response,
retarded Green-function), the the solution of ' = f is (12.4)).

12.3.2
If the acceleration is y”(t) = f(¢), what is the y(¢) position?
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Foe example:
y' =10, y(1) =2, y'(1) = 3.
y/:/IOdt:10t+Cl, y:/10t+01dt:5t2+01t+02,

5.124C,-14+4C,=2, 10-1+C, =3 = y=5t>-Tt+4.

t

y' =11, v=y, V=f1t) = YO =vt)=0(o)+ t f(r)dr,

y() =y(to)+/t (v(to)+ Tf(Tg)dTg) dr

to to

= y(to) + (t — to)v(to) +/t (/; f(m) dTg) dr
If y(t) = f(t) =0 for x < 0:

= [ ([ i) [ ([sor0)

:/72 (t_TQ)f(TQ)dTQ:/T (t—7)f(r)dr

— 00 — 00

- /OO Pt — 7)f(r) dr,

— 0o

where

0 hat<O
F(t) = 12.5
®) {t ha 0 < t. ( )

F(t) solves F" = §, here F' has a unit jump at ¢t = 0. (H(t) solves H' = §, now
H has a unit jump at ¢t =0.)
12.3.3

y'(t) +3y(t) = f(t), y(t) = f(t) = 0 ha t < 0. We would like to express y as
y(t) = [ G(t — 7)f(r)dr, where G solves G’ + 3G = §. What do we know
about G ?

1. G(t) =0if t <0, since y(t) = f(t) =0if t < 0.

2. If t = 0 then G is approximately the same as the Heaviside solution of
H =6§,ie. GON)—GO™)=1=H(0T) - H(0).

3. If t > 0, then G’ + 3G = 0, since 6(t) =0, ha ¢ # 0.
since the solution of u/(t) + 3u(t) = 0, u(0) = 1 is u(t) = ¢3!, we have

0 hat <0
Git)=<¢"
®) {egt ha ¢t > 0.
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Consequently

/ G(t—s)f(s)ds = /t e 3179 f(s) ds.

This expression describes a system that was at rest in the distant past. If y(0)
is given, then

y(t) = y(O)C (1) + / TG - 5)f(s) ds,

since G satisfies the G(07) = 1 initial condition (Duhamel-principle).

12.3.4
( )+ 9y(t) = (t) y(t) = f(t) = 0 hat < 0. We would like to write y as
= [%_G(t — 7)f(7) dr, where G solves G’ 4+ 9G = §. What do we know
about G7

1. G(t) =0if t <0, since y(t) = f(t) =0if t < 0.

2. If t &~ 0, then G behaves as the ([12.5)) solution of F' = §, i.e. G(0F) —
G07)=0=F(0")—F(0 ) and G'(0")-G'(07) =1=F'(0")—F'(07).

3. If t > 0, then G” 4+ 9G = 0, since 6(t) = 0, if ¢ # 0.

As the solution of u”(t) + 9u(t) = 0, v/(0) = 1, u(0) = 0 is u(t) = % sin(3t), we

have
0, hat <0
G(t) =931 ..
3sin(3t) hat>0.

So
/ Glt—s)f )ds—/ %sin(3(t—s))f(s)ds.

Unfortunately we can not apply here the Duhamel principle.

12.3.5

Radioactive decay 1 — 2 — (:
i Y1 _ -3 0 Y1
dt \y2 3 =2/ \w
Particular solution of the hom.eq: if

i) =) e () =)
(M) - (Lt t) e (20) (0.

then
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The G;1 response of the system for a unit impulse of the 1 material at time zero:

e =3 L) E ().

The same for the 2 material:

ilen)= (3 2)(E2)+ ()

We can unify these equations:
dt <G21 Ga2) 3 —2)\Gau G2 o) 0 1)°

0= (3 1)

Consequently the retarded (G(t) = 0, if ¢ < 0) solution for ¢ > 0 is

(G G2\ _ e 3t 0
G(t) - <G21 G22> - (_36315 +3ef2t 672t ’

while for negative ¢ the value of GG is zero. Then the solution of

=3 ) () (.

(ft) =g(t) =0, if t < 0) is

So

y(t) = /_OO G(t —s)f(s)ds.

() -G-(3 %) (),

Unfortunately it is not easy to define the inverse of an operator with zero eigen-
vectors (solutions of the hom.eq.)

Duhamel principle: if
n(0)) _ (13
y2(0) 31

()~ (32) + [ ee-9as >0

Problema 78. Expressy”+9y = f(t) as a first order system! Find the retarded
Green function! Write down the solution of initial value problem with the help
of the Duhamel principle!

Formally

Problema 79. Express y” + 4y’ + 5y = f(t) as a first order system! Find the
retarded Green function! Write down the solution of initial value problem with
the help of the Duhamel principle!
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Finite elements

13.1 Calculus of variations, Euler-Lagrange equa-
tion

Reference: P.Olver: http : //www.math.umn.edu/ olver/in_/cv.pdf
How can we minimize the

E[u]:/o f[u’(x)]Q—f(x)u(x)dx:/o %L(x,u,u’)dm‘

energy functional with boundary conditions u(0) = u(1) =07
At the critical point u we have

' OL oL
E “ B~ | Lsu+ ZE(su)
[u + du] [u] ' ou du + B/ (6u)" dx

1+/1 oL _ d (oL dudz
o Jo LOu dx \Oow

as this is true for all du : du(0) = Ju(1l) = 0 variation,

@ (ony oL

dr \ Ou’ ou

This is the Euler-Lagrange equation.
In higher dimensions: L = L(Z, " (), Oy, ¢"(T)),

0 oL oL
2 o, (a@iw)) “agr

Problema 80. Write down the EL equations for the following Lagrangians:

o
o

1. A point particle T(t) moving in a V(Z) potential field:
=1 > i - V()
2 ; ! '

119
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2. A point particle Z(t) moving in a A(Z) magnetic potential:
1 - .
L= §Z¢§+A(5).a—:.
K3

3. A monocycle’s coordinates: x(t),y(t), p(t).
1 ) .9 o) .. .
L= 3 (x + 9+ @ ) + A(t) - (&sing — Yycos @) .

The EL equation correponding to A ensures that the velocity vector (&, 1)
has the same direction as (cos(¢),sin(¢)) has.

Problema 81. Write down the Fuler-Lagrange equations for the Lagrangians
L and M !

W)=, v+8 )+y. L=u)+@y-1)>
M = ((1)% + (45)°) /2 = V(y1, v2),
((W1)* + (15)?) /2 + Av(yr, y2)vh + Az (y1, y2) 95

Megoldas 46. Solution:

L:
oL oL
— =20y-1 — =4(y)?
oy (y—1), oy ¥')°,
d
— (43 —=2(y — 1) = 0.
—(4)°) —2(y - 1) =0
M:
é)Mi/ c’)Mﬁ, 8M7787V 8M7787V
oy, — U oy oy Oy’ dy2  Oyo’
d v, d v,
%91*(*87%)*7 dacyQ ( 8y2)70’
vagy
oV oV
no_ v n_ _
Y1 8y1’ Yo B

13.2 Finite differences

Try to approximate u € Fun([0,1]) by its values at 2; = iAz, i =1,...,(N—1),
where N = 1/Auz:
= (u(l-Az,...  u(i-Az),... u(N—-1DAz)" = (u1,...,un_1)7,
so the components of the vector are u; = u(z;) = u(i - Ax).
Derivation: Numerical approximation of the derivative:
1
~ (u(z + Azx) —u(z)) ~ v (u(z) — u(x — Ax))

1
~ oAz (u(x + Ax) — u(x — Ax)).

u'(x)
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If the vector space of the functions u(z) are approximated by finite (three)
dimensional vectors

i = (u(0.25),u(0.5), u(0.75))T = (u1,us,us) € R?
(here Az = 1/4), then the approximations of v’ are

-1 1 0 (5%

AL 0 -1 1 (1%} s
T\ o 0 -1/ \us
1 1 0 O uy
I -1 1 0 u9 3
T\o -1 1) \uy
1 0 1 0 U1
e 1 1
2Ax 0 2

0 -1 0 us

The last one is the most accurate, its matrix is also antisymmetric.

Derivation in the infinite dimensional space of functions =  linear tran-
szformations, matrices in finite dimensional vector spaces.

The approximation ofu’ :

o (@) ~ Aiﬁ(u(x + Az) — 2u(z) + u(z — Az)).

So a numerical approximation of the equation

d2
—u"(x) = f(z), vagy —u=r u(0) = u(1) =0,
might be:
1 2 -1 0 Uy fi
N -1 2 -1 ug | =\ fo], vagy Az-Lu=f.
N0 -1 2 us3 f3
Then
(Az-L)i=f,
(Az-G) f=ii= Az (A2?L) 7 T,
SO
) 2 -1 o\ " 0.1875 0.125 0.0625
G=(Az’L) =Az (-1 2 -1 = 0125 025 0.125
0 -1 2 0.0625 0.125 0.1875

13.2.1 Finite elements method (FEM)

Ref: P.Olver: http : //www.math.umn.edu/ olver /num_/Inf.pdf

Energy minimalization: Instead of approximating v by a finite dimen-
sional vector, let us try to approximate it by a function in a finite dimensional
subspace V C Fun.
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u € Fun([0,1]) v(|a:) veV, dimV =3
0

Figure 13.1: The piecewise affine and continuous functions v form a three di-
mensional subspace in the space of ”all” functions.

A basis for V:

e1(x) ea(x) es(x)

Figure 13.2: The tent shaped functions form a basis of V.

So the approximation of u is

u(z) =~ v(z) = u(0.25)eq (x) + u(0.5)ea(x) + u(0.75)es(z)

= vie1(x) + vaea(x) + vses(x).

This approximation does not make too much sense if it is substituted into (10.1)),
as v” is zero wherever it is defined. However the energy functional ((10.2])

Energia[v] :/0 5[1)/(53)]2 — f(z)v(z) dx

approximates Energia[u] quite well, if the first derivatives of u and v are close
to each other. For the computation of the integral of f(z)v(z) we might use the
approximation

f(z) = f(0.25)e1(z) + f(0.5)ea(z) + f(0.75)es(x)
= fie1(x) + faea(w) + fzes(x).
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Then

E[0] = E[(v1,v2,v3)"] =
—|—4vf — 4vov7 + 41}% + 4v§ — 4uovsg

_hwe four frve fove fava favs favg
6 24 24 6 24 24 6

4 -2 0 1
= (v1,v9,v3) | —2 4 =2 Vg
0 -2 4 V3
oy O\ (¢
+(f1, f2s f3) | —31 g "ol ()
0 -3 —% Us
=o' Lo+ fTMo=0"Lo+ "o, (13.1)

where g = M7T f. This expression was generated by N = 4 integration on the
subintervals, for example on the third [0.5,0.75] element

o) vt (=) 2 f) = () g

and its contribution to Energialv] is

075 1 /g — w9\ 2 05 — 05
/0,5 2 <v30251;2) - <f2+(f3 _fz)xo.% ) <“2+(”3_”2)x0.25 ) dx.

Of course other approximations can be used for the computation of the
integrals. For example one might wish to use some sort of midpoint method:

0.75
[ rento)r 0z 2 b
0.5 2 9

Let us minimize ((13.2.1))! At the critical point

0= % iZjUiLijUj + Zi:ng' = QZ”iLik’ + gk

J
for all k, so

7 7 T- _ _ Loopy—1s Lo \TqNTF
200 L = —g & 200=—-g3 & U:_i(L) 9:—§(L )Mf'

The vector v gives the approximative solution.
Weak solution: How can we generate similar equations, if the the energy
functional is unknown Let u be the solution of (|10.1)

() + f(z) =0, u(0)=u(1l)=0.

Then for all ¢(z) : ¢(0) = (1) = 0 we have

1 1
0:/0 o(x)(u (iﬂ)+f(x))dw:/0 —¢'(x)u'(z) + o(x) f(x) de (13.2)
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since in the partial integration the boundary term ¢(x)u'(x) |(1) drops out by the
boundary condition for ¢. just as in the case of the energy functional Energia[v],
all we need is the first derivative of u. The approximation of the solution u(x)

u(x) =~ v(z) = vier(z) + veea(x) + vies(x)

can be found as follows. We require that the second integral in ((13.2)) must be
zero, if we write v instead of u-t, and if ¢ is substituted by ¢(z) = cier(z) +
coea(x) + caea(x).

As ¢ is arbitrary, the next three integlas must be zero:

0 :/0 —ej(z)v' (z) + ei(x) f(x) du, i=1,2,3. (13.3)

If we use the f ~ fie1+ foea+ f3e3 approximation, then we obtain the following
set of equations:

1 1

6f1+ﬂf2+0f3—8v1 + 4vg 4+ 0vz =0
1 1 1
ﬂf1+6f2+ﬁf3+4vl—8v2+4v3—0

1 1
0f1+ﬂf2+6f3+01}1+4’1}2—8v3:0.

For example the first one is obtained as

0.25
1
0= / L w2 he
0 0.250.25  0.250.25

0.5
—1 vy — v xr—0.25 xz—0.25
— | o) T2 g
+/0_25 025 025 < 0.25 ) (”1 (02 —v) o ) v

If f is given, the vector @ determines the approximate solution v(z).
Try to work out the following problems using both of the methods of energy
minimization and weak solutions!

Problema 82. What kind of changes are necessary if the boundary condition
isu(0)=2,u(l)=3 ¢

Problema 83. Let S[u] = fol (v () +ay(z) dx where u is defined on [0,1] and
vanishes at the endpoints. Let V be defined on [0, 1], assume that it vanishes at
the endpoints and is continuous. Assume also that elements of V are piecewise
affine on the [0,1/3], [1/3,2/3], [2/3,1] intervals. Let ¢1 and ¢2 be a basis
of V, such that $1(1/3) = ¢2(2/3) = 1 and ¢2(1/3) = $1(2/3) = 0. Let
up = c1¢1 + cagpa. Compute the S[up] = s(c1,ca) two variable function! (For
the computation of the xy(x) term in the integral use some approzimate method!)

Megoldas 47. Solution:
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Sample problems for Test 2

1. Finite differences.
Find numerical equations for an approximate solution of the DE

u(x) + xu/ (2) = 2%, u(0) = u(l) = 0.

Approximate the function u by the vector @; = u(iAz), i =1,...,4, Az =
1/5.

e Express v (z) by u(z £ Ax),u(zx) !

e How do you approximate u'(z) ? Write down the corresponding finite
difference approximation of the DE as an inhom.lin. equation for !

Solution:
u'(z) = Az (Ul + Az) = 2u(z) + uz + Az))

u'(z) = —x(u(m + Az) — u(z)).

—2 1 U1
1 1 -2 1 Uz
Az 1 -2 1 u3
1 —2 U4q
1-Ax —1 1 U
2. Ax 1 -1 1 ug
+ 3. Az A 11 ws
4. Azx —1 Uy

(1-Azx)?

_ @ a0p

T @-an? |-
(4-Ax)?

Just for practice solve a similar problem:
u" + 2?u =z, v (v) ~ (u(z + Az) — u(x — Ax))/(2Az) !

2. Euler-Lagrange equations.
Let
L(x(t),y(t), (1), 5(t) = &° + 9* + xy + 2°y°.

Write down the EL equations for this Lagrange function!

Solution:
d OL oL
dt a(bz a¢z ) ¢1 z, (b? )
OL . 46 OL .9 8L 5
— 5 ——~_3 - 6y =2
o y+oxy, ER T, 8y ) Y+,

87
% (39&2) — (y + 53343/6) = 6xx — (y + 5zty )
6y°) =

d .
%(Qy—kx)—x 6y° = (25 + &) — (
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3. Finite Elements, variational formulation.
Divide the [0, 1] intervall to 4 subintervals by the points x; = 0.2, 0.5, 0.8.
Let v(x) be the continuous function which is affine on the subintervals and
its values at x = 0, 0.2, 0.5, 0.8, 1 are 0, vy, v9, v3, 0.

e Write down the EL equation for the Energylu] functional, where
Energy is given by the next item!

e Compute
1
Energyv] = / (v')? — zvde
0

approximatly or exactly!

Solution:
[ ]
OEnergy OFEnergy d
e e 2/, %(21/)—(—33) =20"+x =0.

e We compute (approximately) the integral of zv by using the midpoint
values of x and v for each subinterval.

Energy[v]
2
~ 0.2 v —0 _ 0+4+0.2 04+ v
0.2 2 2
2
Vg — V1 0.24+0.5 V1 + U2
() - () ()
2
V3 — Vs 0.5+0.8 Vg + U3
() - () (=5))
0—wvs\> [08+1\ (v3+0
2 —
oz (U55) = (257 (%
4. Finite Elements, weak formulation.
Divide the [0, 1] intervall to 4 subintervals by the points x; = 0.2, 0.5, 0.8.

Let v(x) be the continuous function which is affine on the subintervals and
its values at x = 0, 0.2, 0.5, 0.8, 1 are 0, vy, v9,v3,0. Let

u(x) + x/ (2) = 22, u(0) = u(1) = 0.

e What equations should be satisfied by the weak solution u of the DE?

e Write down a numerical equation which should be satisfied by the
parameters v; of the approximate solution v !

Solution:

[ )
1 1
O:/ ¢ (v + zu' — 2?) dx:/ —¢'u + pau’ — patdx
0 0

for all ¢, such that ¢(0) = ¢(1) = 0.
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Let ¢(z) = e2(z) be the tent-like basis function centered at x = 0.5.
The integrand is localized to two subintervals around x = 0.5. The
previous equation reads as now (we are using the midpoint approxi-
mation for the computations of the integrals)

0
03 (L 170 w—w 1024050 —u 1(02+05 ?
o 05-0205-02 2 2 03 2 2
o3 [ 0-1 ws—w  105+08vs—w 1 (05+08)%)
0.8-0508-05 2 2 0.3 2 2

Here the factor % is the value of e; at the midpoints of the intervals
[0.2,0.5] and [0.5, 0.8], while (for example) ((0.5+0.8)/2)? is the value
of 22 at (0.5 + 0.8)/2.

5. Solve the y' + 9y = f(t) DE!

Find and plot the retarded Green function G!

Use G to express the solution of the DE under the conditions y(t) =
f)=0fort<0!

Use G to express the solution of the DE for ¢ > 0 under the initial
condition y(0) = 7!

6. Solve the y" 4+ 9y = f(¢) DE!

Find and plot the retarded Green function G!

Use G to express the solution of the DE under the conditions y(t) =
ft)=0fort < 0!

Rewrite the previous second order DE as a first order system!
What equation is satisfied by the corresponding Green function G 7
What are the values of the matrix elements of G at t = 0% ?

Use G to express the solution of the DE for ¢ > 0 under the initial
conditions y(0) =7, y'(0) = 6!
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