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1 PARAMETERES MEGADASU GORBEK

1.1 GORBEK PARAMETERES MEGADASA

1.1.1. frja fel annak a kornek a paraméteres egyenletrendszerét, amely atmegy az origon és
kozéppontja az M (3,0) pont!

1.1.2. Adja meg az

te [_17 +OO>

{x(t):t+1,

y(t) = t2 - 1a

paraméteresen adott fiiggvény Descartes-koordinatds egyenletét, majd vézolja a fiiggvény
grafikonjat!

1.1.3. Adja meg az

x(t) = 1+ cost,
t €10,2m)

y(t) = 3 +sint,
paraméteresen adott gorbe Descartes-koordinatas egyenletét, majd véazolja és nevezze meg a gorbét!

1.1.4. Adja meg az

x(t) = —4 + cost,
te[0,n]
y(t) = 5 +sint,

paraméteresen adott gorbe Descartes-koordindtas egyenletét, majd vazolja és nevezze meg a gorbét!
1.1.5. Koszobolje ki az
x(t) =2+ 4cost, 3
) te |m—
y(t) =1+ 4sint, 2
paraméteresen adott gorbe egyenletrendszerébol a ¢ paramétert! Nevezze meg a gorbét!

1.1.6. Hatarozza meg az

z(t) = 2 + 4 cost,
t €10,2m)

y(t) =5+ 3sint,
ellipszis kozéppontjanak koordinatait és tengelyeinek hosszat! Adja meg az ellipszis Descartes-
koordinatas egyenletét! Hatarozza meg az ellipszis linearis és numerikus excentricitasat, valamint a
fokuszpontok koordinatait! Vazolja a gorbét!
1.1.7. Adja meg paraméteresen az 22 + y% — 4y = 0 egyenleti kort!

2 2

1.1.8. Adja meg paraméteresen az % + 14 1 egyenletii ellipszist! Vazolja a gérbét!



1.1 GORBEK PARAMETERES MEGADASA 2

1.1.9. Viazolja az

x(t) = sint,
{ (®) teR

y(t) = cos 2t,
paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbét! Adja meg a gorbe Descartes-koordinatas egyenletét!

1.1.10. Vazolja az

Y

1
f teR\ {0}
t

I

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbét! frja fel a gorbe Descartes-koordinatas egyenletét!
Adja meg a gorbe nevezetes adatait!

1.1.11. Vazolja az

1

)= —
z(t) cost’ tER\{g—H{:W,kEZ}

y(t) = tgt,

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbét! frja fel a gorbe Descartes-koordinatas egyenletét!
Adja meg a gorbe nevezetes adatait!

1.1.12. frja fel annak a hiperboldnak a paraméteres egyenletrendszerét, amelynek aszimptotai az
y = £2x egyenesek és egyik fékusza az Fi(5,0) pont!

1.1.13. Mekkora az 2% — 2y?> = 8 hiperbola valds féltengelye, képzetes féltengelye, linedris és
numerikus excenrticitdsa? Irja fel a 22 — 2y? = 8 hiperbola paraméteres egyenletrendszerét!

1.1.14. Viazolja az

teR

{ x(t) = cht,

y(t) = sht,
paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbét! Adja meg a gorbe Descartes-koordinatas egyenletét!

1.1.15. Vazolja az

teR

x(t) = —2cht,
y(t) = 3sht,

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbét! Adja meg a gorbe Descartes-koordindtas egyenletét!
1.1.16. Vazolja az

x(t) = 2+ 4cht,
teR

y(t) =5+ 3sht,
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paraméteres egyenletrendszerrel adott hiperboldt! Adja meg a hiperbola Descartes-koordinatas
egyenletét, fékuszpontjait, linearis és numerikus excentricitdsat!

1.1.17. Kiiszobolje ki az asztroida paraméteres egyenletrendszerébdl a paramétert! Vazolja a gorbét!
{ z(t) = cos®t,

y(t) = sin’t,

te R

1.1.18. Kiiszobolje ki az alabbi paraméteres egyenletrendszerbol a paramétert! Nevezze meg a
gorbét!

z(t) =1+t

t € R.

y(t) =1-t,

1.1.19. Vazolja az aldbbi paraméteresen adott gorbéket! Kiiszobolje ki a paramétert! Milyen
hatérok kozott valtozik x és y?

x(t) = t, x(t) = sint,
(a) { teR; (b) { teR;

(t)
y(t) = ¢, y(t) = sin’t,
x(t) = sgnt, z(t) =1+ t%
(c) teR; (d) teR.
y(t) = sgn’t, y(t) =3 —t,
1.1.20. Vazolja az
t) =3cos (= -sint

x(t) = cos<§-sm >, - -

_T<ct<

27 T2

y(t) = 3sin (g : sint),

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbét! Adja meg a gorbe Descartes-koordinatas egyenletét!

1.2 PARAMETERES ALAKBAN ADOTT FUGGVENY DERIVALTJA

d
1.2.1. Hatarozza meg 3y’ = d—y értékét az
x

z(t) =3 + ¢,
teR

y(t) =t" +t+1,

paraméteres alakban adott gorbére!
. pody
1.2.2. Hatarozza meg vy’ = Tr értékét az
x
teR

{ z(t) = 2 cost,

y(t) = 2sint,

s
paraméteres alakban adott gorbére, ha t, = Z!
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d
1.2.3. Hatarozza meg y' = d_y értékét az alabbi paraméteres alakban adott gorbére!
x

z(t) = €' - sint,
teR.
y(t) = €' - cost,
. p Ay
1.2.4. Hatarozza meg ' = T értékét az
x
z(t) = cos®t,
) teR
y(t) = sin®t,
paraméteres alakban adott gorbére, ha t, = g!
1.2.5. Hatarozza meg az
xr =5cost
t €0, 27]
y =4sint

T
paraméteres alakban adott ellipszisnek a ty = 1 paraméterértékhez tartozo pontjahoz hizott érinté

iranytangensét! Vazolja a gorbét!

d
1.2.6. Hatarozza meg 3’ = d—y értékét az alabbi paraméteres alakban adott gorbére, ha ty = 1!
x

z(t) = t° + sin(27t),
teR.
y(t) =t +e,
d
1.2.7. Hatdrozza meg 1y’ = d_y értékét az aldbbi paraméteres alakban adott gérbére a P(1,1)
x
pontban!
x(t) = t* + €,
teR.
y(t) =t +e,
d
1.2.8. Hatédrozza meg y' = d—y értékét az aldbbi paraméteres alakban adott gorbére a P(1,0)
x
pontban!
cos 2t
SC(t) = et )
: t eR.
sin 2t

1.2.9. Adja meg az alabbi paraméteres alakban adott gorbe ty5 = 0 paramétrértékii pontjaban az
érintOegyenes egyenletét!
z(t) = 3é,
teR.



1.2.10. Mikor merdéleges az

teR

z(t) = 2t* — 5,
y(t) =3+ 1,
gorbe érintéje az z + y + 3 = 0 egyenesre?

1.2.11. Hatdrozza meg a 92% + 16y> = 52 egyenleti ellipszis azon érintdit, amelyek parhuzamosak
a 4y + 3v/3z = 4 egyenessel!

1.2.12. Hatérozza meg az

t €0,2m)

z(t) = 8 cos? t,
y(t) = 8sin’t,

paraméteres alakban adott asztroida azon pontjait, amelyekhez htzott érinték parhuzamosak az
y = x egyenessel!

2 GORBEK POLARKOORDINATAS MEGADASA

2.1 POLARKOORDINATAS MEGADASU GORBEK

2.1.1 . Adja meg az alabbi, Descartes-féle derékszogli koordinatarendszerben adott pontok
polarkoordinata-rendszerbeli megfelel6jét!

(a) Pi(—=2,2); (b)  P2(5,5V/3);

(c) P3(0,1); (d)  Pi(—1,—3).
2.1.2. Adja meg az alabbi, polarkoordinata-rendszerben adott pontokat Descartes-féle derékszogi
koordinatakkal!

(a) @ (2%); (b) @2 <3,%);

() Qs (4, %ﬂ) d) Qu (—4, g) .

s
2.1.3. Nevezze meg a ¢ = 1 polarkoordinatas megadasu gorbét! Adja meg Descartes-koordinatas

egyenletét!

s
2.1.4. Nevezze meg a ¢ = 5 polarkoordinatas megadasu gorbét! Adja meg Descartes-koordinatas

egyenletét!

2.1.5. Vazolja az aldbbi, polarkoordinatds megadasu koroket! frja fel a Descartes-koordinatas
egyenletet! Adja meg a korok paraméteres egyenletrendszerét is!

(a) r=4; (b) r = 2cosy;

(c) r=6siny; (d) 7 =6(sing+ cosy).
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2.1.6. Adja meg az alabbi korck polarkoordindtas egyenletét!

(a) 2%+ y* = 100; (b) a? + (y — 4)* = 16;
(c) (z—6)*+y* = 36; (d) 2* +y* = 8ux;
(e) x*+y? =2y; (f) (r—4)2+ (y—4)* =32

2.1.7. Vazolja és nevezze meg az alabbi, polarkoordindtas megadasi gorbéket! frja fel a Descartes-
koordinatas egyenletet! Adja meg a paraméteres egyenletrendszert is!

2
-1 . b _ )
(a) r 0 cos ¢; (b) r s
4 3
() v sin ¢’ (d) cos p’
1 5
(e) r=——; ) r=—r—;
sin ~
CoS <3 ‘HO)
2 T
(g) r= T ) (h> r = 8COS ((p— g)
cos (gp— Z)

2.1.8 . Vazolja az alabbi polarkoordinatas egyenlettel adott gorbéket! frja fel a Descartes-
koordinatas egyenleteket is!

(a) r = 8sin®¢; (b) 7 = 3sin2yp;

(c) r = +/cos2y; (d) 7= 2sin3yp;

(e) r=2cos3y; (f) r=1+2cosy;
(g) r=4+42cosy; (h) 72 = sin2¢p;
(i) 7 =sindy; (j) =2+ cos2¢p.

2.1.9. Vazolja az alabbi polarkoordinatas egyenlettel adott kardioidokat! frja fel a Descartes-
koordinatas egyenleteket is!

(a) r =1+ cosy; (b) r=1—cosy;

(¢) r=1+sing; (d) r=1-—sing.
2.1.10. Viazolja az r = cos? g polarkoordindtas megadasi gorbe grafikonjat! Milyen kapcsolat van

az r = cos> g és az r = 1 + cos ¢ gorbék grafikonjai kozott?
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2.1.11. Vazolja az r = sing polarkoordinatas megadasi gorbe grafikonjat! Adja meg a gorbe

Descartes-koordinatas egyenletét!

2.1.12. Vézolja az r = sin? g polarkoordindtas megadasu gorbe grafikonjat! Milyen kapcsolat van

2 ¥

az r = sin 5 és az r = 1 — cos ¢ gorbék grafikonjai kozott?

2.1.13. Vazolja az r = 3 — 2sinp és az r = 3 + 2cos ¢ limakonok grafikonjat! Milyen kapcsolat
van a gorbék grafikonjai kozott?

2.1.14. frja fel az alabbi kupszeletek egyenletét polaris koordinatakkal!

2 2 2
x 2 z Y
= =1 b) — 4+ L =1,
(c) 2°=y; (d) 32 = 16z;
22 P
— — = =1, f =4.
6
2.1.15. Vazolja az r = ﬁ polarkoordinatas megadéasu gorbét és adja meg a Descartes-
— 5sin”
koordinatas egyenletét!
2.1.16. Vazolja az alabbi spiralisokat!
(a) r=4dp; (b) 7 =3p%
2 6
(¢) r=—; (d) r=—43;
¥

(8) r=c¢e¥ (h) r=—-e¢”.

2.1.17. frja fel az alabbi gorbe polarkoordinatas egyenletét és vazolja a gorbét!

3
2

(2* +y*)2 —y* = 2% + 2xy

™
2.1.18. Hatérozza meg a ¢ = 3 egyenes ¢és az r = 5p archimedesi spiralis metszéspontjait!

4v/3
2.1.19. Szamitsa ki az r = T\/_(l — cos ) kardioid és az r = 4sin ¢ kor metszéspontjait!

2.1.20. Vézolja az r = 4v/3sinp és az r = 4 cos ¢ gorbéket kozos koordindta-rendszerben, majd
hatdrozza meg a metszéspontjaikat!

2.1.21. Keresse meg az 1> = 4 cos 2p és az r? = 4sin 2p gorbék metszéspontjait!
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2.2 POLARKOORDINATAS ALAKBAN ADOTT FUGGVENY DIFFERENCIALASA
2.2.1. Legyen r = y/cos 2¢. Szamitsa ki az alabbi kifejezéseket!

dr d*r
_ . b =,
(a) dgﬁ’ ( ) dg027
d3r dr /m
ik ) (@)
© @ (5
d’*r /m d®r (57
— = ); f)y ——|.
) & (4)’ O 5 ( 6 )
‘ o (T @ P c t s e , , dr
2.2.2. Hatdrozza meg az r = cos <Z — 5) polarkoordindtas megadasu fliggvény esetén a 70
2

derivalt értékét, ha

(&) »=1; (b) ¢ = 2.

d
2.2.3. Hatdrozza meg az r = 1+ cosy, (0 < ¢ < 27) polarkoordindtdkkal adott fliggvény d_y
x

7T
derivéltjanak értékét a ¢y = s helyen!

4
2.2.4. Hatarozza meg az r = [p—— parabola érint6jének meredekségét a ¢y = g pontban!
— Ccos @
2.2.5. Adja meg az r = T ooss parabolanak azt a pontjat, ahol az érinté meredeksége 1!
—Ccosp

2.2.6. frja fel az r = 3¢ archimedesi spiralishoz huzott érinté egyenletét a pg = % pontban!

, T
2.2.7. Irja fel az r = 3% logaritmikus spirdlishoz hiizott érinté egyenletét a ¢y = 3 pontban!

, 4 ™
2.2.8. Irja fel az r = —— ellipszis érintdjének polarkoordinédtas egyenletét a g = 3 pontban!
—cos

, 1
2.2.9. Irja fel az » = — hiperbolikus spiralis normalisanak polarkoordinatas egyenletét a ¢y = g

pontban!

2.2.10. Hol metszi a ¢ = 0 egyenest az r = sin 2¢ gorbéhez a ¢y = % pontba huzott érint6?

2.2.11. frja fel az r = 1 — cos ¢ kardioid g = g pontjaban az érintéegyenes egyenletét!

2.2.12. Keresse meg az r = 1 + sin ¢ kardioid vizszintes és fiiggbleges érintoit!



3 UTMUTATASOK ES MEGOLDASOK

3.1 GORBEK PARAMETERES MEGADASA
1.1.1. Az (z — 3)? + y* = 9 kor paraméteres egyenletrendszere:
{ x(t) = 3 + 3cost,

t €10,2m).
y(t) = 3sint,

1.1.2. A paraméteres egyenletredszerbdl:
t=z—-1
adddik, ha t € [—1,4+00). A paraméteres egyenletrendszer masik Osszefliggését felhasznalva az
y=(r—1)?%-5

Descartes-koordinatés egyenlethez jutunk, ha x € [0, +o00). A fiiggvény grafikonja:

‘\ 10 _\y ’
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1.1.3. A paraméteres egyenletrendszerbol:
0<z<2 és 2 <y<d4,

tovabba:
cost=x—1 és sint =y — 3,

azaz felhasznalva, hogy Vt € R esetén
cos’t +sin*t =1,

adddik, hogy
(x=1)°+(@y-3)7=1

amely egy K(1,3) kozépponti rp, = 1 sugari kor Descartes-koordindtds egyenlete. A gorbe
grafikonja:

Sly
2 2
(x-1) +(y-3) =1

4]

3

2.

1-

0 X

2 1 0 1 2 3

1.1.4. A paraméteres egyenletrendszerbdl:
-5 <r< -3 és 5 <y <6,

tovabba:
cost=x+4 és sint =y — 5.

Felhaszndlva, hogy Vt € R esetén
cos®t +sin*t =1,
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adddik, hogy

(z+4)P2+(y-57°=1 y=>5,

amely egy K(—4,5) kozépponti r, = 1 sugari félkér Descartes-koordindtds egyenlete.

grafikonja:

2 2
(x+4) +(y-5) =1, y=5

1.1.5. A paraméteres egyenletrendszerbdl:
—2<zx<2

tovabba:
4dcost =x—2

Felhasznalva, hogy Vt € R esetén

-4

és

és

(4cost)? + (4sint)? = 16,

adddik, hogy

(x—2)? + (y —1)* = 16,

amely egy K(2,1) kézépponti r, = 4 sugari negyedkor Descartes-koordindtas egyenlete.

1.1.6. A paraméteres egyenletrendszerbol:

—2<z<6

és

r<2 y<l,

2<y <8,

A gorbe
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tovabba:
r—2 , . y—>5
cost = —— és sint = =——.
4 3
Felhasznélva, hogy Vt € R esetén

cos’t +sin’t =1,

() (57 -

amely egy K(2,5) kozépponti ellipszis Descartes-koordindtés egyenlete. A gorbe grafikonja:

adédik, hogy

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Az ellipszis vizszintes féltengelyhossza:

a fiiggoleges féltengelyhossza:
b=3.

A vizszintes tengelyhossz tehdt 2a = 8, a fiiggoleges tengelyhossz pedig 2b = 6 egység. A két fokusz
tavolsaganak fele az ellipszis linedris excentricitasa:

c=+va*— b2, ha a > b,
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azaz
c=+16—9 = /7.

A fokuszpontok:
Fi(2-V7,5) &  F(2+V7,5).

Az ellipszis numerikus excentricitasa:

C
E = — =
a

oI5

1.1.7. Az 22 + y? — 4y = 0 kor paraméteres egyenletrendszere:

x(t) = 2 cost,
. t €10,2m).
y(t) = 2+ 2sint,
1.1.8. Az ellipszis paraméteres egyenletrendszere:
x(t) = b cost,
. t €[0,2m).
y(t) = 12sint,
Grafikonja:
2, 2
AR Rl
-9 -6 3 6




3.1 GORBEK PARAMETERES MEGADASA 14

1.1.9. A paraméteres egyenletrendszerbol:

-1 <z <1 és —1<y<1,
tovabba:
y =cos2t =cos’t —sin’t =1 — 2sin?t = 1 — 222,

ahol —1 < x < 1. A gorbe tehat egy alulrdl nyitott parabolaiv. A parabola csicsa a C(0,1) pont,
szimmetriatengelye az y-tengely. A gorbe grafikonja:

0.5

15 "1 05 0 0.5 "4 15

-0.5 |

/ -1.5 \

1.1.10. A paraméteres egyenletrendszerbdl:
rr=1t"+2+4+ = és =t"—-2+ =
2 Yy 2

Az els6 egyenletbol kivonva a masodikat az
-yt =4

hiperbolat kapjuk, amelynek egymadsra meréleges aszimptotai az y = +x egyenesek. A valds és
képzetes féltengelyhossz:

a=0b=2.
A hiperbola linearis excentricitasa:

c=Va2+ b0 =Vi+4=2/2,
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A fékuszpontok koordinatai:
Fi(=2v2,0) & Fy(2v/2,0).
A hiperbola numerikus excentricitasa:
2v/2

Grafikonja:

1.1.11. A paraméteres egyenletrendszerbdl:

1 sin?t + cos? t
2 2 2
= = =tg“t+1=9y"+1,
cos?t cos?t & y
vagyis az
z? — y2 =1

hiperbolat kapjuk, ahol a = b = 1. A hiperbola linearis excentricitasa:

c=Va2+ b =2
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A fékuszpontok koordinatai:

Fi(—V2,0)  és  Fy(V2,0).

A hiperbola numerikus excentricitasa:
c
e=—-=+v2>1.
a

Egymasra merdleges aszimptotdi az y = £x egyenesek. Grafikonja:

2 2

1.1.12. Ha az x_Q — ?;—2 = 1 hiperbola két azimptotaja
a

y=2x és y = —2x,

akkor
b,
a
tehat
b = 2a.

Ha az egyik fokusz az Fi(5,0) pontban van, akkor ¢ = 5, vagyis a

c=Va?+b?
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osszefliggésbol adodik, hogy
a® +b* = 25.

Felhasznélva, hogy b = 2a adddik, hogy
5a® = 25,

azaz

a=+5 és b:2\/5.

A hiperbola Descartes-koordinatas egyenlete:

2 2
oY
5 20
A fenti hiperbola paraméteres egyenletrendszere:
V5
x(t) = —, s
cost teR\{§+lm,k€Z}
y(t) = 2v/5tgt,
Egy masik lehetoség:
5
o) = VBt + L2
te R\ {0}.

2V/5
y(t) = 2\/515 BT

1.1.13. Az 2% — 2y? = 8 egyenletbdl a hiperbola kozépponti egyenlete:

Q’)2

2
@y
8 4

)

vagyis a hiperbola valds féltengelye a = /8 = 2v/2, képzetes féltengelye b = /4 = 2. Lineéris

excentricitasa:
c=Va2+12=v8+4=+12=2V3.

Numerikus excenrticitasa:

o c 23 L
e 2v2 V2
A fenti hiperbola paraméteres egyenletrendszere:
)= 202 ;
= ost tER\{§+kW,kEZ}
y(t) = 2tgt,
Egy masik lehetoség:
2
z(t) = 2v/2t + \/——
X 2t te R\ {0}.
y(t) =2t —

%7
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1.1.14. A paraméteres egyenletrendszerbdl kapjuk, hogy
r>1 és y € R,

tovabba
x? = ch?t és y? = sh®t.

Felhasznélva, hogy Vt € R esetén
ch®t —sh*t =1

adodik, hogy a gorbe Descartes-koordinatas egyenlete:

1.1.15. A paraméteres egyenletrendszerbdl kapjuk, hogy
r< =2 és yeR,

tovabba

2 =4ch®t és y? = 9sh?t.
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Felhasznalva, hogy Vt € R esetén

ch’®t —sh?t =1
adddik, hogy a gorbe Descartes-koordindtas egyenlete:
22 P
=L o1, a< -2
19 '=
22y
Tehat az — — 9= 1 hiperbola bal oldali 4gardl van sz6. Grafikonja:

1.1.16. A paraméteres egyenletrendszerbdl kapjuk, hogy
r e R\ (—2,6) és y € R,

tovabba
(x—2)*=16ch*t  és (y —5)* = 9sh?¢.

Felhasznélva, hogy Vt € R esetén
ch’t —sh?t =1

adddik, hogy a hiperbola Descartes-koordinatas egyenlete:

(x—2)* (y—5)°
16 9

= 1.




3.1 GORBEK PARAMETERES MEGADASA

A hiperbola aszimptotai a K (2,5) pontban metszik egymast, valos féltengelyének hossza
a=+v16 =4,

képzetes féltengelyének hossza pedig

b=+9=3.

Linearis excentricitésa:

c=vVa2+b2 =16+ 9 =25 =5.

Numerikus excenrticitasa:
c 5
£=—-=—.
a 4

Fokuszpontjai:
Fl(—3,5) és Fg(?, 5)

A hiperbola aszimptotai a
—3r+4y =14 és 3z + 4y = 26

egyenesek. Grafikonja:

2 2
(x-2)  (y-5) _
16 9

1
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1.1.17. A paraméteres egyenletrendszerbol kapjuk, hogy

V/r = cost és Jy = sint.

Felhasznaljuk, hogy Vt € R esetén
cos’t +sint =1,

azaz

Var+{/y2 =1,

amely az asztroida Descartes-koordinatas egyenlete. Grafikonja:

1.1.18. A paraméteres egyenletrendszerbdl kapjuk, hogy
t=x—1,

igy
y=1—(x—1)=2—u.

A gorbe tehat az x + y = 2 egyenes.
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1.1.19.
(a) A paraméteres egyenletrendszerbdl kapjuk, hogy

reR & yeRTU{0},

tovabba
vagyis a fiiggvény az

parabola.
(b) A paraméteres egyenletrendszerbdl kapjuk, hogy
—-1<x<1 és 0<y<1

tovabba

z? =sin’t,

vagyis a fiiggvény az
y =’

parabola [—1, 1] intervallum feletti ive. Grafikonja:

\ 2.5

1.5] /

0.5

15 1 05 0 0.5 1 15
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(c) A paraméteres egyenletrendszerbél kapjuk, hogy
re{-1,0,1} és  ye{0,1},

tovabba

z? = sgn2 t,

vagyis a fiiggvény az

parabola alabbi hdrom pontja:
Pl(_171)7 P2(070)7 P3(17]-)

Grafikonja:

\ 1.5

\ 0.5 4

(d) A paraméteres egyenletrendszerbdl kapjuk, hogy
r>1 és y € R,

tovabba
t= 3 - Y,

aAZaZ
r=1+3—y)?*=y*—6y+10,
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vagyis a gorbe az
r—1=(y—3)?

parabola, amelynek csticsa a C(1,3) pont, szimmetriatengelye pedig az y = 3 egyenes.
Grafikonja:

0 X
0 1 ‘2 '3 4 '5 '6 7
1.1.20. Ha —g <t< g alckor
T 7 T
—— < —-sint < —,
3 3 3
igy
T , : T .
3008§§x§36080 és 381n<—§>§y§3sm—,
azaz /3 /3
3 3V3 3v3
§§I§3 és —TS?JST-

A paraméteres egyenletrendszerbol kapjuk, hogy
™ T
r? = 9 cos? <— - sin t) és y* = 9sin® <— - sin t) ,
3 3
osszeadva a fenti két egyenletet és felhasznalva, hogy o = g -sint esetén is fennall a

cos’a +sina =1
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azonossag, adédik az
22 + 9% = 9 cos? (g . sint) + 9sin? (g -sint) =09.
implicit egyenlet. Tehat az
T
- 3 (_ S t>’
x cos | 3 -sin
T
= Jsi (— ! t),
Y sin { 3 - sin

paraméteres megadasu gorbe az origi kozéppontu rp = 3 sugard kor {5, 3] intervallum feletti {ve.

Grafikonja:

y
2 2 3
X +y =9, ~=<x=<3
3 2
/// RN
7
7
Ve
/
’ 2]
/
/
/
/
/ 1
) |
/
i
I
i 0 X
'\-3 2 -1 0 1 2 3
\
\
\ 1)
\
\
\
\
\
\ 2]
AN
N
N
N
~ ~ ~
S

3.2 PARAMETERES ALAKBAN ADOTT FUGGVENY DERIVALTJA
dy
dt
,_dy gl) T+

dr _ @(t) 32+1

do _

70+ 1. 1
at + gy

1.2.1. i(t) = 32 +16sy(t) =

Y
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d d ’
1.2.2. i(t) = d—f = —2sint és y(t) = d_?: = 2cost. Igy

dy  y(t) cost
/ = — = —X = — = — t t
Y= x(t) sin ¢ 8

Ha ty = %, akkor

> s
y'(to) =y <Z> = —ctg- = -1

1.2.3. A szorzat derivalasi szabélyat hasznélva:

d
z(t) = &8 etsintte cost = e'(sint+cost) és y(t) = %~ et cost—e'sint = e'(cost—sint).

dt dt

gy . |
,_dy _y(t) _ cost—sint
dr  (t) sint+ cost’

Y

1.2.4. Az osszetett fliggvény derivalasi szabédlyat hasznélva:

d d
:'c(t):d—f:i’)'cosQﬂ(—sint) és g)(t):d—‘?i:3-sin2t~cost.
gy
y/_@_y(t) 3-sin®t - cost :—Sint:—tgt.

Cdr 2(t) ~ 3 cos?t- (—sint) cost
Ha ty = g, akkor

Y (to) =o' (%) — —tgg =-V3.

1.2.5. Ha ty = %, akkor

i) =2 (7) =5 &yt =y(]

Az érint6 meredekségét a

d
t(t) = — = —5sint és  gt) = gl 4cost,

& d )(t) 4cost 4

, Yy v Ccos

= L 27 _ = ——ctgt.
Y de  &(t) Ssint 5C
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Ha ty = %, akkor
T 4 T 4
m=y'(to) =y’ <Z> = =—.

4
Az érint6 meredeksége tehat —% Az ellipszis grafikonja:

1.2.6. A derivalasi szabélyok alapjan:

d
x(t) = d_f = 5t* + 27 cos(2nt) és y(t) = —=1+¢"
fgy _
,_dy g(t) 1+¢
Cdr #(t) 5t 4 2mcos(2nt)

Y

Ha ty = 1, akkor
1+e

Ylt) =y () =z o

1.2.7. A P(1,1) pont a ty = 0 paraméterértéknek felel meg. A derivalasi szabalyok alapjén:

d d
x"(t):d—f:2t+et és g)(t):d—?;zl—i—et.
fgy .
,_dy g@t)  1+¢
Cdr @(t) 2t +et

Y
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Ha ty = 0, akkor
y'(to) =y (0) = 2.

1.2.8. A P(1,0) pont a tg = 0 paraméterértéknek felel meg. A derivéldsi szabédlyok alapjén:

, dr  —2sin2t-e' —cos2t - e’ ) , dy 2cos2t-e' —sin2t- et
(t) = pri o és y(t) = i T .
gy
, o dy  y(t) 2 cos 2t — sin 2t

S @(t)  2sin2t + cos2t’
Ha ty = 0, akkor
y'(to) =y (0) = —2.

1.2.9. Ha ty = 0, akkor
zog = x(tg) = 2(0) =3 és Yo = y(to) = y(0) =5,

vagyis az érintét a P(3,5) pontban kell meghatarozni. A derivalasi szabalyok alapjan:

d d
(t) = d—f =3¢t b g(t) = d—i = —5et.
fgy _
y/ — d_y — M — —§€_2t.
dr  x(t) 3
Ha ty = 0, akkor
5)
m=1y/(ts) =¥/ (0) = —.
A P(3,5) pontban az érintéegyenes egyenlete:
5
=2 -3)+5
atrendezve:
52 + 3y — 30 = 0.
1.2.10. A derivalasi szabélyok alapjan:
) dx . dy 2
ty=— =4t ¢ t)=— =23t 1.
x(t) o és y(t) o 3t +
fgy
, dy gty 3tP+1
y=—=—1= :

dr (1) 4t
Az x4+ y+ 3 = 0 egyenes explicit alakja:

y:_$_3a
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vagyis az egyenes meredeksége —1, a rd merdleges egyeneseké pedig 1. Olyan pontokat keresiink,
ahol

dy
/
= — = 1
y dI 7
azaz
3t +1
=1
4t
A felirt egyenletet megoldva két gyokot kapunk:
1
tl = § és tg =1
A keresett pontok:
43 10 ,
}% (——E;,i?) €S FE(—S,Q)

1.2.11. A 922 + 16y? = 52 egyenleti ellipszis paraméteres egyenletrendszere:
2¢/13
3
V13

t) = ~—sint
y(t) = 5" sint,

x(t) =

cost,
t €[0,2m).

A derivalasi szabalyok alapjan:

_dr 2V/13 , o dy V13

(t) = =3 sint  és y(t) il cost.
lgy P
/ y_ Y
R ™Y
Y= a4

A 4y + 3v/3x = 4 egyenes explicit alakja:

3v/3

A L |
Y 4$+,

33
vagyis az egyenes meredeksége - Olyan pontokat kerestink az ellipszisen, ahol

y,: @ — _&g
dx 4’
3V/3

3 tot
——C _
1% 4

azaz

Ekkor
ctgt = \/g,
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azaz

tl = és tQ = —.

s
6 6
A keresett pontok:

113 /13 13
P1 —_—, — és P2 — -,
3 4 3

A P; pontba huzott érinté egyenlete:

13

ay+3\[3x=-4\13
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1.2.12. A derivalasi szabalyokat hasznalva:

d d
x(t) = T _ 94 cos?t - (—sint) és  y(t) = % — 24 . sin®t - cost.
dt dt
Igy
,_dy gt) 24 -sin®t - cost __simt__t ;
Y= ©(t)  24-cos?t-(—sint) cost &%

Az y = x egyenes meredeksége 1. Olyan pontokat keresilink az asztroidan, ahol

dy
!
_ — = 1
y dl‘ b
azaz
—tgt =1,
tehat
; 3T , ; i
= — es —_ —.
Ty S

A keresett pontok:

P(—2v2,2v2)  és Py(2vV2,—-2V2).

P,(2\/2,-2\2)
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3.3 POLARKOORDINATAS MEGADASU GORBEK

2.1.1. Ha a Descartes-féle koordinata-rendszer x-tengelyének pozitiv fele a polartengely és a pdlus
az origéban van, akkor ugyanannak a pontnak a Descartes-féle koordinédtai és a polarkoordinata-
rendszerbeli koordinatai kozott, ha x,y és r mértékegységei megegyeznek, akkor az alabbi
osszefliggések allnak fenn:

T =1 Cos, =rsinp és r=\/x%+y>.

Tehat a feladat megoldasa:

(a) A P(—2,2) pont a Descart-féle derékszogii koordindtarendszer I1. siknegyedében van és

= VP T T - 23,
-9 \/§

- és sinp = =

22 2 2

3T

SDZI-

Tehat a P; pont polarkoordinata-rendszerbeli megfeleldje a

P, (2@, %{)

tovabbd
V2

2

S

cosp =

>

azaz

pont.

(b) A P,(5,5v/3) pont a Descart-féle derékszogii koordinatarendszer I. siknegyedében van és

r:\/52+(5\/§)2=\/m:\/m:10,

tovabba
5 1 , . 53 V3
COSY = — = — es Sing = —— = —,
10 2 10 2
azaz
T

§0=§'

Tehat a P, pont polarkoordinata-rendszerbeli megfelelgje a

P, (10, f)

3
pont.
(c) A P3(0,1) pont a Descart-féle derékszogli koordinatarendszer y-tengelyének pozitiv felé van
és
r=+v0%2+12=1,
tovabba

cosp =0 és sinp =1,
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azaz
™

Y= 9

Tehat a P3 pont polarkoordinata-rendszerbeli megfelelGje a

i
R%LQ

pont.

(d) A Py(—1,—+/3) pont a Descart-féle derékszogii koordinatarendszer I1I. siknegyedében van és

r=y/(-12+ (-8R = VIT3=Vi=2,

tovabba
cosp = —— és singp = ——
2
azaz

47

Y= 3

Tehat a Py pont polarkoordinata-rendszerbeli megfelelGje a
47
P, (2, ?>

2.1.2. Felhasznaljuk az két koordinata-rendszer kozotti

T =TCosp, Yy = rsinp és r=+\x?+y?

pont.

Osszefiiggéseket.

(a) A @y (2, %) pont esetén r = 2 és p = %, azaz

3
x:2~cosz:2~§:\/§ és y:2sin-z:2~ = 1.

1
6 6 2
Tehat a Q) <2, %) pont megfeleléje a Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben a
o <\/§7 1)
pont.

3 3
(b) A Q- (3, ZW) pont esetén r = 3 és o = Zﬂ’ azaz



3.3 POLARKOORDINATAS MEGADASU GORBEK 34

3
Tehat a (), <3, —W) pont megfelelGje a Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszerben a

4
33 313
< (_T’ T)

pont.

5t )
(c) A Qs (4, ?ﬂ) pont esetén r =4 és p = %, azaz
oT

1 5 3
x:4-cos§:4‘§:2 és y:4sin~§:4-<—§>:—2\/§.

5
Tehat a Q3 <4, %) pont megfelelGje a Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszerben a

Os (2, —2\/5)

pont.

(d) Ha r értéke negativ, akkor megéllapodas szerint az (r, p) pont helyét a sikon tugy allapitjuk
meg, hogy |r|-et mériink fel a ¢+ m hajlasszogi félegyenesre. A Q4 (—4, g) pont esetén tehét

4
rl=|—4]=4é7m+ :7T+z:—7r,azaz
4 373
4 1 4 3
m:4-cos§:4- (—5) =2 és y:4sin-§:4- <__\é_> = —2V/3,

Tehat a Q4 (—4, g) pont megfeleléje a Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszerben a

) (-2, —2¢§>

pont. Megjegyezziik, hogy a

(D e (5

poléarkoordinatas megadéasi pontokok egybeesnek.

2.1.3. Ap= % gorbe az x-tengely pozitiv felével % szoget bezard origdn atmeno egyenes, vagyis az

y = x egyenes. Megjegyezziik, hogy az egyenes "alsd” fele is a grafikonhoz tartozik, mivel r negativ
értéket is felvehet.

T
2.14. A p= 5 polarkoordindtas megadasi gorbe a Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszer

y-tengelye.
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2.1.5. Felhasznaljuk az két koordindta-rendszer kozotti

T =T COS P, y=rsingp és r? =2 49

osszefliggéseket.

(a) Azr = 4 polarkoordinatas egyenletii gorbe az origd kozépponti 4 egység sugaru kor, melyenek
Descartes-koordinatas egyenlete:

2? +y* =16
y
4
r=4
2]
X
-6 2 4 6
A 2% + 9% = 16 egyenletii kor paraméteres egyenletrendszere:
x(t) = 4 cost,
t €[0,2m).
y(t) = 4sint,

(b) Elészor adjuk meg a gorbe Descartes-koordinatas egyenletét! Az r = 2 cos ¢ egyenlet mindkét
oldalat szorozzuk meg r-rel! Ekkor
r? = 2rcosy

adodik. Alkalmazzuk a két koordinata-rendszer kozotti Osszefliggéseket, igy a fenti egyenlet
alapjan az
2?24yt =22

Descartes-koordinatas egyenlet adodik. Ez az egyenlet ekvivalens az

2 =20 +9y°=0
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és az

(=12 +y" =1
egyenletekkel. Tehdt az r = 2cos¢ polarkkordindtds egyenletii gorbe az (1,0) kdzépponti
egység sugaru kor.

r=2cos¢

0.5

Az (z — 1)* + y* = 1 egyenletli kor paraméteres egyenletrendszere:

{ x(t) =1+ cost,

t € [0,2m).
y(t) = sint,

(¢) Az r = 6sin ¢ egyenlet mindkét oldalét szorozzuk meg r-rel! Ekkor

r? = 6rsin g

adodik. Alkalmazzuk a két koordinata-rendszer kozotti Osszefliggéseket, igy a fenti egyenlet
alapjan az
v* +y? =6y

Descartes-koordinatas egyenlet adddik. Ez az egyenlet ekvivalens az

2 +y? —6y=0
és az

2+ (y—-3)°=9
egyenletekkel. Tehdt az r = 6sin ¢ polarkkordindtas egyenletli gorbe a (0, 3) kézépponti 3
egység sugaru kor, melynek paraméteres egyenletrendszere:
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t €[0,2m).

{ z(t) = 3cost,

y(t) = 3+ 3sint,

Grafikonja:

r=6sing

(d) Az r = 6(sin ¢ + cos ) egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg r-rel! Ekkor
r? = 6rsin  + 61 cos @

adodik. Alkalmazzuk a két koordinata-rendszer kozotti Osszefliggéseket, igy a fenti egyenlet
alapjan az
2 +y* = 6y + 6

Descartes-koordinatas egyenlet adodik. Ez az egyenlet ekvivalens az
2? — 6z +y* —6y =0

és az
(z—3)*+ (y—3)* =18

egyenletekkel. Tehédt az r = 6(sing + cosy) polarkkordindtds egyenletii gorbe a (3,3)
kozépponti 3v/2 sugart kor, melynek paraméteres egyenletrendszere:

{ z(t) = 3+ 3v/2 cost,

t €10,2m).
y(t) = 3 + 3v/2sint,
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Az r = 6(sin ¢ + cos ¢) polarkkordinatas egyenletii gorbe grafikonja:

r=6(sinp+cosg)

2 1 2 '3 4 s 6 7 .8

2.1.6. Felhasznaljuk az két koordinata-rendszer kozott fennalld
T =T1CoSp, y=rsing és r? =z 49
Osszefliggéseket.

(a) Az 2% + y* = 100 korre r? = 100 adédik, vagyis a poldrkoordindtds egyenlet:

r = 10.

(b) Az 2% + (y — 4)* = 16 kor ekvivalens alakja:
w2+ 9% = 8y.
Felhasznélva a két koordinatarendszer kozotti osszefiiggéseket az
r? = 8rsin g
polérkoordinatas egyenlethez jutunk. Mindkét oldalt végigosztva r-rel az
r=8sinp

osszefiiggést kapjuk.
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(c)

Az (z — 6)? 4+ y* = 36 kor ekvivalens alakja:
22 4y =12z
Alkalmazva a két koordinatarendszer kozotti dsszefliggéseket az
r? = 12rcos ¢
polarkoordinatas egyenlethez jutunk. Mindkét oldalt végigosztva r-rel az
r=12cos¢

Osszefiiggést kapjuk.

Az 2% + y? = 8z kor esetén felhasznalva a két koordinatarendszer kozotti osszefiiggéseket az

r? = 8rcos p
polérkoordinatas egyenlethez jutunk. Mindkét oldalt végigosztva r-rel az
r =8cosp

polérkoordinatéas osszefiiggés adodik.

Az 22 + y? = 2y kor esetén felhasznalva a két koordindtarendszer kozotti osszefiiggéseket az
y Y gg

r? = 2rsin g
poléarkoordinatas egyenlethez jutunk. Mindkét oldalt végigosztva r-rel az
r=2sinp

polarkoordinatas osszefiiggést kapjuk.
Az (x — 4)? 4+ (y — 4)* = 32 kor ekvivalens alakja:

? +y? = 8z + 8y.
Felhasznalva a két koordinatarendszer kozotti Osszefliggéseket az

r? = 8r(cos ¢ + sin )

polérkoordinatas egyenlethez jutunk. Mindkét oldalt végigosztva r-rel az

r = 8(cos ¢ + sin )

Osszefiiggést kapjuk.

2.1.7. Felhasznéljuk az két koordindta-rendszer kozott fenndlld

T =1TCoSsp, Yy =rsing és r? = 2? + 4

osszefliggéseket.
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(a) Eloszor adjuk meg a gorbe Descartes-koordindtas egyenletét! Az r = —10cos¢ egyenlet
mindkét oldalat szorozzuk meg r-rel! Ekkor

r? = —107 cos ¢

adodik. Alkalmazzuk a két koordinata-rendszer kozotti Osszefiiggéseket, igy a fenti egyenlet
alapjan az
v? +y* = —10x

Descartes-koordinatas egyenletet kapjuk. Ez az egyenlet ekvivalens az
22+ 10z 4+1y*=0

és az
(x+5)?2+y* =25

egyenletekkel. Tehat az r = —10 cos ¢ polarkkordinatas egyenletti gorbe a (—5,0) kézépponti
5 egység sugaru kor.

r=-10cos¢

Az r = —10cos ¢ kor paraméteres egyenletrendszere:

z(t) = =5+ 5cost,
t €[0,2m).

y(t) = bsint,
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2
(b) Az r = , <—g <p< g) a polartengelyre meroleges egyenes egyenlete, melynek ekvi-
CoS
valens alakja:
rCcosp = 2.
Descartes-koordinatas egyenlete:
T =2
y
4_
2
r=
cos¢@
2]
0 X
-4 -2 0 2 4
2]
-4 |
2 T ™ .
Az r = , (—— <p< —> egyenes paraméteres egyenletrendszere:
cos 2 2
x(t) = 2,
teR.
y(t) =t,
(¢) Azr = ——, (0 < ¢ < m) apolartengellyel parhuzamos egyenes egyenlete, melynek ekvivalens
sin
alakja:
rsing = 4.
Descartes-koordinatés egyenlete:
y = 4.

Az r= , (0 < ¢ < ) egyenes paraméteres egyenletrendszere:

{ z(t) =t,
te R

sin @



3.3 POLARKOORDINATAS MEGADASU GORBEK 42

Az r=—— (0 < ¢ < m) egyenes grafikonja:
sin
y
4
4
r=simp
3_
2]
1]
T T T 0 T T T x
-3 -2 -1 0 1 2 3
-1
3 m 3T , " :
(d) Azr=— 3 <p< 53 a polartengelyre merdleges egyenes egyenlete, melynek ekvi-
cos
valens alakja:
rcosp = —3.
Descartes-koordinatas egyenlete: © = —3.
5|
_ 3
~ “cose
2]
1]
T T T 0 T X
-4 -3 2 -1 0 1
_1_
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s 3T ,
Azr=— , (— <p< —) egyenes paraméteres egyenletrendszere:
cosp \ 2 2
x(t) = =3,
teR.
y(t) =t
(e) Azr = ———, (7 < ¢ < 2m) a polartengellyel parhuzamos egyenes egyenlete, melynek ekvi-
sin @
valens alakja:
rsing = —1.
Descartes-koordinatas egyenlete: y = —1.
y
0.5
T T T 0 T X
1.5 -1 -0.5 0 0.5
-0.5

-sin(p

Azr=— , (T < ¢ < 2m) egyenes paraméteres egyenletrendszere:

{ x(t) =t,
teR.

sin ¢

(f) Elészor adjuk meg a gorbe Descartes-koordinatas egyenletét! Az r = egyenlet

(5+%)
cos | =
3 (p

ekvivalens alakja:

r-cos<§+go>:5, ha cos(%—i—g&);«éo.

Az addicids tételt alkalmazva:

o - ) -
T-|COSE®YCOS— — SINYSIN — | =
¥ 3 ¥ 3 )
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T 1 Cos —E sin =5
2 (p 2 SO - *

Alkalmazzuk a két koordinata-rendszer kozotti osszefiiggéseket! Ekkor az

1 V3

Zr—2X"y=5
ot T 5Y )

azaz

vagyis az

xr — \/§y =10
egyenes Descartes-koordinatas egyenletét kapjuk. Az egyenes explicit alakja:

1 10
= —=T— —=.
VR

10|

-20 -10 0 10 20

5
- cos(e+m/3)

Az r = ————— egyenes paraméteres egyenletrendszere:

( >
CcOSs
3

(1) = 1t 10 teR.
Y _\/3 \/§7
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(8) Az r =

egyenlet ekvivalens alakja:

2
i
coS (gp — Z)

r-cos(go—£>:2, ha cos(go—z>7é0.

Az addicids tételt alkalmazva:

s g ) =3
-1 COSYCOS — SN @ S11l — | =
¥ 1 ¥ 1 )

V2 V2 o
r- 7-COSQD+7-SIHQO =2

azaz

Alkalmazzuk a két koordinata-rendszer kozotti Osszefiiggéseket! Ekkor a

2 2
20l

vagyis az
T+y= 22

egyenes Descartes-koordinatas egyenletét kapjuk.

_ 2
B cos(¢p-m/4)
'5 10 15
_5_
Az r = ————— egyenes paraméteres egyenletrendszere:
cos <§ + <,0>

x(t) =1t,
t e R
{ y(t) =2v2 —t,
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(h) Az r = 8cos (go — %) egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg r-rel! Ekkor

2 n
—8 < — _>
r reos\e -5

adédik. Az addicids tételt alkalmazva:

9 T .
r°=8r (cosgpcos§ +Sln<,081n§) ,

azaz
r? = 4r cos ¢ + 4V/3sin .

Alkalmazzuk a két koordindta-rendszer kozotti Osszefiiggéseket, igy a fenti egyenlet alapjan
az

2?4y =4z + 43y
Descartes-koordinatas egyenletet kapjuk. Ez az egyenlet ekvivalens az
? —dx+y*— 43y =0

és az

(2 -2+ (y— 2V3)? = 16
egyenletekkel. Tehat az r = 8cos (go — g) polarkoordindtds egyenletti gorbe a (2,2v/3)

kozéppont 4 egység sugari kor.

r = 8cos(¢-m/3)

4 2 0 P 4 6 '8

Az r = 8cos (gp — g) kor paraméteres egyenletrendszere:

x(t) =2+ 4cost,
t € 10,2m).

y(t) = 2v/3 + 4sint,
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2.1.8. A gorbék vazlatanak elkészitséhez célszert értéktablazatot késziteni.

(a) Az r = 8sin’ p gorbe grafikonja az aldbbi értéktabldzat alapjan konnyen elkészithetd:

%) sing [ sin? ¢ [ r = 8sin® ¢
0,m,2r| O 0 0
™ 5T 1 1 5
6" 6 2 4
T 3T \/§ 1 4
4’ 4 2 2
T 2’ \/5 3 6
373 2 4
s
= 1 1 8
2
3T
— —1 1 8
2
A gorbe grafikonja:
2
r=28sin ¢
6 4 2 ‘4 6
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A Descartes-koordindtas egyenlet felirdsahoz az r = 8sin? ¢ egyenlet mindkét oldalat szoroz-
zuk meg r2-tel! Ekkor

73 = 8r?sin’ ¢

adodik. Alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti Osszefiiggéseket a

(a2 +92)" = 8y

Descartes-koordindtas egyenletet kapjuk.

(b) Az r = 3sin2yp gorbe grafikonjdnak megrajzoldsahoz az aldbbi értéktablazat szolgél alapul:

%) sin2¢p | r = 3sin2¢
T 37
— 2
0,2,7r, 5 s 0 0
momTmdn | V3 33
6’36 3 2 2
T o7
-, — 1 3
4’ 4
2r 5m VB 3V3
373 2 2
3m Tm
—_, — —1 -3
4’ 4

Az r = 3sin 2p gorbét négyes rozettanak nevezik. Grafikonja:

r = 3sin2¢
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A Descartes-koordinatas egyenlet felirdsdhoz az r = 3sin2¢ egyenletet irjuk at az alabbi
alakba:

r = 6siny - cos .

Az egyenlet mindkét oldaldt szorozzuk meg r2-tel! Ekkor
7> =6-rsinp-rcosp
adodik. Alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti osszefiiggéseket a
(22 +y?)° = 6xy
Descartes-koordinatas egyenletet kapjuk.

(c) Az r = /cos2¢p gorbe értéktablazatanak elkészitése elétt vegylik észre, hogy r értéke csak
akkor szamolhato ki, ha cos2¢ > 0, azaz

7r< <7T 37T< <57T
=¥y VY T revsom
% Cos2p | = 4/CoS2¢p
0,m, 27 1 1
T br Tm 11w 1 1
66" 6" 6 2 V2
T 3T bw Tw
v | Y 0

Az r = y/cos 2p gorbét lemniszkatdnak nevezik. Grafikonja:

0.5 |

r= \/costh
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A Descartes-koordinatés egyenlet felirasahoz az r = /cos 2 egyenlet mindkét oldalat emeljiik
négyzetre! Az
r? = cos2p

egyenlet jobb oldaldn alkalmazzuk a megfelel6 trigonometrikus azonossagot, igy az
r? = cos? p— sin? %)
egyenletet frhatjuk fel. Az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg r2-tel! Ekkor
r* = r? cos® - r? sin’ %)
adodik. Alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti Osszefliggéseket az
(x2 + y2)2 — 22 y2
Descartes-koordinatés egyenletet kapjuk.

(d) Az r = 2sin 3¢ gorbét harmas rozettanak vagy haromlevell 16herének nevezziik. Grafikonja:

A Descartes-koordinatas egyenlet felirasdéhoz felhasznaljuk az alabbi trigonometrikus
azonossagot:

sin 3y = sin(2¢ + ) = sin 2p cos ¢ + cos 2p sin @ = 3sin p cos? ¢ — sin® .
Tehat az r = 2sin 3p egyenlet felirhat6 az alabbi alakban:

r = 6sin p cos® p — 2sin® .
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A kapott egyenlet mindkét oldaldt szorozzuk meg r3-nal! Ekkor
r* =6-rsing-r?cos®p — 2r¥sin® ¢
adodik. Alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti osszefiiggéseket az

(2% +17)" = 6yz® — 2%,

vagyis az
2
(2® + %) =2y(32% — )

Descartes-koordinatas egyenletet kapjuk.

e) Az r = 2cos 3g0 gorbét ugyancsak harmas rozettanak va, y haromleveli 16herének nevezziik.
g
Graﬁkonja:

r=2cos3¢

A Descartes-koordinatas egyenlet felirasdéhoz felhasznaljuk az alabbi trigonometrikus
azonossagot:

cos 3p = cos(2¢ + ) = cos 2p cos ¢ — sin 2psin @ = cos® v — 3sin® Y cos .
Tehat az r = 2 cos 3¢ egyenlet felirhato az alabbi alakban:
r = 2cos® ¢ — 6sin? ¢ cos .
A kapott egyenlet mindkét oldaldt szorozzuk meg r3-nal! Ekkor

rt=2r3cos® o — 6-r?sin® p - rcosg
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adodik. Alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti Osszefliggéseket az

(x2 + y2)2 = 2% — 6y°z,

vagyis az
(x2 + y2)2 = 2x(x* — 3y%)

implicit alaktd Descartes-koordinatéas egyenletet kapjuk.

(f) Az r =1+ 2cosp gorbét limakonnak nevezziik. Grafikonja:

y r=1+2cos¢

© 2cosp |r=142cosyp
0,27 2 3
T 3T
- — 0 1
27 2
27 Am
—,— | -1 0
373
s —2 —1

A Descartes-koordindtas egyenlet felirasahoz szorozzuk meg az r = 14-2 cos @ egyenlet mindkét

oldalat r-rell A kapott
r? =71+ 2rcosp

egyenletre alkalmazva a két koordindta-rendszer kozotti osszefiiggéseket az
w2yt =2y 22

implicit alaki Descartes-koordinatas egyenletet kapjuk.
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(g) Az r =4+ 2cosp gorbét is limakonnak hivjak, de a grafikonjan nincs hurok.

r=4+2cos¢

Mivel —2 < 2cos p < 2, igy azonnal latszik, hogy
2<4+2cosp <6,

azaz 1 értéke mindig pozitiv (ezért nincs hurok), s6t 2 < r < 6. Az r = 4 4 2 cos ¢ gorbéhez

tartozé értéktablazat:
% 2cosp |r=442cosgp
0,2m 2 6
T 37
-, — 0 4
27 2
2 4w
— — -1 3
33
T —2 2

A Descartes-koordinédtas egyenlet felirasahoz szorozzuk meg az r = 442 cos @ egyenlet mindkét

oldalat r-rell A kapott
r? =dr + 2r cos ¢

egyenletre alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti osszefiiggéseket az
2?4y =422 + 2 + 2

implicit alaki Descartes-koordinatas egyenletet kapjuk.
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(h) Az r? = sin2p gorbét lemniszkdtdnak nevezziik. Grafikonja:

0.5]

Az r? = sin 2¢ egyenletbdl azonnal adédik, hogy r legnagyobb felvett értéke 1. Vegyiik észre
azt is, hogy r értéke csak akkor szamolhato ki, ha sin2¢p > 0, azaz

3

0<p< =

b 3

vagy T< <

A Descartes-koordinatas egyenlet felirdsdhoz az r?

= sin 2¢ egyenletet irjuk fel
r? = 2sin ¢ cos @
alakba, majd szorozzuk meg mindkét oldalt r2-tel. Ekkor
r*=2.rsinp-rcosyp
adodik, amelyre alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti Osszefiiggéseket az
(o +47)? = 2y

implicit alaki Descartes-koordinatas egyenlet adédik. Megjegyezziik, hogy a gorbe grafikonja

T
az r? = cos2¢ lemniszkéta grafikonjabdl 1 radiannal torténd elforgatassal szarmaztathato,

r? = cos (2 (go — %)) = COS <2g0 — g) = sin 2¢p.

mert:
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(i) Az r = sin4p gorbét nyolcas rozettanak nevezziik. A grafikon elkészitéséhez célszerti az alabbi
értéktablazatot elkésziteni:

%) r = sindp
T m 3T b 3w w
- = — _— . —.2
O? 47 27 4 77T7 4 b 2 ) 4 ) 7T 0
T b 9w 137w ]
88787 8
3m 7w 11w 15w 1
887 87 8
A gorbe grafikonja:
\\ 1-y //
\ r=sin4cp//

A Descartes-koordinatas egyenlet felirasdhoz felhasznaljuk az aldbbi trigonometrikus
azonossagot:

sin 4 = 2sin 2 cos 2 = 4 sin ¢ cos @ (cos® p — sin® @) = 4 sin ¢ cos® p — 4sin® Y cos .
Tehat az r = sin 4y egyenlet felirhaté az aldbbi alakban:
r = 4sin ¢ cos® ¢ — 4sin® p cos .
A kapott egyenlet mindkét oldaldt szorozzuk meg r*-nel! Ekkor

P =4-rsing-rdcos® o —4-r¥sin® p-rcosp
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adodik. Alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti Osszefiiggéseket a

(22 +12)° = dya® — dyz,
vagyis a
(22 +9?)” = day(a® — o)
implicit alakid Descartes-koordinatéas egyenletet kapjuk.
(j) Az r =2+ cos2¢p gorbe grafikonja szimmetrikus az origéra, mert
cos(p + ) = cos 2.
Konnyen lathaté az is, hogy —1 < cos2p < 1, igy
1 <2+ cos2p < 3,

vagyis r nem vesz fel negativ értéket. A gorbe grafikonja:

2|y

r=2+cos2¢

A Descartes-koordinatas egyenlet felirasahoz az r = 2 + cos 2¢ egyenletet irjuk fel
r =2+ cos’p —sin?p
alakba, majd szorozzuk meg mindkét oldalt r2-tel. Ekkor
73 = 2r? + 1 cos® p — r?sin® @
adddik, amelyre alkalmazva a két koordindta-rendszer kozotti osszefiiggéseket a
V(@2 +12)3 = 2(2% + %) + 2 — o)

implicit alakd Descartes-koordinatas egyenlet irhato fel.
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2.1.9. A kardioidok (szivgorbék) vazlatdnak elkészitséhez célszerii értéktablazatot késziteni.
(a) Har =1+ cosy, akkor —1 < cos¢ < 1 miatt
0<r<2

adodik, azaz r értéke sehol sem negativ. Az értéktablazat:

%) cosp |r=1+cosyp
0,27 1 2
T 3
——1 0 1
27 2
s —1 0

Az r =1+ cos p szivgorbe grafikonja:

r=1+cos¢

0.5]

05

A Descartes-koordinatas egyenlet felirdsahoz az r = 1 4 cosp egyenletet mindkét oldalat

szorozzuk meg r-rel. Ekkor

2 =7r—+rcosy

adodik, amelyre alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti osszefiiggéseket az
=yt

implicit alaki Descartes-koordinatas egyenlet irhato fel.
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(b) Ha r =1 — cos ¢, akkor —1 < cos¢ < 1 miatt
0<r<2

adddik, azaz r értéke sehol sem negativ. Az értéktablazat:

%) cosp | r=1—cosp
0,2m 1 0
T 3T
-, — 0 1
27 2
s —1 2

Az r =1 — cos p szivgorbe grafikonja:

y

r=1-cos¢o

0.5

0.5

Megjegyezzik, hogy az r = 14-cos ¢ grafikonjabodl 7 radiannal térténd, az éramutaté jarasaval
ellentétes iranyt elforgatassal is szarmaztathaté az r = 1 — cos ¢ kardioid grafikonja, mert
r=1+cos(p—m) =1-—cose.

A Descartes-koordinatas egyenlet felirdsahoz az r = 1 — cosp egyenletet mindkét oldalat

szorozzuk meg r-rel. Ekkor

TQZT’—T’COS(,O

adddik, amelyre alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti Osszefiiggéseket az
2yt =t -z

implicit alakd Descartes-koordinatas egyenlet irhaté fel.
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(¢) Har = 1 4+ singp, akkor —1 < sinp < 1 miatt 0 < r < 2 adddik, azaz r értéke sehol sem
negativ. Az értéktablazat:

%) sing |[r=1+sinyp
0,727 | O 1

z 1 2

2

3T

— —1 0

2

Az r =1+ sin ¢ szivgorbe grafikonja:

r=1+sing

0.5 1 15

T
Az r =1+ cos ¢ grafikonjabol — radidannal torténo, az éramutatd jarasaval ellentétes iranyt

elforgatassal is szarmaztathato az r = 1 + sin ¢ kardioid grafikonja, mert
™ .
r =1+ cos (<p—§> =1+sine.

A Descartes-koordinatas egyenlet felirdsahoz az r = 1 + sing egyenletet mindkét oldalat
szorozzuk meg r-rel. Ekkor
r? =7+ rsing

adodik, amelyre alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti Osszefiiggéseket az

Py =ty +y

implicit alakd Descartes-koordinatas egyenlet irhaté fel.
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(d) Ha r = 1 — sing, akkor —1 < sing < 1 miatt 0 < r < 2 adédik, azaz r értéke sehol sem
negativ. Az értéktablazat:

%) sing |[r=1+sinyp
0,m, 2w 0 1

s

— 1 0

2

3

SN 9

2

Az r =1 — sin p szivgorbe grafikonja:

0.5

r=1-sing

05 15

Az r =1+ cos p grafikonjabol > radidnnal torténo, az oramutatd jarasaval ellentétes iranyu

elforgatédssal is szarmaztathaté az r = 1 — sin ¢ kardioid grafikonja, mert

3
r—1+cos(<p—77r> =1 —sinep.

A Descartes-koordinatas egyenlet felirasdéhoz az r = 1 — sinp egyenletet mindkét oldalat

szorozzuk meg r-rel. Ekkor
2

r°=r—rsing
adodik, amelyre alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti osszefiiggéseket az
Py =Vt —y

implicit alaktd Descartes-koordinatéds egyenlet irhaté fel.
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2.1.10. Konnyen észreveheto, hogy

s l4cosyp
r=cos’ - = ——,

2 2
vagyis az r = cos’ b gorbe grafikonja az r = 1 + cosp kardioid grafikonjanak az origébdl felére

kicsinyitett képe.

r =1+cos¢@

2
r=cos (@/2)

0.5

2.1.11. A Descartes-koordinatas egyenlet felirasahoz az r = sin g egyenlet mindkét oldalat emeljiik

négyzetre!
2 2 ¥
r‘ =sin” -
2
Ismert, hogy
.99 1l—cosp
sin® — = ———,
2 2

azaz
5 l—cosgp

2
Szorozzuk meg a kapott egyenlet mindkét oldalat 2r-rel! Ekkor a

r

2r3:T—Tcosg0
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egyenletet kapjuk, amelyre alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti Osszefiiggéseket a

2/ (2% + 2 = Va? + 42 —

implicit alakd Descartes-koordinatés egyenlet irhaté fel. Ha r = sing, akkor —1 < sinE <1

x
miatt —1 < r < 1 teljestil, vagyis r pozitiv és nagativ értékeket is felvehet. Az y = sin 5 fiiggvény

periédusa 4w, igy a gorbe vazlatdnak elkészitéséhez ¢ értékeit a [0,4n]| intervallumbél vélasztjuk.

Az értéktablazat:

Az r= sing gorbe grafikonja:

_an P

© 7“—sm2
0,2, 4w 0
T 3T V2
27 2 2
s 1
S T V2
272 2
3T -1

r =sin(¢/2)

Lathatd, hogy ¢ € [0,27] esetén egy kardioid gorbét kapunk, majd ¢ € [27,47] esetén egy maésik
kardioid addédik, ami éppen a ¢ € [0, 27] esetben kapott kardioid y-tengelyre valé titkérképe.
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2.1.12. Konnyen észreveheto, hogy

r 2 £ = Lo cose
2 2

vagyis az r = sin? b gorbe grafikonja az r = 1 — cos ¢ kardioid grafikonjanak az origobdl felére

kicsinyitett képe.

r=1-cos¢o

2
r=sin (¢/2)

0.5

2.1.13. Az r = 3 4 2cosp limakon grafikonjan sincs hurok, mert —2 < 2cos < 2, igy azonnal
latszik, hogy
1 <3+2cosp <5,

azaz r értéke mindig pozitiv. Az r = 3 + 2 cos ¢ gorbéhez tartozo értéktablazat:

% 2cosp |r=3+4+2cosyp
0,2m 2 )
T 37
= 0 3
27 2
2r 4
R p
33
s —2 1
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Az r = 3 — 2siny limakon grafikonja megkaphaté az r = 3 4+ 2cos ¢ limakon grafikonjanak az

7’ /7 .7 ’ 7’ /7 . 7’ Vé 7.‘- .7 oo Id ” 7’ 7’
oramutatd jarasaval ellentétes iranyu > radiannal torténo elforgatasaval, mert:

3
r =34 2cos (go—%) =3 —2sine.

r=3+2cos¢

r=3-2sing

2.1.14.

2
x
(a) Az ellipszis polarkoordinatés egyenletének felirdsdhoz az y +y? = 1 egyenlet mindkét oldalat

szorozzuk meg 4-gyel! Az
? + 4yt =4

egyenletet zardjelezziik:
(2% +y7) +3y" =4,

majd alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti osszefliggéseket az
r? 4+ 3r¥sin® ¢ = 4
osszefiiggés adédik. A kapott egyenlet bal oldaldn kiemeljiik 72-et:

r(1+ 3sin® p) = 4,
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majd mindkét oldalt elosztjuk a zardjelben 1évo Osszeggel, igy

9 4
=
1+ 3sin“¢

irhaté fel, tehat az ellipszis egyenlete polaris koordinatakkal:

2
r=
V14 3sin?
2 2
Az ellipszis polarkoordinatéas egyenletének felirasahoz az % + 6= 1 egyenlet mindkét oldalét

szorozzuk meg 400-zal! A
1622 4 25y = 400

egyenletet zardjelezziik:
25(x* + y*) — 92° = 400,

majd alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti osszefiiggéseket a
25r% — 9r? cos?® p = 400

osszefiiggés adddik. A kapott egyenlet bal oldaldn kiemeljiik r2-et:
7%(25 — 9 cos® @) = 400,

majd mindkét oldalt elosztjuk a zardjelben 1évo kiilonbséggel, igy

, 400

" T 25— 9cos? ©
irhaté fel, tehat az ellipszis egyenlete polaris koordinatakkal:

20

/25 —9cos? o

Az 22 = y parabola esetén, ha alkalmazzuk a két koordindta-rendszer kozotti osszefiiggéseket,
akkor az

r =

r? cos? p = rsinp

egyenlet adédik. Mindkét oldalt osszuk el r-el és cos? p-vel, igy megkapjuk a parabola egyen-
letét polaris korrdinatakkal:

sin ¢
r= :
cos? p
Ennek egy ekvivalens alakja:
- tgyp

cos
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(d)

Ha alkalmazzuk a két koordindta-rendszer kozotti osszefiiggéseket az y* = 16x paraboldra,
akkor az

r?sin® ¢ = 167 cos ¢
egyenlet adédik. Mindkét oldalt osszuk el r-el és sin? -vel, igy megkapjuk a parabola egyen-
letét polaris korrdinatakkal:

16 cos ¢
r=——.
sin®
Ennek egy ekvivalens alakja:
16 ctg
r= .
sin ¢
2 2
A hiperbola polarkoordinatas egyenletének felirasdhoz az % 16 1 egyenlet mindkét oldalat

szorozzuk meg 400-zal! A
1622 — 25y = 400

egyenletetre alkalmazva a két koordinata-rendszer kozotti osszefiiggéseket a
1612 cos® ¢ — 25r% sin? ¢ = 400
Osszefiiggés adédik. A kapott egyenlet bal oldaldn alkalmazzuk a cos2p = cos®p — sin® ¢
azonossagot és emeljiink ki 7%-et! Az
72(16 cos 2¢ — 9sin? @) = 400
egyenlet mindkét oldalat osszuk el a zardjelben 1évo kiilonbséggel, igy

2 400
~ 16cos 2 — 9sin? ¢

irhato fel, tehat a hiperbola egyenlete polaris koordinatakkal:
20

r= .
\/160082g0—95in2<p

Ha alkalmazzuk a két koordindta-rendszer kozotti Osszefiiggéseket az xy = 4 hiperbolara,
akkor az
rcosp-rsinp =4

egyenlet adédik, azaz
2 cos psin p = 4.

Mindkét oldalt szorozzuk meg 2-vel és alkalmazzuk a sin? ¢ = 2sin ¢ cos ¢ azonossagot:
2r% cos psin g = 8,
r?sin 2p = 8,

azaz

8
r? = — ,
sin 2¢

[ 8
r= - .
sin 2¢

tehat
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2.1.15. A Descartes-koordinétas egyenlet felirasahoz az r = ——— egyenlet mindkét oldalat
9 —5sin” ¢
emeljiik négyzetre!

: 36
=
9 —5sin“ ¢

A kapott egyenlet ekvivalens a

9r? — 5r? sin? p =36
egyenlettel. Alkalmazzuk a két koordinatarendszer kozotti osszefiiggéseket! Ekkor a

9(z* + y*) — by* = 36,
vagyis 0sszevonas utan a

922 + 4% = 36

egyenlet addédik. Mindkét oldalt elosztva 36-tal megkapjuk egy ellipszis Descartes-koordinatas
egyenletét:

2?2
T + 9= 1.
Grafikonja:
y
2 2
x 'y
—+— ]
4 9 L
2]
0 X
-2 0 2
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2.1.16.
(a) Az r = 4p archimedesi spirdlis grafikonja, ha ¢ € [0, 47]:

12m|Y

-'1 et

J6l 1athaté, hogy minden gorbepontnél a radiuszvektor hossza (r) ardnyos a poldrszoggel
(p). Ha ¢ < 0 esetében negativ radiuszvektorokat is megengediink, akkor a gérbe két dga
™

a ¢ = +— egyenesre vonatkozélag egymasnak tikorképe. Az r = 4¢ archimedesi spiralis

grafikonja, ha ¢ € [—47, 4]
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b) Az r = 3¢? spirélis grafikonja, ha ¢ € [0, 37]:
2

401 |

A ¢ < 0 esetekben r = 3p? miatt a rddiuszvektor értéke pozitiv lesz, a gorbe két dga a
poldrtengely egyenesére vonatkozélag egymasnak tiikorképe.Az r = 3p? spiralis grafikonja, ha
p € [-m, 7]

r=3¢

21
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2
(¢) Az r = — hiperbolikus spirélis grafikonja, ha ¢ € [0, 47]:
¥

y
3]
_________ 2 A ——————————— e — e
/ ,=2
1 @
2 169 F 2 '3 4 5 ;

2
Az r = — hiperbolikus spiralis aszimptotdja az y = 2 egyenes. Ha ¢ < 0 esetében negativ
¥

radiuszvektorokat is megengediink, akkor a gorbe két dga a ¢ = ig egyenesre vonatkozolag

egymasnak tiikorképe. Ha |p| értéke minden hataron tul né, akkor a két dg egyre t6bbszor

csavarodik a pélus koriill. Az — hiperbolikus spirdlis grafikonja, ha ¢ € [—67, 67]:
¥
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6
(d) Az r = - + 3 spiralis grafikonja, ha ¢ € [0, 47]:

12]y

I2'IT I3'IT I4'IT I5'IT

I6Tr

i0n

5111

:|2'IT
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A parabolikus spiralis két gorbére bonthatd fel, az r = 2,/p és az r = —2,/p spirdlisok
egymasra kozéppontosan tiikkrosek az origéra nézve:

r=2\/;

21 3m

-6
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(g) Az r = e logaritmikus spirdlis grafikonja, ha ¢ € [0, 27

)

600

-200 |

Az origd aszimptotikus pont.

1
(g) Azr=e¥ésazr= _4_16¢ logaritmikus spirédlisok grafikonja, ha ¢ € [0, 37]:

10000  -9000  -8000  -7000  -6000  -5000  -4000  -3000  -2000  -1000 1000 2000

-1000

-2000

Az origd aszimptotikus pont.

2.1.17. Az (2% + 322 — y? = 22 4 22y egyenlet ckvivalens az
(2" +47)2 = («* + ) + 2y
egyenlettel, amelyre alkalmazzuk a két koordinara-rendszer kozotti osszefiiggéseket, igy

r3 =1+ 2r¥ cospsinp
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adédik. A kapott egyenlet mindkét oldaldt osszuk el r2-tel és alkalmazzuk a megfeleld
trigonometrikus azonossagot! Ekkor az

r=1+4sin2¢p
polaregyenletet kapjuk. Mivel —1 <sin2p <1, igy 0 < r < 2. A gorbe grafikonja:

15"

r=1+sin2¢

T
2.1.18. Nyilvanvalo, hogy a ¢ = 3 egyenes és az r = by archimedesi spiralis metszéspontjai az

(5§+5kw,§+kﬁ)7 k=0,+1,£2,...

polérkoordinatas megadéasu pontok.

2.1.19. Az r = T(l — cos ) kardioid és az r = 4 sin p kér metszéspontjainak meghatarozasihoz

elso lépésként szorozzuk meg mindkét egyenletet r-rel. Ekkor

243

r
3

(r —rcosp) és  r? =drsingp

adddik. Vagyis a
43

T(r —71cosp) =4rsing
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44/3
egyenletet kell megoldanunk. Osszuk el mindkét oldalt %_—mal és térjink at Descartes-féle

derékszogi koordinatakra! Ekkor a

/x2+y2—x:\/§y

egyenlet adédik, ami ekvivalens az

Vol +y2 =3y +a

egyenlettel. Emeljiik négyzetre a kapott egyenlet mindkét oldalat! fgy
2+ =3+ a® + 2\/§:py,
azaz,

2y(y + V3z) = 0

adddik. Vagyis
y=20 vagy y—l—\/§x:0.

Ha y = 0, akkor azonnal ad6dik, hogy = = 0 is fennéll, tehat az egyik kozos pont az origd (Py).

4y

4
r= 5\/3(1 -cos Q)
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A miésik kozos pontot az y + v/3x = 0 sszefiiggésbél kapjuk, ugyanis ekkor
azaz, visszatérve polaris koordinatakra

2
ahonnan ¢ = ?ﬁ Ekkor
A masik kozos pont tehdt a

polarkoordinatas megadasi pont.

2.1.20. Az r = 4/3sin és az r = 4 cos  gorbék egymést metszé korok:

y

r= 4\/§sin<p

Az egyik metszéspont az origd (P;). A mésik metszéspontot akkor kapjuk, ha megoldjuk az
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r = 4v/3sin g,
r=4cosp

egyenletrendszert. Ekkor
44/3sin @ = 4cos p,

azaz

top =
gy /3

T
A keresett szog tehat ¢ = r A masik metszéspont ennek megfeleléen a

P2 <2\/§7 E)
6
polarkoordinatas megadéasi pont.

2.1.21. Az r? = 4cos2yp és az r? = 4sin 2p gorbék egymdst metszé lemniszkatak:

2
r =4sin2¢

2 m
r =4cos2¢ -3 ?=3

A metszéspontok meghatarozasahoz a

4 cos2p = 4sin 2,
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vagyis a
tg2¢ =1

egyenletet kell megoldani. Ekkor

20 = 1 vagy 20 = —.

Ez utébbi nem lehetséges ebben az esetben, mert

5%
4 — < 0.
Cos 1

Vagyis ¢ = g és
r? = 4 cos (2 . g) = 2\/5,
azaz
rio = £1/2V2.
Eddig tehat két metszéspontunk van:

A(BR]) e n(-68])

Vegyiik észre, hogy mindkét gorbe athalad az origdn, ez a harmadik metszéspont:

P5(0,0).

3.4 POLARKOORDINATAS ALAKBAN ADOTT FUGGVENY DIFFERENCIALASA

2.2.1. Ha r = y/cos 2¢p, akkor

dr 1 _1 sin 2¢p
=z 20)7% - (—sin20) 2 = —— 2
(a) i 2 (cos 2¢) 2 - (—sin 2¢p) o520
sin 2¢
2 2¢ - 4/cos 2 in2p: ——
(b) *r COS2p - VIO 2@t sin 2@ Veos2p  2cos?2p4sin’2p 1+ cos?2p

di® Cos 2¢ \/cos3 2 \/cos?2p
d*r sin2¢p (cos® 2¢ — 3)

© =
dr(z)z_ sing :_ﬁ \/52_@

do \6 r 2 2
COSg

(e) Nincs értelmezve.

0 85(5)-
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4 2

d
2.2.3. A d derivalt el6allitasahoz irjuk fel az r = 14-cos ¢ kardioid paraméteres egyenletrendszerét!

T
z(p) = (1 + cos ) - cos g,
0<¢p<2m.
y(p) = (1 + cosp) - sinp,
Ekkor
dy .92 2 p dx . . . .
o = €08 p—sin” Y+cos” p = cos p+cos 2¢p és o = —sin p—2cos psin p = —(sin p+sin 2¢p).
2 2

A lancszabaly alapjan:
dy dy dyp  cosp+cos2p

dr  dp dr  sing+sin2p’
Ha g = %, akkor

V3 o1
d d COS — + COS — — + =
Wiy (- e 22,
dx dr \6 sin — + sin — 1 V3
63 gty
dy s o 4 )
2.2.4. A —= derivélt eléallitasahoz irjuk fel az r = [ parabola paraméteres egyenletrend-
x —cosp
szerét!
(0) =
x(p) = —— - cos p,
I_ZOSSO 1 —cosp # 0.
yle) =12 o5 S,
Ekkor
dy  4(cosp —1) ) dr  —4sing

dp (1 —cosyp)? dp (1 —cosp)?
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A lancszabaly alapjan:
dy dy dp 1—cosp

de  dy dx sin ¢
Ha ¢y = %, akkor

s

dy dy /7 1—cos§ 1

_(¢0):_<_>:7:_

dx dz \3 sin — 3
3

1
Tehat az érinté meredeksége a ¢y = g pontban —.

V3

4
2.2.5. A feladat megoldasahoz felhasznaljuk, hogy az r = [ parabolara
— cos
dy 1—cosp
dr  sing

teljesiil (lasd 2.2.4. feladat megolddsa). Most azt a pontot keressiik a parabolan, ahol az érinté
meredeksége 1, vagyis azt a g radidnban megadott szoget, amelyre

_dy
- dx

1 —cosgpg

1 (900> ~ sin Yo

fenndll. Koénnyen lathato, hogy a feladat feltételei mellett csak a ¢y = g megoldas adddik a felirt

trigonometrikus egyenletre. Ekkor

A keresett pont tehét a

polérkoordinatas megadasi pont.

d
2.2.6. A Y derivalt eléallitésihoz irjuk fel az r = 3¢ archimedesi spirdlis paraméteres egyenlet-

rendszerét!
z(p) = 3pcos ¢,
. v € R.
y() = 3psing,
Ekkor p p
—y:3$in<p+3gocosg0 és —x:3(zosg0—3gosin<p.
de de

A lancszabaly alapjan:
dy dy dp sinp+pcosp

de  dp dr cosg —@sing’
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Ha ¢y = %, akkor

3
xo—:E(goo)—?)—cosz:T7T és yo—y(gpo)—?)—sm—zg,
tovabba
S S
@(E)_SmgjLECOSg_G—I—\/gW‘
dr \6 cos%—zsm% 6v3 -7

A keresett érintéegyenes egyenlete:

_6+\/§7r . V3r T
Y g )T

d
2.2.7. A Y derivalt eléallitasahor frjuk fel az r = €3? logarimikus spirdlis paraméteres egyenlet-
rendszerét!

z(p) = €*% cos p,
v eR.
y(p) = e*sin g,
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Ekkor p y
Y _ 3¢3%sin @ + e cos p és & 363 cos @ — e*? sin .
dy de
A lancszabaly alapjan:
dy dy dp 3sing+cose

de do dr 3cosp—sing
Ha ¢y = %, akkor

V3 . 1 .
zo = (o) = ¢ es Yo = Y(po) = 56"
tovabba
. ™
dy <Z) B 3s1n6+cosg B 343
dx \6 3cos— —sin— 3V3—-1
6 6
A keresett érintéegyenes egyenlete:
W 2 2
dy o e 4 o .
2.2.8. A T derivalt eloallitasdhoz irjuk fel az r = ———— ellipszis paraméteres egyenletrend-
x — cos
szerét!
4
z(p) = 1—coso o8¢
cosp peR
ylp) = m "SI @,
Ekkor
dy  4(4cosp —1) , dz —16sing
=== és _— =
dy (4 — cos p)? dp (4 —cosp)?
A lancszabaly alapjan:
dy dy dp 1—4cosy
de  do dr  4sing
Ha g = g, akkor
(o) 4 ™ 4 (o) 4 T 43
To =T (Yp) = ———— - COS— = = es Y =YlYo) = —————= "SIl - = —(——
4 — cos T 3.7 4 — cos T 3 7
3 3
tovabba
dy( )_dy<7r> 1—4cos—_ 1
dr 70 T 4 \3 Asin & 23
3



3.4 POLARKOORDINATAS ALAKBAN ADOTT FUGGVENY DIFFERENCIALASA 83

4 4+/3
Tehat az érinté6 meredeksége az ellipszis ¢g = g pontjaban, vagyis a Fp (;,%_) pontban

1
( > Az érintéegyenes Descartes-koordinatas egyenlete:

V3

1 4 +4\/§
=—=\|\r—z —.
y 7 7

A polarkoordinatas egyenlet felirasahoz alkalmazzuk a két koordinata-rendszer kozotti Osszefiiggéseket!

Az
_ 1 ( 4) N 4/3
reiny = ———|rcosy — - —
L Y7 7

egyenlet ekvivalens az
4

B cos ¢ + 2v/3sin ¢

egyenlettel, amely az érintoegyenes polarkoordinatas egyenlete.

r

d 1
2.2.9. A 2 derivalt eléallitésihoz irjuk fel az » = — hiperbolikus spirédlis paraméteres egyenlet-

x
rendszerét!
1
z(p) = — - cos g,
2
1 o € B\ {0)
y(p) = — - singp,
¥
Ekkor ) )
dy  @cosp —sing ) dx psin @ + cos
— = és — = .
dy ©? de ©?

A lancszabaly alapjan:
dy dy dp sinp—pcosp

de  de dxr  @sing+cosg’

Ha ¢y = g, akkor

Ty = 55(900) =0 és Yo = y(@o) = ;

valamint

2
A normaélis meredeksége a Py <O, —) pontban:
s
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A normaélis Descartes-koordinatas egyenlete:

T n 2
= ——x+ —.
y 2 T

A polérkoordinatés egyenlet felirasahoz alkalmazzuk a két koordinata-rendszer kozotti osszefiiggéseket!

Az
. T 2
TSIl = ——rcosy + —
2 m

egyenlet ekvivalens az
4

72 cos p + 2msin ¢

r =
egyenlettel, amely a P ponthoz huzott normalis egyenes polarkoordinatas egyenlete.
™
2.2.10. Els6 1épésként irjuk fel az r = sin2p gorbéhez a ¢y = 6 pontba huzott érintdegyenes

d
egyenletét! A d_y derivalt eléallitasahoz {rjuk fel az r = sin 2 gorbe (négyes rozetta) paraméteres

x
egyenletrendszerét!

z(p) = sin 2y - cos @,
v €R.

y(p) = sin2¢p - sin g,
Ekkor

d d
d—y = 2cos 2psin ¢ + sin 2¢ cos ¢ és d_:v = 2cos 2y cos @ — sin 2p sin .
¥ 2

A lancszabaly alapjan:

dy dy dp  2cos2psinp + sin2pcos ¢

dv — dp dr  2cos2pcosp —sin2psing’

’ .o
és Yo = y(po) = sin 3 - sin & =

tovabba

9 ™. T LT T
@(@0)_@(z>: Cosgsm6—|—sm3(:os6:i
dx dx \6 2cosgcosg—singsin% V3

V3
4

5
ontban —. Az
) G

m 3
Tehat az érinté meredeksége a gorbe py = 5 pontjaban, vagyis a Py (1’

érintéegyenes Descartes-koordindtas egyenlete:
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azaz

5
y:%x—\/g.

Masodik 1épésként keressiik meg a két egyenes metszéspontjat! A ¢ = 0 egyenes éppen az x-tengely,
azaz Descartes-koordinatas egyenlete y = 0. Megoldva az

5
:—:c—\/g,
Y /3

y=0

egyenletekbol allo egyenletrendszert, azaz a

5
V3

3
egyenletet, r = R adodik. A két egyenes tehat az

(2

pontban metszi egymast.

5
r=sin2¢ /1 Y= \I_EX'\/E e
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2.2.11. A feladatra két megoldast adunk.
I. megoldas:

Els6 1épésként irjuk fel az r = 1 — cos ¢ gorbe (kardioid) paraméteres egyenletrendszerét!

z(p) = (1 —cosp) - cos g,
‘ v € R.
y(p) = (1 —cosp) - sing,
Ekkor
dy . 2 2 p dx . . . .
o= coSs Y—+sin” p—cos” Y = cos Y —Ccos 2¢ és o= sin (p+2 cos @ sin p = — sin p+sin 2p
4 ¥

A lancszabaly alapjan:
dy dy dp  cosp—cos2yp

de  dp dr —sinp+sin2p’
Ha ¢y = g, akkor
T . . .
cos¢0:cos§:0 s 51ng00:s1n§:1,
valamint

20 = 7(po) = (1 —cosg) -cospo =0 6 yo=y(po) = (1 — cosy) - sinpy = 1.

Tovabba -
COS — — COST

dy dy (7 2
dx dx \2 —sin g + sin 7

Tehat az érinté meredeksége a gorbe ¢y = g pontjaban, vagyis a Fy(0,1) pontban —1. Az

érintéegyenes Descartes-koordindtas egyenlete:
Yy=— + 17

azaz
r+y=1.

Az érintéegyenes egyenlete polaris koordinatakkal:
r(cosg +sinp) = 1.

II. megoldas:

frjuk fel az r = 1—cos ¢ gorbe (kardioid) Descartes-koordinétés implicit egyenletét! Az r = 1—cos¢
egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg r-rel! Az

TZZT—T’COSQO

egyenlet esetén alkalmazzuk a két koordinata-rendszer kozotti Osszefiiggéseket! Ekkor az

Py =Vt
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implicit alakt egyenlethez jutunk. Allitsuk el6 az y’ derivaltat (y = y(x))! Alkalmazva a derivalasi
szabalyokat az aldbbi egyenlethez jutunk:

1
2x + 2yy’ = 5(:52 + y2)_% -2z +2yy) — 1,

ahonnan
x

T

y = Y

€N — — 2
TV

—2x —1

Ha g = g, akkor
zo=a(po) =0 & yo=ylpo) =1,

azaz a Py(0,1) pontbeli érint6 egyenletét keressiik. Az érinté meredeksége:

Vim=g5—=-1

Az érintéegyenes Descartes-koordinatas egyenlete:

y=—z + 17
azZazZ
r+y=1
y
1.5
P4(0.1)
+y =1
0.5 xy

0.5
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2.2.12. El6szor a vizszintes érintoket, vagyis az x-tengellyel parhuzamos érintoket keressiik meg.
Nyilvanvald, hogy ezen érint6k meredeksége 0. Irjuk fel az r = 1+sin ¢ gorbe (kardioid) paraméteres
egyenletrendszerét!

z(p) = (1 +sinyp) - cosp,
@ € [0, 2.
y(p) = (1 +sinp) - singp,
Ekkor
dy . . , dx . 9 . 9 .
%:COSg0+2COSQDSlIlg0:COSQD+SII12§0 és @:—smg0+cos @ —sin® p = cos 2¢ —sin .

A lancszabaly alapjan:
dy dy dp cosp+sin2yp

dr  dp dr cos2p—sing’
Azonnal adédik, hogy
dy dy dp cosp+sin2p

== =—"=0 < in2¢ = 0,
dr  dy dr cos2p —sinp cos@ Fsin 2p

azaz
cos (1 + 2siny) = 0.
cos = 0, ha

3T

_ﬂ- p—
801—2 vagy Y2 = 5

AP (2, 5) polarkoordinatas megadéasi pontban van vizszintes érinto, ennek Descartes-koordinatas

T dy g : .
egyenlete y = 2. A py = 5 eseten a Iz tort nevezdje is zérus, igy ezen a helyen nincs vizszintes

T
érinto. A

2sinp = —1,
azaz ]
sing0:—§, ¢ € [0,27]

egyenlet gyokei:

T ) 117

Y3 = F es Q4 = T

Vizszintes érinté huzhaté tehat a

1 7m 1 117
Pl = — $ Pl = —
3(2,6) és 4(2,6)

polarkoordindtas megadast pontokban is a kardioidhoz. Mindkét érinté Descartes-koordindtas
egyenlete

1
?/—4~
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d
A fiiggdleges, vagyis az y-tengellyel parhuzamos érintéket akkor kapjuk, ha a d_y tort nevezdje zérus,
azaz *
cos2¢p —siny = 0.
3T i
A trigonometrikus egyenletet megoldva megkapjuk a mar ismert oy = > gyokot (ekkor az érinté
éppen az y-tengely), valamint a
T ) 5%
=— és = —
¥s 6 %6 6
gyokoket. Fiiggoleges érint6 tehét a

3 7 3 bm
I ¢ FPs| =, —
5<276> €s 6(27 6)

polarkoordindtas megadédsu pontokban is hiizhat6 az r = 1+ sin ¢ kardioidhoz. A P5 pontba huzott

3V3 i i
érinté Descartes-koordinatas egyenlete x = o a Py pontba huzott érinté Descartes-koordinatés

3v/3

egyenlete pedig x = i

25|y

r=1+sing
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