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1. gyakorlat

Matematika II.

. Az aldbbi f fiiggvényeknél adja meg f'-t!
(a) f(z)=2*—2x+5;

(© S(@)= I+ YT+
() flo)=+/VVz

. Az aldbbi [ figgvényeknél adja meg f’-t!
szorzatara vonatkozd derivalasi szabalyt!

(a) f(z) = (z+2)Vz;
(c) f(z)=(2*+1)cosz;
(e) f(x)=3a"log,x;

. Az aldabbi f fiiggvényeknél adja meg f'-t!
hanyadosara vonatkozé derivalasi szabalyt!
r—1
(o) fla)=""
sinx 4+ 1
(c) flz)= cost —1

4

(©) 1) = T

(b)

(d)  f(x)=2yx - 3Va%
2 1

(f) f(x)ZﬁJrﬁ-

Alkalmazza a differencidlhato fliggvények

fla) =T—x—a%

(b) f(x) =xsinz;
fx) =2"(x = 1);
(f)  f(x) =sinzcosx.

Alkalmazza a differencidlhat6 fliggvények

) f) =10
(d)  flz) = tew;
(f) f(x):sinx—xcosx

cosx + xsinx’

. Az aldbbi f fiiggvényeknél adja meg f’-t! Alkalmazza a differencialhaté fiiggvények kom-
poziciéjara vonatkozd derivalasi szabalyt (lancszabélyt)!

1
(a) f(l’):m;
© = (23)

(e) flx) =1 +z2)%
. Az aldbbi f fiiggvényeknél adja meg f'-t!

() fla)= 2 SVT,

ctg?x
(c) f(z)= ;

z? - tgr
2m

(e) f(x)=5"-sin3x + tg(5x — 2);

flz) =2z +T,
@)= Vi ViTT

(f)  f(x) =cos?(z® 4+ 1).

) = (a2 4 27— 3307
f(x) = 3" + cos(2? — 3z);

3z

(f) f(z)=In Nk
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16.
17.
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Az alabbi f fliggvényeknél adja meg f’-t!

_ sinbx + /r 1

(a) f(z) (b)  f(z)=cos*(4x+ 1) -In

I

s x84+ 2
(c) flz)= jZEQtlgfi; (d)  f(x) = tga® + ctg(z + 5);
— tcosw
T
(e) f(z)= 903 $-J1rn52 + Yz - sin 8z 6 fl) = logg((;??i 3:2; 2:1:);
v vai! 2
© 0= Fry ) s =YL

Hatdrozza meg az f : R — R, f(z) = 2®—3x+1 fliggvény grafikonjanak az zq = 2 abszcisszaji
pontjahoz hizott érintd és normélis egyenletét!

1
Adjameg az f: R — R, f(z) = gx?’ — x fiiggvény azon pontjait, amelyekhez tartozé érintok

parhuzamosak az y = 3z egyenessel!

Hatérozza meg az f : R — R, f(x) = 1+ cosx fiiggvény grafikonjédnak az xy = g pontjahoz
tartozd normalisat!
Mutassa meg, hogy az f : R — R,

3z2 +1
r)=——

/(@) 3+ 22

egyenletli gorbe egységnyi ordindataju pontjaiba huzott érinték az origéban metszik egymast!
Adja meg az f(x) = Va2 + 1 fliggvény mésodik derivaltjat!
Adja meg az f(z) = 6” + 2° fiiggvény hatodik derivélt fiiggvényét!

Hatérozza meg az f(x) = sinx fiiggvény szézadik derivaltjat!

Mutassa meg, hogy ha

akkor teljesiil az
[ (@) +2f'(x) + 2f(x) = 0.

egyenloség!

Egy tetszoleges pozitiv szamhoz adja hozza a reciprokat! Melyik szam esetén lesz ez az 6sszeg
minimélis, illetve mikor lesz maximalis?

Hatdrozza meg azt a pozitiv z valds szdmot, amelyre az z — 22 kiilonbség maxim4lis!
Ossza fel a 8-at két részre tgy, hogy a részek négyzetosszege minimalis legyen!

Ossza fel az a tavolsagot két részre ugy, hogy a részekkel, mint oldalakkal szerkesztett
négyzetek teriiletének 0sszege minimalis legyen!



2. feladatlap
Implicit fliigguények differencidldsa

1. Hatérozzuk meg az alabbi, implicit alakban adott fiiggvények ' derivaltjat, ha y = y(z)!

(a) 2®+y’ =1 (b) 2y +y* = 1;

(c) dxy+y* = 10; (d) 22 + 2xy — y? = 2u;

(e) cosy = =; (f) 2%y + 3zy® — z = 5;

(g) = + 1o 100; (h) —5— +ctg’z = 3;
Ty cos? y

(i) Iny+zy=1,; () arctg% =In /22 + 2.

2. Hatdrozzuk meg az z* — xy + y? = 3 gorbe P(1,2) pontjdhoz tartozé érint6 egyenletét!

3. Hatdrozzuk meg az 922 + 16y? = 52 egyenletii ellipszis azon érintdit, amelyek parhuzamosak
a 9r — 8y = 1 egyenessel!

4. Hatdrozzuk meg y/'-t és y”-t, ha zy +y*> = 1 és y = y(z)!

5. Hatdrozzuk meg y'-t és y”-t az (1,0) pontban, ha a siny = a® — x° gorbe dtmegy ezen a
ponton és y = y(x)!

2 3
6. Igazoljuk, hogy y" = w—yg, haz+y=xy ésy = y(x)!

Paraméteres alakban adott figgvény derivdltja

d
7. Hatérozzuk meg ¢y’ = d_y értékét az
T

z(t) =13 +t,
teR
y(t) ="+t +1,
paraméteres alakban adott gorbére!
. p_ Ay
8. Hatarozzuk meg ¢’ = T értékét az
x
x(t) = 2 cost,
t €[0,2m)
y(t) = 2sint,

T
paraméteres alakban adott gorbére, ha ¢, = Z!



10.

11.

12.

13.

2

d
Hatédrozzuk meg ' = d—y és y = d_z értékét az alabbi paraméteres alakban adott gorbére!
x x
z(t) = e - sint,
teR.
y(t) = e’ - cost,
d 2
Hatédrozzuk meg ' = i AP Yy = &Y rtékét az
dx dx?
x(t) = cos®t,
t €10,2m)
y(t) = sin®t,
paraméteres alakban adott gorbére, ha ¢, = g!
Hatarozzuk meg az
r =95Hcost
t € [0,2m)
y =4sint

T
paraméteres alakban adott ellipszisnek a tg = 1 paraméterértékhez tartozé pontjahoz hizott

érinté iranytangensét! Vazoljuk a gorbét!

Adjuk meg az alabbi paraméteres alakban adott gorbe ¢y = 0 paraméterértékii pontjaban az
érintegyenes egyenletét!
z(t) = 3é,
teR.

y(t) = 5e7,

Hol konvex az

teR

x(t) =3t — 1,
{ y(t) = 9t* — 3t,

gorbe?

Polarkoordindtas alakban adott fiigguény differencidldsa

14. Legyen r = y/cos2p. Szamitsuk ki az alabbi kifejezéseket!

dr d?r
(a) %7 (b) d_gﬂ’

d>r dr /7
(c) o (d) @<E>’

(e) %(%) (f) %(%)



15.

16.

17.

18.

19.

6+\/§7Ta B
6\/§—7T %o

Igazoljuk, hogy az r = 3¢ archimédeszi spirdlis érint6jének meredeksége

pontban!

, 1 3
Irjuk fel az r = — hiperbolikus spirdlis érintéjének egyenletét a ¢y = > pontban!

4 T
Hatarozzuk meg az r = T o parabola érintéjének meredekségét a g = 3 pontban!
— COs
. 4 /7 .7 / . ’” /
Adjuk meg az r = e parabolanak azt a pontjat, ahol az érinté meredeksége 1!
— Cos

frjuk fel az r = 1 — sin ¢ kardioid ¢y = 0 pontjaban az érintéegyenes egyenletét!

T
6



3. feladatlap

A hatdrozatlan integral, integrdldsi szabdlyok

1. Szamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralokat!

J (@73 + 227 — /) do
I x3 — 3% + 4\3’/de‘
Xz

D 2
/ (COSQQS a sinZ:r) 4,
[ /2 da;

[ (Vz —1)(z+3) du;

(b) f(%—é/PJrﬁ-W)dx;
(d) [ (12457 + 2%+ — de”) du;

2
) [ (—2 sinx + 3cosx — —) dx;

X

(h) f(lfo—I— 11_x2>dx;
G) [ (2" + 3% dx.

2. Vezessiik vissza elemi integrélokra a kovetkezo integralok kiszamitasat!

f 3%e"dx;

4
J 3+ 322 dz;

Cos 2x
/

ﬁdx;
COS* x SIn” T

cos 2x

fcos%c a

[ V1= 3xdz;
[ (x4 1) da;
fsinzxcosa:dm;

fxzmdx;

2x
———dux;
/ Va2 41
COS &
——dx;
f Vsin® x
Inz

" dr:
J = dz;

f2a:

241
J

J

L5

dx;
er+1
arctg x

1+ 22

)

IL‘2

1+ dea:;

(o) J

(d)  [tg®xdz;

0 f S

h)  [ethzda;

) [ (e + 10)%ds;
) /(8= 3x)5dx;

n) [ cos’rsinzdz;

p) Java?+ 1ldg;
(r) [ +/chz — 1-shzdx;

f sinx da
(ty) [tgwdz;
x+2

() fx2+4:r;+5dx;
1
d .
(w) fa:lna: ot
1
) f1+0082:1: i



3. Szamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralokat!

(a) [ sin3wda; (b) [ cos(4x + ) da;
(c) Je™du; (d) [ (e +3e7%) du;
() [ (22 —3)" du; (f) [ V6r—2dz;

(g) [ cos(3—dx) dx; (h) [ €5 du.

Szorzatintegrdlassal megoldhato feladatok

4. Szamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralokat!

(a) [ axe”du; (b) [ @sin2zdx;

(¢) [a*7"dux; (d)  [a?coszdz;

(e) [ a%sin2zdx; () [a?e > dx;

(8) [em7"dx; (h)  [erineda;

i Zl(i;s; dzx; (G)  [Inzdx;

k) [alnzd; ()  [arctgx du;

(m) [ arcsinz dx; (n) [arccoszdz;
(0) [a23Inzde, (p) farctgg dx;
(q) [arthzdz, (r) [In®zdz;

(s) [ a*arctge du; (sz) [ warctge du;
(t) [ xarccosz dx; (ty) [(a? + z)chx da;
(w)  [(2*+2z) Inzdx; v) [Vzln®zdr;
(w) [ e* coszdx; (x) [chz - sinbxdz;

sin 3z - cos bz dx: z edrt2inz g,
) ;



4. feladatlap

Integrdlds helyettesitéssel

1. Adjuk meg az aldbbi hatarozatlan integralokat!

1
(a) / mdﬂ% (b)
651 cos xdz; (d)

(i) e” cos(e”) du; ()
W [T )
/\/ﬁdx; (n)
/T _1d1:; (p)

) [ods (1

2. Adjuk meg az alabbi hatarozatlan integralokat!

(a) / ﬁdm; (b)
I @)
© [ (1)
© [ g i (v
0 [ VaTr s 0

[Vt 0

| g

1
/ — o dx
sin”(4z +7)

€“S? gin xdx;

2
/ T dx;
5+ 22
2x
/ ¢ dx;
14 e
/ ¢ dx;
1+ e2e
/eﬁ dx;
2x
/ ¢ dx;
1+e*

ery/et — 1

er+ 3

1
d
/1—|—Ch£(] o
1
/. d;
S1n xr

/ Intgx
—dx;
sin x cos x
sin x
/—d:v
3+ cosx

/\/9 — 22dzx;

dx;

/\/5132 — 16 dz;

X
—
/mx
2

/f@_dx
V1— 22

)



Racionalis tortfugguények integrdldsa

3. Allftsuk el6 az aldbbi hatdrozatlan integralokat!

1 2
@ [ gdn /“3 ;
r—4 xr— 2
r+1
(c) /x2+2x+3’ /x o
(e) / 2z + 3 ' /
2 4+2r+2 1+ 22)?
1
() /x2+x+1 & /x2—2x+7
1
i — dux; .
(i) /(233—1)2 . /x2—6x—|—9 o

4. Parcidlis tortekre bontassal szamitsuk ki a kovetkezo hatarozatlan integralokat!

1 1
(@) / TP (b) / e

2 3z — 59
(c) / CENEES (d) / Gl —1) ™

11x — 29 20 + 1
(€) / Br— 5w —7) ®) / pE—
Ny 0 [
) 20 — 1 ) 2 +1
(i) /mdfc; (1) /mdx;
e O [
2043 210

(m) /mdﬁ; (n) /mdw;

Raciondlis fiigguények integraldsdra vezetd helyettesitések

5. Allitsuk el az aldbbi hatdrozatlan integralokat!

(@) /W\/f:ﬁ)d% /e 13
/\/Ei\%dx; /1+\/§x3dx




5. feladatlap
Riemann-integrdl

. Tekintsiik az f : [0,1] — R, f(z) = 2? fiiggvényt! Osszuk fel a [0, 1] intervallumot 6t részre,
majd adjuk meg a felosztas osztopontjait, részintervallumait, tovabba a felosztashoz tartozo
also és felsd integralkozelitoé Osszeget!

. Egy egyenes palyan mozgé test gyorsulas-ido fiiggvénye:

o [0, g] R, f(t) =sin2t.

Osszuk fel a [O,g} intervallumot négy egyenlé részre, majd adjuk meg a felosztas

osztopontjait, részintervallumait, tovabba hatarozzk meg kozelitéleg a sebesség megvaltozasat,
azaz adjuk meg a felosztashoz tartozé alsé és felso integralkozelito osszeget!

. Legyen adott az f : [-2,2] — R, f(z) = 4 — 2? figgvény. Osszuk fel a [—2,2] interval-
lumot nyolc részre, hatarozzuk meg a felosztds osztépontjait, részintervallumait, valamint a
felosztashoz tartozé alsé és felsd integralkozelité Osszeget!

. Legyen f:[-4,3] = R, f(x) =2—2, P={-4,—-1,0,1,3} C [—4, 3], tovabba
1
tl :—3, t2:—— t3:§, t4:2

Széamitsuk ki az s(f, P), S(f, P) és o(f, P) Osszegeket!
. Igazoljuk teljes indukciéval az aldbbi azonossagot:

n(n+1
1+2+---+(n—1)+n:¥,

majd ennek felhasznélasaval bizonyitsuk be a Riemann-integral definicigjanak felhasznalésaval,
hogy

. Igazoljuk, hogy az

1, ha x racionalis,
B TR

1 0, ha z irraciondlis
Dirichlet-fiiggvény nem Riemann-integralhaté a [0, 1] intervallumon!

. Legyen ¢ € R és f : [a,b] — R, f(z) = c¢. Bizonyitsuk be a definicié alapjan, hogy f
Riemann-integralhato!



8. Adjunk meg olyan f : [a,b] — R fiiggvényt, amelyik nem Riemann-integralhaté [a, b]-n, de |f|
mar Riemann-integralhaté [a, b]-n!

/f(x)dx:5, / flx)de = =2, /g(x)dx:T

Hatérozzuk meg az alabbi integralokat!

9. Legyen

(a) /1f(:v)d:c, b) /4f(:c)d;z:,

() /13f<x>d:z:, () /1(2]”(:6)—1—49(95)) o
(© / o) (t /l(f(af)—g(w)) do;
(g) /l(g(a:)—2f(:v>> dx; (h) /1(4g($)—8f(:x)) dx.

10. Legyen

/f(a:)dx:—l, / f(x)dx =5, /h(a:)dmzél.

Hatarozzuk meg a kovetkezo integralokat!

(a) / (=2)f(z) da; (b) / (f(z) + h(z)) da;
© [ @) - shia) ds @ [ fa)d
© [ty 0 [ () 1) de

1
3
11. Mutassuk meg, hogy az / V14 cosxdr < 3 egyenotlenség fenndll!
0



12. A maximum-minimum egyenl6tlenséget alkalmazva adjunk also és fels6 korlatot az

1

1
dx
14 22

0

értékre!

13. Bizonyitsuk be, hogy

1
de < —.
TS

1
3
V14 b
4
Newton-Leibniz-formula

14. Szamoljuk ki az alabbi hatarozott integralokat!

0 2

(a) /(Zx +5) da (b) / (2% — 20 + 3) da

-2 -2
1

© [@+vads (@) /Qde;

sin z dx; (f)

cos z sin® z dx;

A
&
m\:\\w‘:‘ o
3 O\w‘:‘

1
(g) /\/xQ — 62 + 9dx; (h) /x2 sin 2x dux;
0 0

s

1

4
1
. 31 2 . 1 _—
(1) /'/I; 1 xdx, (J> /1+Sln:1:‘dx

0
1007

0
0
(k) / |2z + 3| dx; (1) / V1 — cos 2x du;
) 0
3

s

(m) / sgn(z — 2%) da; (n) / 2 sgn(cos z) dz.

0 0

15. Hatdrozzuk meg az f(x) = /= fliggvény kozépértékét a [0, 1] intervallumon!

16. Adjuk meg az f(z) = fiiggvény kozépértékét a [O, ﬂ intervallumon!

cos? x



17. Hatdrozzuk meg a b valés paraméter értékét, ha az f(x) = x® + bx — 2 fiiggvény atlagos értéke
a [0, 2] intervallumon 4.

Az integrdl, mint a felsé hatar fligguénye

18. Hatarozzuk meg az aldbbi derivéltakat!
d [ d [
(a) . V5 + Tt dt; (b) — [ sin”tdt;
T
2
d [, d
(c) . Vit + 1d; (d) — [ Vtdt.
T
.. dy o
19. Keressiik meg d——et az aldbbi feladatokban!
T

(a) y—/ﬁﬂm; (b) y—/%dt, (x> 0);

0 22

(c) y—/sintht; (d) y= /cosﬂdt.

vz 0



10.

11.

12.

13.

14.

. Vazoljuk az f : R —= R, f(z) =

6. feladatlap

Terulet szamitasa hatdrozott integrallal

. Hatdrozzuk meg az f(z) = —2% — 2x fiiggvény grafikonja és az z-tengely 4ltal hatdrolt tar-

tomdny teljes teriiletét, ha z € [—3, 2]!

. Szamitsuk ki az f(r) = 23 — 4z fiiggvény grafikonja és az z-tengely dltal kozrezart véges

sikrész tertiletének mérészamat, ha x € [—2,2]!
Mekkora teriiletet hatdrolnak az f(x) = 2%, a g(x) =x+6, v = =2 és az v = —1 gorbék?

Adjuk meg annak a tartomanynak a teriiletét, amelyet az f(x) = 1+4cos z fliggvény grafikonja,
valamint az y = 2 és az x = 7 egyenesek zarnak kozre!

. Vézoljuk az f(r) = 2° fuggvény grafikonja, az y = —z és az y = 1 egyenesek dltal hatédrolt

tartomanyt, majd hatarozzuk meg a teriiletét!

Szdmitsuk ki az f(z) = 2? és a g(x) = o + 2 gorbék &ltal kozrezart sikrész teriiletét!

. Adjuk meg az f(x) = 2*> —x és a g(x) = x —2? paraboldk 4ltal hatdrolt tartomdny teriiletének

mérdszamat!

Szamitsuk ki az xq értékét ugy, hogy az y-tengely, az f(x) = /= egyenletii gorbe, valamint e
gorbének az xg abszcisszaji pontjahoz huzott érintdje altal hatarolt véges tertilet mérészama

2
T=-
3

legyen!

1
T fiiggvény grafikonjat! Szamitsuk ki a b € R paraméter
x
értékét, ha a gorbe alatti teriilet a [—b, b] intervallumon 1!
Abrézoljuk ugyanabban a koordinata-rendszerben az f(z) = sinz és a g(z) = cos z fiiggvényt,
majd szamitsuk ki, hogy mekkora teriiletiiek a megadott gorbék altal kozrezart tartomanyok!

Mekkora teriiletfi sikidomot zar kozre az y? = 2z parabola és az 22 + y? = 4x kor?

x(t) = 3cost
y(t) = 3sint
mérdszamat a 0 < ¢ < 7 intervallumban!

Szamitsuk ki az paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe alatti tertilet

x(t) = rcost
y(t) = rsin 2t

intervallumban (r > 0)!

Szamitsuk ki az } paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe alatti teriilet

méroszamat a 0 <t <

bl 3

Szamitsuk ki az o ( )
z(t) = 3(t — sint
y(t) = 3(1 — cost) } ’ t & [0,2n]

paraméteres egyenletrendszerrel adott kozonséges ciklois egy ive alatti teriilet mérészamat!



15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Mekkora az
x(t) = cos 2t
y(t) = cost

}, t €0, 27]

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe és az y tengely kozé esé sikrész teriilete?
Készitsiink vazlatot!

Szamitsuk ki az r = 44/cos 2p gorbe (lemniszkéta) teriiletét! Vazoljuk a gorbét!

Szamitsuk ki azon siktartomany teriiletét, amely az r = 1 + cos ¢ gorbén beliil és az r =1
koron kiviil van!

Szamitsuk ki azon siktartomany teriiletét, amely az r = 24/cos2¢ gorbén beliil és az r = 1
koron kiviil van! Készitstink dbrat!

Hatarozzuk meg az r = sin ¢ kor altal hatarolt tartomany r = 1 — cos ¢ kardioidon kiviil es6
részének a teriiletét!

Szamitsuk ki annak a siktartoménynak a teriiletét, amely az r = 4 cos ¢ gorbén beliil, de az
r = 2cos ¢ gorbén kiviil van! Készitsiink abrat!

Hatarozzuk meg az r = 4 kor és az r = 44/cos2p lemniszkata kozé eso véges siktartomany
teriiletét! Készitstiink abrat!

Hatarozzuk meg az r = sin 2 négylevell l6here egyik levelének teriiletét!
Stkgorbék iwhosszanak szamitdsa

Szamitsuk ki az alabbi gorbék ivhosszat!

(a) y=chx, xe€]l0,3]; (b) y = V4 —22, x€[-22];
(¢) y=Insinz, xe€ [Z,g} ; (d) y=In(1-2%), ze€ [0,%};
(e) y=+/(2+2x)3, z¢€ {—é, é}, (f) 6zy = z* +3, x€|[l,2].

Szamitsuk ki az
x(t) = 3cost
y(t) = 3sint

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe {ivhosszat a 0 < ¢ < 27 intervallumban! Vazoljuk

a gorbét!

Szamitsuk ki az
x(t) = e'sint }

y(t) = e’ cost

T
paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe ivhosszat a 0 <t < 5 intervallumban!



26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Szamitsuk ki az
x(t) =t —sint }

y(t) =1 — cost
paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe ivhosszat a 0 <t < 27 intervallumban!
Szamitsuk ki az
z(t) = cos®t }

y(t) = sin®¢

T
paraméteres egyenletrendszerrel adott csillaggorbe ivhosszat a 0 < ¢t < 5 intervallumban!
Vazoljuk a gorbét!

Szamitsuk ki az

x(t) = 4(cost + tsint) }
y(t) = 4(sint — t cost)

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe ivhosszat a 0 <t < « intervallumban!
Szamitsuk ki az r = 1 + cos ¢ kardioid keriiletét! Vazoljuk a gorbét!

Hatérozza meg az r = e¥ spirdlis {vhosszat, ha ¢ € [0, 1n 2]!

Hatdrozza meg az r = cos? g gorbe {vhosszat, ha ¢ € [0, 27]!

Forgdstest térfogatdnak szamitdsa

Szamitsuk ki az alabbi gorbék z-tengely kortili forgatasaval nyert testek térfogatat!

(a) y=4z+5, z€l0,6]; (b)y =22 +4z+6, z€[23];
(c) y=ch3z, ze[-1,1]; (d)y=av2+23 =z€l0,1];
() y=+va+3, zell6]; (f) y=Inz, e[l
(g) y==ze*, z€l0,1]. (h) y =z, x€[0,4].

Szamitsuk ki az y = sinx gorbe z-tengely koriili forgatasakor keletkez6 ”végtelen gyongysor”
egy gyongyszemének térfogatat!

Az y = QSing gorbe egy fél hullaimat megforgatjuk az x-tengely korill. Mekkora az igy
keletkezo test térfogata?

Tekintsiik az y = 2® egyenletii gorbe, az y = 1 egyenes és az y-tengely altal kozrezart véges
sikrészt! Mekkora térfogati forgastestet kapunk, ha a tartomanyt az y-tengely koriil megfor-
gatjuk?

Forgassuk meg az x-tengely koriil azt a siktartomanyt, amelyet az zy = 1 hiperbola, az x = 1,
az r = 3 és az y = 0 egyenesek hatarolnak! Mekkora a keletkezo forgéstest térfogata?



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

4

Tekintsiik az y = (v — 3)? és az y = — gorbék altal hatérolt tartomdnyt! Az z- illetve az
x

y-tengely koriili forgatassal keletkezo forgastestek koziil melyiknek nagyobb a térfogata?

2
Szamitsuk ki az — +y? = 1 egyenletii ellipszis z-tengely koriili forgatdséval keletkezd forgdsi

ellipszoid térfogatat!
Szamitsuk ki az
x(t) =t —sint

<t<
y(t)zl—cost}’ Ostsin

kozonséges ciklois egy ivének z-tengely koriili megforgatasakor keletkezo forgastest térfogatat!
Forgdstest felszinének szamitdsa

Szamitsuk ki az alabbi gorbék az-tengely koriili forgatasaval nyert testek felszinét:

(a) y=2a% wx€][0,1]; (b) y =sinz, =z €0,7];

() y=+r2—2a% wzel-rr (d) y=+v2z+1, z€[4,12;

() y=20+43 z€l05]: (f)y:%\/}@—x), ze0,3).

Az y= cre” egyenletli gorbe [0, In 2] intervallum feletti ivét forgassuk meg az z-tengely

koril. Mekkora az igy keletkezett forgastest térfogata és teljes felszine?

1
Szamitsuk ki az y = d + —, x € [1, 3] egyenes szakasz y-tengely koriili forgatdsival keletkezd
csonkakup palastjanak felszinét!

2
Szamitsuk ki az T + 12 = 1 egyenletii ellipszis z-tengely koriili forgatdsaval keletkezd forgdsi
ellipszoid felszinét!
Mekkora az 0
z(t) = cost
<t<
y(t)zQ—i—sint}’ O<t<om

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe x-tengely koriili forgatéasakor keletkezo forgéastest
felszine?

Mekkora annak a forgéastestnek a felszine, amely az

2

o(t) = 3VE } 0<t<V3
y(t) =2Vt

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe y-tengely koriili forgatéasakor keletkezik?



7. feladatlap
Improprius integrdalok

1. Szamoljuk ki a kovetkezo improprius integralokat!

1
@ [ dn /
1
0 o
(c) /em dx; /xe
T 0
(e) / ! dz;; /3 102
rlnx
2 0
(2) /sinxd:v;; (h) /smx;z: dx;
0 0 ¢
/;dw; () /eﬁdw;
1 Vet 41 1
(k) / L 1) / Y g
1+ a2 1+ a2

2. Szamoljuk ki a kovetkezo improprius integralokat!

1 1

@ [ o f S

0
1

0
3
(c) / Inz dx; (d) / tg x dx;
0
2

0

T 1
——dx: f dx:
/\/4—x2 . ®) /sh2x “
0 0

1 1
dz; h dzx;
VI —z v (h) /cos22x o
0

/N% W) /1—1x2d5”‘

3. Hatdrozzuk meg az f : Rt — R, f(x) = xInz fliggvény grafikonja és az z-tengely &ltal
kozrezart véges sikrész teriiletét!



4. Szamitsuk ki a kovetkezo integralokat!

1

V3
L 1
da; b Y
« /(4—95)\/1—37 " (b) /m o
’ 0
2 212 +4r +5 20 )
) /(ZL’2+4ZE—|—5)$2 o (d) /37 2arctg v dx;
' 1
- r+3 P -
e f du.
e 0 | e
5. Legyen f: R — R,
0, ha z < 0;
1
f(z) Jz ha0<x <1;

e haz>1.

/f(x) dx és /xf(:p) dx

—00

Szamitsuk ki az

improprius integralokat!

6. Milyen a € R paraméter esetén teljesiil az alabbi egyenl6ség?

o0

/xel_o‘zdx =1

0

7. Milyen 3 € R paraméter esetén lesznek az alabbi integralok konvergensek?

2

1

(a) / x(ledx; (b) /Oox(Tlx)ﬁ da.

8. Tekintsiik az f : R — R, f(z) = e fiiggvény grafikonja és az z-tengely altal hatarolt sikrészt!

(a) Mekkora az els6 siknegyedbe es6 sikrész tertilete?

(b) Forgassuk meg az els6 siknegyedbe es6 sikrészt az x-tengely koriill Mekkora a keletkezé
forgastest térfogata?

(c) Forgassuk meg az elsé siknegyedbe es6 sikrészt az y-tengely koriil is! Mekkora a keletkez6
forgastest térfogata?



Numerikus sorok

9. A lim S,, hatarérték kiszamitasaval vizsgaljuk meg, hogy az alabbi sorok konvergensek-e és

n—oo

konvergencia esetén adjuk meg az Osszegliket!
0 1 x 2
- . b e
(c) 224712—471—3’ (d) nz::ln2+3n’
x  2n+1 o9
€ X3 (f) X (Vn+1-=yn)
n=1n?(n + 1) n=1
(g) Y (Vn+2-2vVn+1+n).
n=1
10. Mutassuk meg, hogy a
N Eetvrest
“~(n+1)yn+nyn+1

sor konvergens, majd szamitsuk ki a sor Osszegét!

11. Vizsgéljuk meg az alabbi sorokat konvergencia szempontjabdl! Konvergencia esetén szamitsuk

ki a sor Osszegét!

@ o » = (1)

03" i
© S @ X
(&) 21%; (h) g)o(;i)n;
0 (5 5) DESEEE LS

12. A divergencia-kritérium segitségével mutassuk meg, hogy az alabbi sorok divergensek!
< n—1 x 3n—+vn?+1

(2) Zn—i—l; (b) 712231\3/8n3—5+2n;

n=1

© v @ > mn

@ x(1-2), m S

n=1 n

M8

i
I

?|

8
VR

3
—

() Y cos(nm); (h)

n=1

3
I
—



13. Mutassuk meg a majorans kritériummal, hogy a > — sor konvergens!
n

n=1

14. Igazoljuk a minorans kritériummal, hogy a

=1

ne
n=1

hiperharmonikus sor divergens, ha 0 < a < 1!

15. Allapitsuk meg, hogy az alabbi hiperharmonikus sorok koziil melyek konvergensek!

o 1 00
(a) n:lﬁ’ (b> n:lﬁ’
© T @ ot
© Xk 0 X
(@ glz: (h) ::1(10”8)—2

16. Az 6sszehasonlité kritériumok segitségével dllapitsuk meg, hogy az alabbi sorok koziil melyek

konvergensek!
x 2n—1 < n?+1
- . b L.
(a) n=1 TL2 +1 7 ( ) n:1n8 + 6’
© 3n+7 = 1
- . d -
(C) Eln2+97 ( ) n—ln(n+2),
x| cos 2n| > 1
€ S 0 X
@ > m >
& zin+/n’ Zincos?n’
17. A Cauchy-féle gyokkritérium segitségével allapitsuk meg, hogy az aldbbi sorok koziil melyek
konvergensek!
< /n+3\" < n?
. b .
@ = (") ) S
z . d \rma)o
© X @ R
< (2n% +4n+1\" x© 3" (n*+5)
i . f 9\ I
© T (Zt) m s,
00 371 00 en
—; h —.
® X5 0 %%



18. A D’Alambert-féle hanyadoskritérium segitségével allapitsuk meg, hogy az alabbi sorok koziil

melyek konvergensek!

© X (f) i%

P
n=1 Snnl n=1

19. Az integralkritérium segitségével allapitsuk meg, hogy az alabbi sorok koziil melyek konver-

gensek!

(a) :Ognliln; (b) niln?—i?;
© Ty @ I
(e) iﬁ GEpSECS

20. A Leibniz-kritérium felhasznaldsaval vizsgdljuk meg az aldbbi sorokat konvergencia szem-

pontjabol!

0o ntl 1 . 00
(e) nz::l (_1> \g,/mv (f) ngl n2 +9

21. Vizsgaljuk meg, hogy abszolut konvergensek, feltételesen konvergensek vagy divergensek-e az

aldbbi sorok!

o (_1)" o (_1yn+l
w S5 o s
© 51 @ £(-3)
© 5yt m s




1. Adott a

hatvanysor.

8. feladatlap

Hatvanysorok

n=0

(a) Adjuk meg a hatvanysor konvergenciasugarat!

(%)

(b) Hatarozzuk meg a fenti hatvanysor konvergencia-intervallumat!

2. Allapl'tsuk meg az alabbi hatvanysorok konvergencia-intervallumat:

X (x+3)" 0

n=1 n n=1

< (nl)? > (z+2)"
(C) = (371)':6 ) ( ) ngo 3n )

< (2n+1)! n o 5" n
(e) nng (z+4)"; (f) nz_:om (z —2)

3. Mutassuk meg, hogy |z| < 1 esetén:
—l—zta?— =Y (D)
Tz T+ ;%( V'

4. Fejtsiik hatvanysorba a kovetkezo fliggvényeket és adjuk meg a hozzajuk tartozé konvergencia-

intervallumokat!

5. Igazoljuk, hogy

1
1) = g

2z
fla) =
f) = 55
f(x) = sin 3x;
flx) =e™;
f@)=e



6. Hatdrozzuk meg az f(z) = arcsin z fiiggvény Maclaurin -sordanak els6 harom nemnulla tagjat!

7. Mutassuk meg, hogy

o0

22n
sinx cosx = Z(—l)”mx

n=0

2n+1

8. frjuk fel a kovetkezo fliggvények Taylor-sorat a megadott pont koriil!
(a) f(z)=cosz, m=m; (b) flz) =In(zx—1), zo=2;
(¢) f(x)=sindz, xy= g; (d) f(x)=Inz, xzy=3.
Kozonséges differencidlegyenletek

9. Oldjuk meg a kovetkezo, szétvéalaszhato valtozoju differencidlegyenleteket!

(a) (z+1)y —3y=0; (b) (2%y +6y)y + (zy* —x) = 0;
2 / dy T—y
() 2zy+z—y-—1)=(*-22)y; (d) — =
(e) xy + (22% — 1) ctgy = 0; (f)  yy'e* = cos3z;
(g) ¥ =v"+3y—4 (h) y'sinz =ylny;
(i)  (2*=1)y = 2zylny; (G) zy =ylny;
(k) 2%+ (z+5)y =0; D)y’ —z+ @ +4dy)y =0
(m) (1+y*zdr+ (14 2?)dy = 0; (n) (2% —ya?)dy + (y* + zy*)dx = 0;
(0) (I—cosy)y =1+sing; (p) VI-a2%y =1+y%

(@) ¢'sin2z 4+ sin2y = 0; r) (1—2%)y =+/1—y2

10. Keressiik meg az alabbi differencidlegyenletek esetén azt a partikularis megoldasat, amelyik
az adott kezdeti érték feltételt kielégiti!

(a) zy' =ylny;  y(1) =e;
(b) y'sinz =ylny; y <g> =2;
(c) yYetgz+y=2;  y(0)=—1;

(d) 2y/1T—? =gy VI—a% (%) = %;

(e) e ¥ —e* —y =0; y(0) =In—.



11. Oldjuk meg a kovetkezd, alkalmas helyettesitéssel szétvédlaszthato valtozéju differen-
cidlegyenletre visszavezethetd differencialegyenleteket!

(a) (y—z)y+z+y=0; (b) xg/:y—a:cos?%;
Y
() 2wyy +a* =2y = 0; (d) 2y =zer +y, (y)=0;
() (20%+3wy)y =y +2° y(1) =15 (6) 2y’ —z+ (@ +dy)y =0
dy ©+2y , N
() i (h) ¥ =@—2)%
(i) (z—y)* =5 (G) o =sin(z + 2y).

12. Hatérozzuk meg annak a gorbének az implicit egyenletét, amely atmegy a Py(1,3) ponton, és

amelynek a P(x,y) ponthoz tartozé meredeksége — (1 + y)!
x



9. feladatlap
Kozonséges elsorendi linedris differencidlegyenletek

1. Oldjuk meg a kovetkez6 elsorendii linedris differencidlegyenleteket!

(a) ¢ =yctgx +sinx; (b) ¢ + 2zy = re~

3
(0 ¥ ="+ (d) ¥ +ytgr = ;

X COS T

3 i

(e) v +2yshz =shua; (f) y/+%:ex+%;

3
(8) ¥ — Y= 2; (h) azy —y = e®(2? + 23);
(i) y=ay +y Iny; G) (z—2)y =y+2(z—2)>

2. Keressiik meg az alabbi differencidlegyenletek adott kezdeti feltételt kielégité partikuldris
megoldésat!

e y
- =zl == b) ¥ —2Z—222=0 1) = —1;
(a) ¥ = G —y=zlnz, yle)=7; (b) y =~ —=2c2=0, y(1) ;
142
(c) ycos®z+y=tgz, y(0)=0; (d) y’+1_ym= 11; y(0) =2;
2y 2 3
o242 1) = 0.
() ¥+ —=—+5 y)

3. Hatdrozzuk meg annak a Py(0,2) ponton atmend gorbének az egyenletét, amelynek a P(z,y)
pontjahoz htzott érinté meredeksége y — 2e*!

Bernoulli-féle differencidlegyenletek

4. Oldjuk meg az
zy — 2y = 42°\/y

differencialegyenletet!

5. Keressiik meg az alabbi, Bernoulli-féle differencidlegyenletek altananos megoldédsat!

1
(a) y’—(5+2x4)y=x3y2; (b) ¢ —y=uazy"
(¢) ay —y=uay*(1+nx); (d) 2?y +zy+ .y =0;
(e) y/zi—i; (f)  yy +vy*tgx = cos®x;
2¢ 2y
! y3 / Q_ 2
(g) v +ytgr+ = 0; (h) ¢ +==2y



10.

11.

12.
13.

14.

15.

Keressiik meg az

Inz

xy/—i_y:?’ y<1):27

kezdetiérték feladat megolddsat!

Gorbesereg differencidlegyenlete, ortogondlis trajektoridk

. Irjuk fel az y = Cz? gorbesereg differencidlegyenletét!

[rjuk fel az 22 4+ y2 = C gorbesereg differencislegyenletét!

frjuk fel az elso és a harmadik siknegyedben 1évo azon korok differencialegyenletét, amelyek

érintik az y = 0 és az x = 0 egyeneseket!

Hatarozzuk meg az

y = Ca?,

C e R\ {0},

parabolasereg ortogonalis trajektoridinak egyenletét!

Irjuk fel az

y* =20,

C e R\ {0},

gorbesereg ortogonalis trajektoriainak egyenletét!

x#0, y#0

x#0, y#0

frjuk fel az xy = C egyenletli hiperboldk ortogonadlis trajektéridinak egyenletét!

Adjuk meg az

2> =Ce¥ +y+1

egyparaméteres gorbesereg ortogonalis trajektoriait az elso sitknegyedben!

Hatérozzuk meg az y = max (m € R\ {0}) egyenletii, origén dthaladé egyenesek ortogonélis

trajektoridit!

Magasabbrendii differencidlegyenletek

Oldjuk meg az alabbi, hidnyos masodrendii differencidlegyenleteket!

(a)

y" = 2sinz cos? x — sin® x;

2" — () +4=0,

(1—2?)y" —zy =2;

Ty Yy =7

y,,:y_’,
\/gja

31/” _ 2(3//)2,

(b)

(1 +sinz)?y” + cosz = 0;



16. Hatarozzuk meg a kovetkezo differencidlegyenletek esetén az adott kezdeti feltételt kielégitd

partikularis megoldast!

(a) y'=we ™, y(0) =1,
() v~ Y = (e 1), y2) =1,
(©) wy" — () =0, y(0) =1,
(d) v =y, y(0) =0,

y'(0) =0;
y'(2) = —1;
y'(0) = 2;
y'(0) = 1.

17. Oldjuk meg az alabbi, allandé egytitthat6ji homogén linedris differencidlegyenleteket!

18.

19.

20.

y'+2y =3y =0;
y' =2y + 5y =0;

y/// _ 2y// + 2y/ = 0;

frjuk fel az
y' =y =2y =0,

y®) — 2y £ 8y — 169" + 16y’ — 32y = 0.

(b) y" + 4y + 4y = 0;

(d) y@ —5y” + 4y = 0;

(f) 4y/// _ 4y1/ _|_ y/ — 0’

y(0) =1,

y'(0) =5

differencialegyenlet adott kezdeti feltételeit kielégito partikularis megoldasat!

Hatarozzuk meg az

yl// _"_ y/l _ 5y/ _"_ 3y — O, y<0)

0,

y'(0) = 4,

y//(o) — 4

differencialegyenlet adott kezdeti feltételeit kielégito partikularis megoldéasat!

Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenleteket!
y// o 23// + y = 263$ + 3€$7

y" — 6y + 9y = 25¢% sin z;
y" + 4y + 4y = 25 cos x;
vy =2+ L

(i) o' — 2y = 32cos2x + 4z;

y/// _ y// — 12%2 + 6(1};

21. Oldjuk meg az

differencialegyenletet!

y" + 4y = sin 2z;

y" 4+ 6y + 9y = 3sin4x;

y" + 5y + 4y =3 — 2o — 2%
y" — 2y = 32 — 5;

y® 4+ = 2% — 1+ 2e*;



22. frjuk fel az aldbbi differencidlegyenletek adott kezdeti feltételeit kielégité partikularis

megoldasat!
(a) o' +y —2y=cc y(0)=0, y(0)=—1;
(b) ¢ +y —6y=u, y(0)=0, y(0)=1;
™ T
"y =92 ) (_):1, /(_>:2;
(c) v'—y CoS T v(3 v (5

5)
(d) y"+2y +y=axsinz, y(0) = 3 y'(0) = 0.



10. feladatlap
Tobbudltozos fiigguények

. Hatérozzuk meg az
T+ 2y

f(iU,y)Zm

fiiggvény értelmezési tartoményat!
. Adjuk meg az f(x,y) = In(16 — 2% — 9?) + In(2? + y? — 1) fiiggvény értelmezési tartomanyat!
. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = e” In(zy) fliggvény értelmezési tartomanyat!

. Hatdrozzuk meg, hogy R? mely legh6vebb részhalmazan értelmezhetd az

f(x,y,z):\/z—xz—y2+\/4—x2—y2—z

fliggvény!

. Nevezziik meg, majd abrazoljuk az aldbbi feliileteket!

(a) 2% +y? =4; (b) 22 +y*—2%=1;
(¢) 4da? +4y* = 2% (d) 2*+y*+22=4
(e) 2%+ 9y* =z (f) 922 +¢y*+22=09;
(g) 92% + 4y* = 362% (h) x*+ 42 = 16;

(1) 42 +49° — 22 =1; (G) 2*+y*+1=z

. Abrzizoljuk azt a térrészt, amelyet a z = 16 — /22 + 92 kiip, a z = 22 + y? paraboloid és az
2% 4+ y? = 9 egyenletii henger hatérol!

. Vézoljuk az x? + y* = 1 egyenletii henger, az zy-sik és a z = 2 (2 + y?) egyenletii paraboloid
altal meghatarozott testet!



. Abrézoljuk azt a térrészt, amelyet a 2 = /22 + 2 kiip és az 22 + y? = 22 egyenletl henger
hatérolnak!

22 P
. Vazoljuk az 16 + = =1 egyenletl hengert!

9

. Hatérozzuk meg az
r—6 y+2 =z-2

3 —6 —4
egyenes, és az , , ,
x Yy z
81 T35 g !
ellipszoid metszéspontjait!
) , vy :
. Mutassuk meg, hogy a 2z — y — 2z = 10 siknak és a 2z = 9 + T paraboloidnak egyetlen

kozos pontja van! Adjuk meg a pont koordinatéit!
Kétvaltozos fligguények hatdrértéke, folytonossdga

. Hatéarozzuk meg az alabbi hatarértékeket!

S5x2 —y? +4
(a) lim % (b)  lim -
(z)—(00) 22 + Y2 + 3 (29)—(09) /Y
2 1
c lim /2?2 4+9y2—1 d lim (—+—)
( ) (w7y)*’(3»4) y ( ) (x7y)*)(4?73) X y
2,2
(e) lim cos bt A (f)  lim ™Y
(@y)—00)  r+y+1 (,)=(0In2)
x sin 2y ) e’sinw
im im .
(z,y)—(1,0) 2 + 3 (z,y)—(0,0) 3T
. Hatérozzuk meg a
i 21> , I 21°
im —— és im ——
(2)—(00) 22 + y/2 (@y)—(00) 22 + y*
hatarértékeket, ha léteznek!
22— o2
. Mutassuk meg, hogy a  lim 5 hatdrérték nem létezik!
(z,y)—(0,0) = + Yy
. Hatérozzuk meg a
TR Y Y
(2.9)—(0,0) 2% + y? (@y) =00z + y*

hatarértékeket, ha léteznek!

. Folytonossa tehet6-e az origbban az f(x,y) =

Qf _ kétvéltozés fiiggvény?
224y



Parcidlis derivdltak

18. Hatéarozzuk meg az alabbi fiiggvények elsérendii parcidlis derivéltjait!

(a) f(z,y) =2° +day — y* + 6; (b) f(z,y) =In(2* +¢?);
(©) foy) = @ fo)=T0

(&) flw,y) = em; (6) J(w.9,2) = warctg

(8) flz,y) = (g 1 %)7; (h)  f(z,y,2) = 27 2w s V2,

"

vy Parcidlis derivéltakat, ha f (z,y) = 2%y° — 22°y° + 8!

19. Hatédrozzuk meg az f;, és az

20. Hatdrozzuk meg az f;, (1,0,1) és az f,/ (1,1,1) értékeket, ha f (z,y,z) = e v’

"
TT

21. Igazoljuk, hogy a z = arctgg kétvaltozos fiiggvény teljesiti a 27, + z,, = 0 egyenldséget!

22. Mivel egyenl6 a

x
——-foty-fy

y vy

kifejezés, ha f(z,y) =y -In/zy ?

23. Mivel egyenl6 az
- foty-f,
e Y
kifejezés, ha f(x,y) = ?
] Fla,y) = —— ;

2
24. Mivel egyenld a 2z - f; —y - f, kifejezés, ha f(z,y) = 2In Ty % ?
Y

Az irdnymenti deriwdlt, a felilet érintdsikja

25. Szamitsuk ki az alabbi iranymenti derivéltakat!

(a) f(z,y)=a+y% P(2,1), v=(34)
. T oow

(b) f @) =sin(e+y): P(F.-5) v=(31).

(c) f(x,y) =ze¥ —ye®; P(0,0), v=(25).
1

(d) f(z,y) = %; P(e,e?), v = (12,5).

(e) f(x,y) = i ; P(1,1),av vektor ¢ = g szoget zar be az x- tengely pozitiv irdnyéval.
rTy



(f) f(x,y) =sh(x +y)ch(x —y); P(0,0), a v vektor ¢ = % szOget zar be az x- tengely
pozitiv irdnyaval.

(2) f(z,y) = 2V™*¥, P (3,7), a v vektor ¢ = 7 szoget zdr be az z- tengely pozitiv
irdnyaval.

(h) f(z,y) = /xy; P(1,4), av vektor p = % szoget zar be az x- tengely pozitiv iranyéval.

26. frjuk fel az alabbi feliilletek esetén a feliileti normalist, valamint az érintésik egyenletét a
megadott pontban!

(a) f(z,y) =2 —2y; P(1,2,0)

1
(b) z = e™sin(x + y); P(:O, —)
6 2
(c

(d

) f(x,y) =Iny/2?+y? P(1,0,0)
) z=ux%"Y; P(1,0,1)
) z=
x—l—y
(f) zyz —42* = -30; P(1,1,2)
)
)

(e P(2,-1,3)

l\z

(g) ze¥cosz=1; P(1,1,1)
(h) z*+2¥=12; P(2,3,2)

27. Adott az f(z,y) = cos Y yétvaltozés fiiggvény.
x? + y?

(a) [rja fel az f fiiggvény Py(2,2) pontbeli gradiensét!

(b) Hatdrozza meg az f fliggvény irdnymenti derivaltjat a Py(2,2) ponton dtmené v = (1, 1)
irdnyvektoru egyenes mentén!

(c) [rjafela z = f(z,y) felilet Py(2,2) pontbeli érintésikjat!
28. Szamitsa ki az  f(z,y) :arctg% fiiggvény Fy(0,1) pontjaban
(a) az irdnymenti derivéltat az a = (2, 2v/3) irdnyban;
(b) a z = f(x,y) felilet By pontbeli érintdsikjat!
29. Hatdrozzuk meg az aldbbi f : R? — R fiiggvények Hesse-matrixdt!
(a) f(z,y) =2+ ay’; (b) [la,y)=e"Y
(¢) [f(z,y)=sin(zy); (d) f(z,y)=2a";

(e) f(z,y)=In(1+zy).



30.

31.
32.

33.

34.
35.

36.
37.

38.

A kétvdltozos figguény szélsdértéke

Hatdrozzuk meg az aldbbi tobbvaltozés skaldrértékil fiiggvények ((z,y) € R?) lokdlis
szélstértékeit!

(a) f(z,y) = 32" + 2zy +

(b) f(z,y)=(z—1)*+4(y—3)°;

(c) flz,y)=2a%—y+eY;

(d) f(z,y) =a* = 3y* = 2zy;

() f(2,y) ==+~ +ay,

(f) f(z,y) =2° = 3zy +

(g) flz,y) = 22> +y* — 2xy + 42 — 2y + 5;
(h) f(z,y) =a* +y* — 32z — 2Ty — 1;

(i) flz,y) =2y(2z + 4y + 1).

Vizsgaljuk meg az f(z,y) = 2% + y* + 8 — 8xy fliggvényt lokélis szélséérték szempontjabol!
Legyen f(z,y) = a® —2y* — 4% + by — 3z + 7 fiiggvény adott. Hol van a fiiggvénynek lokalis
maximuma vagy minimuma?

3 ) 3
Hol van az f(z,y) = % —y? — 222 + PG 5 fiiggvénynek lokélis maximuma vagy

minimuma?
7 . « . 3 3_ . ,
Hol van lok4lis maximuma vagy minimuma az f(z,y) = e* ¥ —3% fiiggvénynek?

Mutassuk meg, hogy az f(x,y) = (z — y)(1 — xy) kétvaltozds fliggvénynek nincs sem lokélis
maximuma, sem pedig lokalis minimuma!

Adjuk meg azokat az x, y, z pozitiv valos szamokat, amelyekre x+y+ 2z = 18 és ryz maximalis!

Hatarozzuk meg azokat az x,y, z pozitiv valds szamokat, amelyekre zyz = 64 és x +y + z
minimalis!

[gazoljuk, hogy az adott felszinti, téglatest alaki, tetével ellatott dobozok koziil a kocka
alaktunak a legnagyobb a térfogatal



11. feladatlap

Kettos integralok

/ /(x + 2y) dzdy

y=2z=1

. Széamitsuk ki a

kettds integral értékét! Ertelmezziik a kapott eredményt!

. Hatdrozzuk meg a T = {(z,y) € R?|1 < 2 < 2,0 < y < 3} téglalap folotti és a 2 = 3w +4y sik
alatti térrész térfogatanak mérészamat (a térrészt oldalrdl a z tengellyel parhuzamos alkot6ji
hengerpaldst hatarolja)!

. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = 2% + 4y, (x,y) € R? fliggvény integréljt a
T={(r,y) eR*|0<2<1,0<y <1}
egységnégyzetre! Ertelmezziik a kapott eredményt!
. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = 3™ (z,y) € R? fiiggvény integraljit a
T={(r,y) eR*|0<2<In2,0<y<In3}
tartomanyra! Ertelmezziik a kapott eredményt!

. Hatdrozzuk meg az f(z,y) = sin(z + y), (z,y) € R? fiiggvény integraljit a

T:{(m,y)E]R2|O§x§g,O§y§g}

négyzetre! Ertelmezziik a kapott eredményt!

. Adjuk meg az f(z,y) = zye” ¥’ (x,y) € R? fiiggvény integraljat a
T={(r,y) eR*|0<2<1,0<y <1}

egységnégyzetre! Ertelmezziik a kapott eredményt!

. Integraljuk az

T

2 Dy = {(z,y) € R*| 2% +y* # 0}

fla,y) =
kétvaltozos fiiggvényt a

T={(z,y) eR*|1<z<V30<y<1}

téglalap felett! Ertelmezziik a kapott eredményt!



10.

11.

12.

13.

14.

Szamitsuk ki a

I 2
//ysinxdxdy

=0 y=0

kettds integral értékét!

Hatarozzuk meg kettds integrallal annak az els6 térnyolcadba esé testnek a térfogatat, amelyet
az=1y> az x =2 és az y = 4 feliiletek hatdrolnak!

Hatarozzuk meg kettos integrallal annak az els6 térnyolcadba esé testnek a térfogatat, amelyet
azy=0,azx=0,azy =3,a z=ux és a z+ x = 4 sikok hatarolnak!

Szamitsuk ki a

cos(z + y) dudy

y=02=0

11
/ / dxdy
0 vy

kettds integral értékét! Ertelmezziik a kapott eredményt!

kett6s integral értékét!

Szamitsuk ki a

Legyen T" az xy = 1 gorbe és az 2x +y = 3 egyenes altal hatérolt tartomény. Hatdrozzuk meg
T teriiletét kettos integrallal!

Szdmitsuk ki az y = 22 parabola és az y = x egyenes altal hatarolt tartomdany teriiletét kettés
integrallal!
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