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1 A teljes indukcio

1. Bizonyitsa be teljes indukci6 segitségével a kovetkezd egyenloségeket!

(a) 1 n 1 P 1 n
a) — +—— + ... = ;
1-2 2.3 nn+1) n+1

1
(b) 1-2+2-3+3-4+...+n(n+1):gn(n—i-l)(n—i-Q);

aqan(n+1)

() 12— 22432 — .+ (~1)" 'n? = (—1) .

I

() (1—}1) (1—%) <1_ﬁ) :%;

(g) 1+2+22 4 ... +2" =27 —1;
(h) 11-1+21-24+ .. +nl-n=(n+1)!-1;

. 1 2 n—1 1

O =g =g T

o , . n+n+2 .
2. Bizonyitsa be, hogy n darab egyenes a sikot legfeljebb — 5 részre osztjal

2

3. Bizonyitsa be, hogy n darab kor a sikot legfeljebb n® —n + 2 részre osztja!

4. Adott n darab egyenes tgy, hogy barmely kettének van kozos pontja. Bizonyitsa be, hogy
akkor az egyenesek vagy mindannyian egy sikban vannak, vagy mindannyian egy ponton
haladnak at!

2 A binomialis tétel

1. Mutassa meg, hogy n,k € NU {0} és k < n esetén fenndll az
n n n+1
+ —
(1) ()= ()

2. Bizonyitsa be teljes indukciéval a Newton-féle binomidlis tételt!

Osszefliggés!

3. Hany kételemi részhalmaza van egy nyolc elem halmaznak?

) 8 8! 7
Megoldés: (2) =gl 1.2 28

oo

60 1.2



4. Hany 5 elemi részhalmaza van egy 10 elemti halmaznak?

8 8!
Megoldds: () = ——— = 56
caoidas (5) 51 3l

5. Az (1 4+ +/2)" kifejezés binomidlis tétel szerinti kifejtésének mésodik tagja 110. Mekkora a
kifejtés utolso elétti tagja? (A hatvanyok binomialis tétel szerinti kifejtésében k-adik tagon

(k=0,1,...,n) mindig azt a tagot értjiikk, amelynek egyiitthatéja (Z))

Megoldas:
A 2. tag:

(Z)(\/i)Q - (Z) 2 =110

2 = 110

n(n—1) = 110
n?—n—110 = 0
1j:\/1+440_1j:21:>

' 2 2

A masik gyok nem ad megoldast, mert negativ.

Az utolso elotti tag:

< " >(\/§)”1 = <11) (V2)1° =11 - 2° = 352,

n—1 10
6. Fejtse ki a binomialis tétel alapjan az (22 — 2y*)5 hatvanyt!

a 16
7. Hatarozza meg az (— — ﬁ) hatvany binomidlis tétel szerinti kifejtésének kozépso tagjat!
x

) 3 9 12
8. Irja fel a (Z Va2 + gﬁ) hatvany binomialis tétel szerinti kifejtésének negyedik tagjat!

9. Szémitsa ki a (\/x++/z)"™ hatvanykitevjét, ha a binomidlis tétel szerinti kifejtésének masodik
tagjdban Vx5 szerepel!

1\ ¢
10. Mekkora x értéke, ha a (\/E + —) kifejezés binomidlis tétel szerinti kifejtésének kozépsd
x

tagja 5? Oldja meg a feladatot Pascal-haromszog felhasznalasaval is!

9\ 12
11. Szdmitsakiaz E(z) = | 2? — —) kifejezés binomidlis tétel szerinti kifejtésének azon tagjat,
x

amely nem tartalmazza x-et!



1

[N}

1
. Adott F(x) = ( FTpe . Hatérozza meg binomidalis tétel szerinti kifejtésének azon
x

tagjat, amelyik nem tartalmazza x-et!
12

3 2
13. A 1\3/ x? + g\/f) hatvany binomialis tétel szerinti kifejtésének hanyadik tagjdban lesz x

w

egyitthatoja 77

14.

I

18
A (i/? + %) hatvany binomialis tétel szerinti kifejtésének hanyadik tagjaban lesz x
y \ Yz

és y kitevije egyenlo egymaéssal?

1

ot

nofn
. Szémitsa ki a > <k) Osszeget!

1\" ,
16. Az (mﬁ + ?) binomialis tétel szerinti kifejtésében az egyiitthatok osszege 128. Irja fel
x
a kifejtésnek azt a tagjat, amelyben z 6todik hatvanyon szerepel!

17. Hatdrozza meg az alibbi Gsszegeket!
@ (7)+2(5) +3(5) + - n(2):
0 ()= (1) () - () =+ (o)
(c) (g) +2(T) +3(g) ~|—...+(n+1)(2);
(d) (Z) +2(§> +3(Z> ot (n— 1)(2).

3 Komplex szamok

1. Hatarozza meg a z = —1+1¢ komplex szam valos részét, képzetes részét, komplex konjugaltjat,
hosszat, trigonometrikus alakjat!

Megoldas:
A z = —1+ ¢ komplex szam
valés része: Rez =a = —1;
képzetes része: Imz=b=1;
konjugaltja: zZ=—-1—1;
hossza: 2] = /(—1)2+1%2 =
-1 1 3m
argumentumas: COSp =—=—, sinp=—-=— = —

V2 IR

b
T
COS— + zsm—)

(\V]

trigonometrikus alakja: z2=12

S N3 2



2. frja fel algebrai alakban az alabbi komplex szamokat és szamitsa ki az abszolit értéket!

(a) (14 24)(1 —24)(3 4+ 44);

(b) Tm(1 — 24)(3 + 44);
241 2—1

© T T

o (52

3. frja at trigonometrikus alakba az alabbi komplex szamokat!

+ 1;

(a) 1+ 4;
(b) —V3—i;
© (COS % + ¢ sin %)

<cos (—%) + 7sin <—%>>47
(141)(—1—iV3)

(d) T O

3<cos§+zsm§>

2 .

9 e E v

2i(1 —i+i* =%
(f) -
cosz—i-zsm—

4

4. Végezze el az alabbi miiveleteket! Az eredményt algebrai alakban adja meg!

(a) @2
(b) (1+4)%
(c) 15
(d) V=8;
(e) ¢ —2—-2

(1+2i)* — (1 —14)?
®) (3+2i)3 — (2+14)2
(&) (1+14)%

2r . 27, 2

@ (cos?%—zsm?) (24 21) .

(1+1) ’



5. Oldja meg a 2® — 647 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan! A megolddsokat irja fel
algebrai alakban is!

Megoldas:

23 —64i =0,
azaz
= V64i.
Tehat a 647 -bol, mint komplex szambol kell harmadik gyokot vonni.

T
r=64 és = 5 ezért

T 7
— + 2km — 4 2km

2= /641 = /64 cos%—{—isin% , k=0,1,2

A gyokok:

kZO, 21

4<C S%+181H7T) _4<\é_
k=1, 22:4<COS5§+ZSin— (
4(0 -

k=2, z3—4(0089§+zsm—>

+i= ) = —2v/3 + 2i;

6. Oldja meg a kovetkezd egyenleteket! A megoldasokat irja fel algebrai alakban is (z € C)!

(a) 22 —i=—1,;

(b) 23 —i=—3;

(c) 25+ 162 — 2* — 162 = 0;
(d) (z—1i)*+ (1414)°=0;
(e) iz +1=2%—1;

(f) 26+ 1—iv3=0;
(g) 2% —i=—1

(h) 2*+5=0;

)
)

Z(cosz—i-isinz)
(i) 2% = e
\ 144 —42445

(1—1)°

(3) 2= T s T
\0054 isin 7
3 3
(1+414) (COSZW —I—isinzﬂ)

l+i—2—4



Vektorok

. Legyen a = (5,-8,3); b = (10,4, 2). Szdmolja ki a két vektor skalaris szorzatéat és kozrezart
sz0gét!

. Legyen a = (2,—1,3); b= (1,0,7). Szamolja ki a két vektor vektoridlis szorzatat! Mekkora a
két vektor altal kifeszitett haromszog tertilete?

. Szémitsa ki az a = (1,3,-2); b = (0,2,5) és a ¢ = (4,0, —3) vektorok vegyes szorzatét!
Mekkora a megadott vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata?

. Legyen a = (3,5,—1), b= (2,—1,1) és ¢ = (5, —2,8).

lentétes iranyt, hossza pedig akkora, mint a + b hosszal!

. Legyen a = (=5,4,1), b= (1,3,2), és c = (2,1,1).

. Legyen a = (2,5,—4), b= (3,0,7).

(a) ab=";
(b) axb=7;
(c) (a—i)(a+i)="

. Legyen a = (3,5,-2); b = (2,-2,1). Hatédrozzuk meg a vetiiletvektorat b-n, majd b
vetiiletvektorat a-n !

. Adottaza=—2i+j—k; b=1i+2kés ac=1+1tj+ 2k vektor. Szamitsuk ki az

(a) a és a b vektorok éltal kifeszitett paralelogramma teriiletét;
(b) a b vektor a vektorral parhuzamos Gsszetevéjét;

(c) at paraméter értékét, ha a kozos kezdépontbdl felmért a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon térfogata 5 egység!

(d) Irja fel a P(1,2,3) ponton dtmend és a b vektorral parhuzamos egyenes egyenletét! Hol
dofi ez az egyenes az xy-sikot?



9. Adott az a =i —2j —3k; b=2i+jés ac=1i— j+tk vektor. Szdmitsuk ki az

(a) a és a b vektorok &ltal bezart szog szinuszat;
(b) a b vektor a vektorra merdleges Osszetevijét;

(c) at paraméter értékét, ha a kozos kezdépontbdl felmért a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon térfogata 5 egység!

(d) Irja fel a P(1,2,3) ponton dtmend és az a vektorra meréleges sik egyenletét! Hol dofi ezt
a stkot az y-tengely?
10. Legyen v1 = 3i + 25 — bk ; vo = —1+4j + k ; vs =61+ 2k . Hatarozzuk meg

(a) wvyvetiiletvektorat wvs-on;
(b) vo és vy s7OEEL;

(c
(d

(e) awy,v,y, vy altal kifeszitett gila térfogatat!

)

)

) awviés vy altal kifeszitett paralelogramma teriiletét;
) vo-nek a v;-re esO és arra merdleges komponensét;
)

11. Komplanarisak -e az a= (—1,3,2) ; b= (4, —6,2) és c= (—3,12,11) vektorok?

Egyenesek és sikok

1. Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik a Py(3,—2,1) pontra és
parhuzamos a v = (—1, 3, —4) vektorral!

2. frja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy a Fy(5, 1, —3) ponton és parhuzamos
av=(3,18,—6) vektorral!

1 z24+8 . ., [
3. Legyen egy egyenes egyenlete x — 3 = —gy =15 irja fel az egyenes iranyvektorat!

4. Legyen Py(2,5,—8) ,n=(3,—1,4). Irja fel a stk egyenletét!

1 8

5. Melyik pontban dofi a 3x — y + 42 = —31 sitkot az x — 3 = —gy = 21—:5

6. Hatdrozza meg az r(t) = (3,—2,1) + t(—1,3,—4) egyenes és a 2z — by + 2z + 7 = 0 sik
doféspontjat!

egyenes?

7. Az S sikra az origdbdl bocsatott meréleges talppontja a P(2,—1,—1) pont. frja fel az S sik
egyenletét!

8. frja fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik az M (3,4, —5) pontra és parhuzamos
az a = (3,1,—1) ésa b= (1,-2,1) vektorokkall

9. Szamolja ki az x — 2y + 2 — 1 =0 és az x + V2y — 2 + 3 = 0 stkpar &ltal bezért szoget!



10.

11.

12.

13.

2.

Irja fel annak a sfknak az egyenletét, amely illeszkedik a P(1,7,—5) pontra és az

z+4
2

r=2—-—y=
egyenesre!

frja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely parhuzamos az x—y+z =0ésx+2y+2 =3
sikok metszésvonalaval és dtmegy a Py(2,5,—4) ponton!

A 4z + 25y — 122448 = 0 sfkot a z-tengely az M pontban défi. Irja fel annak az egyenesnek
az egyenletét, amely merdleges a sikra és atmegy az M ponton! Mekkora a Q(0,0,8) pont és
a stk tavolsaga?

Szamitsa ki annak a gulanak a térfogatat, amelyet a 30x + 12y + 5z — 60 = 0 sik a ko-
ordinatasikokkal kozrezar. Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely merdleges a
sikra és atmegy az origén! Hatarozza meg az egyenes és a sik doféspontjat!

Matrixok és determinansok

. frja fel a kovetkezo linedris kombinacidk altal el6allitott matrixot:

(a) A+2B—C, ha

1 1 5 4 0 1 2 4 0
-3 0 1 1 —4 2 -1 1 1
A=l o 1 2 P72 20| C=13 2
2 —4 1 0 2 1 1 0 1
(b) 2A — 3B, ha
10 -1 1 0 2 1
A=10 3 1 , B=|-13 -2 3
2 1 -1 1 2 5 2 =3
Végezze el a kovetkez6 szorzasokat!
(a) (AB)C =7 "es A(BC) =7, ha
—2
1 31
A_{_1221, B=| 2 |, C=[12 -1 -2].
1
(b) AB =7 AC =7 CA=" C? =7
1 2 -1 2 0O 0 1 3 —1 1
A= 1 1 , B=|-1 -1 2 —-1], c=10 2 1
-1 1 0 1 1 3 0 1 0 1



3. Szamitsa ki az aldbbi determindnsok értékét!

2 1 -1

) [1 -1 1 |;
3 1 4
11 2 1

© 35 —3 14
74 -1 19 |
12 6 -2

1 7 1+

(e) - 1 0 |
1—i 0 1
20 0 0
17 0 0
3 8 4 3
2 0 4 3

. 126 1

O 119 34 o)
2 14 0

4. Oldja meg a kovetkezo egyenleteket!

e oL,

() ()

- 21
1 2
1 1 z
() | 1+4i 24i —2—2i [=0,
2—1 1—1 —442

z e G

o=
I VR

sin o
— Ccos &

COS &
sin o

S O D = Ot
O O = Ot
S = ot oy O
= ot Oy O O
Loy O O O

2 0 4 3
-1 2 6 1
4 0 8 6
2 1 40
2 i3
1+ 3 =z |=0, zeC,
- 2 -1
cos’x  sin2x 2cosz
cosr tgx —1 =3, zeR;
—sinx 1 tgx
2—x 1 1
1 2-z 1 |=0 z€R
1 1 1—=zx



5. Oldja meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan!

3—1 1 2

2 0 4
@) A=| -1 3 2 |; (b)
| 3 -9 -6
[ 1 2 0 1
(c) C=| 0 -1 1 —-1]; (d)
| -1 1 0 2
2 5
3 10
48
[ -1 1 -1 0 2 0
12 4 3 1 6
g G=1]1 1 3 2 0 4 |; (h)
1 1 3 2 0 4
| 3 -1 -7 -4 2 -8

7. Szamitsa ki az alabbi determinans pontos értékét!

m
— Inl 2
cos 5 In i

7 Linearis egyenletrendszerek
1. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert!

r+2y+z = 5
20+3y+z = 1
2v+y+3z = 11

i)

S O O

S = O

—_

o O O O

_— O = O

—_—o o

O = = O

w o o o



. Oldja meg az aldbbi linedris egyenletrendszereket!

y—3z2+4k=-5

2x_y—Z:47 3x+2y+2257 _ —
a) 3r+4y—2z=11, b) 2x+3y+z2=1, ¢ ?gjx +222 +—3§k_— é
3z — 2y + 4z = 11, 2r +y+ 3z = 11; ‘ _

dr +3y — bz =5

. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket!

rT—y+z=2, 3z +y =0, or+y—2=0,
a) . x+2z=0, b) ¢ 2x4+y—2=2, ¢) 2x+y—32=0,
—x+3y+2z=1; r+4y+z=1; dr +y+2z2=0.

. Vizsgalja meg a megoldhat6sdg szempontjabol (az A és B valds paraméterek értékétél fliggden)
az

r — 2y + z = 0,
2 + y — 3z = 0,

egyenletrendszert, és egyben adja meg a megoldasokat is, ha azok léteznek!

. Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket!

2£E1—3JZ2+ZL‘3+JZ4—6ZE5:—]_

r+y+z2z=0 _ _
a) 2r—y+2z=3 b) fle—i-_l"zx _Zfz;+i35_—2 3
x+4dy —2=3 Lo

Ty — Xy = 0
. Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket!

— 4y — 205 = —1
r+4y+32=0 o1ty A 20 T4 s

B 4x3—2£€5:0
a) 3x—2y—|—2—0 b) 221 + 2x9 + 223 + 14 + 375 = 8

. Hatérozza meg a p és q valos paraméterek értékét ugy, hogy az alabbi egyenletrendszernek

(a) egyetlen;
(b) végtelen sok;

(c) ne legyen megoldésal

20 —y+ 2= —1
pr 4+ 2y 4+ 32 =2
r—3y—2z2=q



. Vizsgdalja meg a v paraméter fliggvényében az alabbi egyenletrendszer megoldhatésagat. A
megoldhato esetekben oldja meg az egyenletrendszert Gauss-mddszerrel!

r+y—>5z=0
v —8y—4z=v
—2x+Ty+2=0

. Vizsgalja meg a 3 paraméter fiiggvényében az alabbi egyenletrendszer megoldhatésagat. A
megoldhaté esetekben oldja meg az egyenletrendszert Gauss-modszerrel!

—4x —2y+22=0
dr+y+22=1
20 + Py —z2=p
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