A 12. el6adashoz javasolt feladatok részletesen kidolgozott megoldasai

Elsorendt linedris differencidlegyenletek

1. Oldja meg a kovetkez6 elsérendii linearis differencidlegyenleteket!

a) vy = yctgr + sin z;

3
)y ="+
T

e) y + 2yshx = shx;

3
g ¥ ——y=2%
i

i) y=zy +y'lny;

Megoldas:

o Az y'(z) + p(x)y(v)

b) v + 2zy = e

d) o +ytgr = ;
COSs T
y X
fy vy +==e"+—;
i A

h) zy —y=e(a? +2°);
i) (@=2)y =y +2—2)7

q(z) DE &ltalanos megoldésa:

y(z) = e*fp(w)dr/q(x)efp(w) o gy 4 O e J @) de

Ezt a képletet sajnos igen nehéz megjegyezni.

e Ha ¢(z) = 0 nagy negativ z-ekre, akkor a megoldas felirhaté mint

Y(x) = Ynom () + /_zoo G(z,s)q(s) ds,

ahol Ypom(x) a homogén DE megoldédsa, mig G(x, s)-re teljesiil, hogy

(

) Glos) =0 Glss) =1

A linedris rendszerek elméletében ez egy alapvetd formula.

Praktikus szempontbdl viszont jobb az allandé varialasdnak a modszerét hasznalni.

a: A homogén egyenlet

/(@) =y@)eto(e), L =y@atge). — [V [atgta)ds

y(x) megoldasa

= In|y| = In(sin(z)) + K

y(x) = c-sin(z).



Itt ¢ = +eX vagy ¢ = 0. Az inhomogén
() = y(a) ctg(z) + sin(x)

egyenlet megoldéasat a kovetkezo alakban keresstik:

y(z) = ¢(x)sin(x), ' (z) = sin(x)d (z) + c(x) cos(x).
Ekkor

sin(z)d(z) =sin(z) = c¢(z)= /1 dr = ¢ + .
Tehat az altalanos megoldas:

y(z) = (1 + x) sin(z)

b: A homogén egyenlet

y(z) = —2xy(z)

y(x) megoldéasa
y(x) = cre™
Az inhomogén
Y () = —2zy(x) + v
egyenlet megoldéasat a kovetkezo alakban keresstik:

2y 2

c(z), y(x)=e"d(x)—2e" zc(x).

Ekkor

2

e (x—Cdx)=0 = c@)=c+—=.

Tehat az altaldanos megoldas:

c: A homogén egyenlet

3y(z)
/ —
yiz)=—,
y(x) megoldédsa

y(z) = c12°.

Az inhomogén
y(z) =12’ + o

egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:
y(x) = ’c(x), o (x) =23 (x) + 32%c(x).
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Ekkor

()= = cl@x)=c — 317
Tehat az altalanos megoldas:
1
-2 -
d: A homogén egyenlet
Y (z) = —y()tgr
y(x) megoldédsa
y'(z) = —y(z)tg(z)
)
dy
/ m = [ —tg(x)dx
In|y| = In(cos(z)) + In¢
y(x) = ¢; cos(z).
Az inhomogén
V(@) = iy — Yt
egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:
y(z) = c(x) cos(z).
Ekkor
y'(x) = cos(z)d (x) — c(z) sin(z)
és visszahelyettesitve az inhomogén egyenletbe:
cos(z)d (z) = cosl(:r;) = c(z) = +tg(x).

Tehat az altalanos megoldas:
y(x) = cos(z) (c1 + tg(z)) .
e: A homogén egyenlet

y'(z) = —2y(x) sh(z)

y(x) megoldéasa
y(z) = cre” @)



Az inhomogén
y'(x) = sh(z) — 2y(z) sh(x)

egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keressiik:
y(x) = C<x>€*2ch($)7 y’(:c) = e*Qch(x)C/(x) — 2c(x) Sh(&:)e*QCh(x).

Ekkor 1
sh(z) = e 2M@d(2) = clz) = + §e2Ch(I).

Tehat az altalanos megoldas:

1
y(l’) _ e—QCh(x) <Cl + 2620h(x)> )

f: A homogén egyenlet

x
y(x) megolddsa
(@)=~
Y o
Az inhomogén
3
y'(z)=¢" ( + 1) _y@)
x x
egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:
_dz) o d@) )
yla) ===, y(2)=— po

Ekkor
e’ (v +3) —d(x)

X

Tehat az altalanos megoldas:

c1 +e*(x+2)

Yoy = 2D
g: A homogén egyenlet
3y(z)
/ —
y(x)=—
y(x) megolddsa
y(r) =z
Az inhomogén
3
y'(x) = yi@ +2



egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:

Ekkor

Tehat az altalanos megoldas:

h: A homogén egyenlet

Y (z) = wz)
y(x) megolddsa
y(x) = .

Az inhomogén

y(x)=¢" <x2 + x) + y(;)

egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:
y(z) = zc(x), y'(z) =ad (@) + c(z).

Ekkor
rz(e(z+1)—d@)=0 = c(x)=c +e"z

Tehat az altalanos megoldas:
y(r) =z (1 +€'x).

. Keresse meg az alabbi differencidlegyenletek adott kezdeti feltételt kielégito partikularis
megoldasat!

2

e
- = 1 : = —
a) Y = —y=xla yle) =3
b) v — L 22 =0; y(1)=-1
T
c) y cos’x +y=tgx y(0) =0
Y 1+ 2%
d) o = 0)=2
)y+1—i—x 1+ y(0)
29 2 3
L A 1) =0
) Y+ =+ y(1)



Megoldas:

a: A homogén egyenlet

y(x) megolddsa
y(z) = ¢ In(x).

Az inhomogén

/() = y(z)

= ohn(a) + xIn(x)

egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:
y(z) = c(z)In(z), ¢ (z) =In(z)d(z) +——.

Ekkor
rln(z) =In(z)d(z) = clz)=c+—=.

Tehat az altalanos megoldas:

A kezdeti feltétel

teljestil, ha

1
y(@) = 24 ()

b: A homogén egyenlet

PR 1C))

y() ==
y(x) megoldédsa

y(x) =z
Az inhomogén

y(x)

/ —9 2
y(e) =227+ =~
egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:
y(z) = ze(x), y'(x) =2d (@) + c(z).

Ekkor
202 = xd(z) = c(z)=c + 2%



Tehat az altalanos megoldas:

A kezdeti feltétel

teljestil, ha

-0.90
-o.9r\:
~1.00

-1.05

-1.10

A DE-hez tartoz6 (z,y) — (1,222 + y/x) vektormezd. A partikuldris megoldés
athalad az (1, —1) ponton.

c: A homogén egyenlet

y(x) megolddsa

Az inhomogén
' (z) = tan(x) sec(z) — y(z) sec?(z)

egyenlet megoldéasat a kovetkezo alakban keresstik:
y(z) = c(z)e” @ y/(z) = em @ (1) — ¢(z)e” @) sec?(z).
Ekkor
tan(z)sec’(z) = e @ (z) = c(x) = ¢ 4+ @ (tan(z) — 1).

Tehat az altalanos megoldas:

y(z) = e~ tanl® (01 + '@ (tan(z) — 1)) :
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A kezdeti feltétel
y(1) = -1
teljestl, ha
y(x) = tan(z) — tan(1)etn®—tan(@ _ 1

d: A homogén egyenlet

oy Y@
yie) = r+1
y(x) megoldédsa
(¢) = —
Y r+1
Az inhomogén
2e+1  y(x)
/ — —_
y(w) = z+1 r+1
egyenlet megoldasat a kovetkezd alakban keressiik:
c(x) () c(x)
y(z) = , Y(x) = - -
r+1 r+1 (z+1)

Ekkor
—(z)+2x+1

r+1
Tehat az altalanos megoldas:

0 = cr)=c+2>+uz

() o+ +x
x =
y z+1
A kezdeti feltétel
y(0) =2
teljestil, ha
2 2
(x) _ ¢+ x+
y r+1

Vo
PR ENRNS T

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

A DE-hez tartozé (z,y) — (1, 2z +1)/(z+ 1) —y/(z + 1)) vektormezb. A
partikuldris megoldds athalad a (0,2) ponton.
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3. Alkalmas helyettesitéssel vezesse vissza az alabbi differencidlegyenleteket linearis diffe-
rencidlegyenletre! Oldja is meg az egyenleteket!

a)xe vy =x—eY;
b) z?*y cosy + 1 = 2xsiny;

c) zyy' +y*+1=um.

Megoldas:
a: A

e V@ (2) = & — e~ Y(@)

DE az
2(z) = —e V@), 2 () = e V@ ()

helyettesitéssel a kovetkezd alaku lesz:

A homogén egyenlet

z(x) megoldasa
Az inhomogén
2 (x) = 2x) +1
x
egyenlet megoldéasat a kovetkezo alakban keresstik:
z(x) = ze(x), 2'(z) =ad(z)+ c(x).

Ekkor
zd(z) =1 = ¢(z)=c1+1In(z).

Tehat az altalanos megoldas:
2(z) =z (c1 + In(x)).
Ebbdl visszakaphatjuk y(x)-t:

y(x) = —In(x (—c; — In(x))).

DE az



helyettesitéssel a kovetkezd alaki lesz:
1?2 (1) = 2w2(x) — 1.

A homogén egyenlet

22(x)
/ pu—
Ay = 2
z(z) megoldasa
2(x) = c12°.
Az inhomogén
2z(x) 1
/ f— _
2(x) = . o

egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:
2(x) = 2Pc(x), 2(x) =2 (x) + 2xc(x).

Ekkor

1 1
3/
x> (x) + . c(zr) =c + 503

Tehat az altalanos megoldas:

Ebbdl visszakaphatjuk y(x)-t:

1
— in ( 2¢;2° )
y(z) arcsm( azrt+ a2

c: A
ryla)y/ () + y(e)? 1= a
DE az )
) =20 = ) = ) = e )

helyettesitéssel a kdvetkezo alaki lesz:
zZ(z) = =22(z) + . — 1.

A homogén egyenlet

z(x) megoldésa



Az inhomogén

c(x) d(x) 2c(x)
z(x) = 20 #(z) = 2 3
Ekkor /() . )
d(x o
x . + c(x) =c + 5 T3
Tehat az altalanos megoldas:
c + II)S IEQ
a2
z(z) = ;’2 2
Ebbdl visszakaphatjuk y(x)-t:
7\/C + E — I2
y(x) ==+ 213 :

Bernoulli-féle differencidlegyenletek

. Oldjuk meg az
zy — 2y = 42°\/y
differencidlegyenletet!

Megoldas:

Altaldnos elmélet:

y' + @)y =q@)y", n#0,1.
z=y' ™ A==y, y=2V0T = —— Z,

1

zn/(l—n)zl +pzl/(1—n) _ qzn/(l—n)
1—n

2+ (1—n)pz=(1-n)g.
Tehat a Bernoulli DE visszavezetheté egy inhomogén linearis DE megoldasara.

Az

DE a
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helyettesitéssel a kovetkezd alaki lesz:

A homogén egyenlet

/ —_— =
2 (x) . 0
z(x) megoldésa
z(x) = 1z
Az inhomogén
/ Z(l’) 2
_ A
()

egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:
2(x) = ze(x), 2'(x) =xd () + c(x).

Ekkor

wd (1) = 222

Tehat az altalanos megoldas:
c(z) = c; + 22

Ebbdl visszakaphatjuk z(x)-t:
z(x) =2z (01 + xQ) :

g8y y(z) = 72 (Cl + I2) 2.

5. Keressiik meg az alabbi, Bernoulli-féle differencialegyenletek altananos megoldasat!

1
(a) o — (x + 2:54) y = 2*y%; (b) ¥ —y=axy*
(¢) 2y —y=azy*(1+nz); (d) 2% +ay+/y=0;
/ y 1 / 2 2
(e) V=0 T oy (f)  yy +y*tger = cos®x;
3 y
(8) ¥ +ytgz+ =0; (h) o'+ = =2y%
COS T e
Megoldas:
a.
A

(<20t = 2) @) + ¥ (@) = *y(a)



DE az

1 : y'(x)
z2(x) = —, 2'(x) = —
D=y T
helyettesitéssel a kdvetkezo alaku lesz:
/ 4 1 3
2(x) — <—2x — > 2(z) = —x
x
A homogén egyenlet
! 4 1
2'(x) — (—21: - ) 2(z) =0
x
z(z) megoldasa
. 61672%
o) =

Az inhomogén

T

1
2 (x) — (—2&:4 — ) z(r) = —2®
egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:

22° 22°

—% e 25
x x
Ekkor )
721‘) /
W
x
Tehat az altalanos megoldas:
1 28
c(:c):cl—ie 5.

Ebbdl visszakaphatjuk z(x)-t:

T
igy .
2625 x
y(x) = = 245
es —2¢

b:
A

y'(x) — y(x) = zy(x)®
DE a

2x5

e 5 c(x) .

xr2



helyettesitéssel a kovetkezd alaki lesz:
2 (x) + 4z2(x) = —4x.
A homogén egyenlet
Z(x)+42(x) =0

z(x) megoldésa
2(x) = cre™.
Az inhomogén
2(x) +4z(x) = —4x

egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:

2(x) = e ¥e(x), Z(x)=e () —de ().

Ekkor

—4x = e ¥ ().

Tehat az altalanos megoldas:

z 1
c(x) = ¢ — 4e*” <4 — 16) .

Ebbdl visszakaphatjuk z(x)-t:

igy
(«) v2
x) = )
Y Vicie % —4x + 1
h:
: («)
y(x
/(@) + 10— gy (ay
DE az

A homogén egyenlet



z(x) megoldasa
z2(x) = .

Az inhomogén

: z(x)
— = -2
Ja) -2
egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:
z(z) = ze(z), 2'(z) =ad(z)+ c(x).

Ekkor
Tehat az altalanos megoldas:

Ebbdl visszakaphatjuk z(x)-t:

igy .

ylw) = cx — 2xIn(z)

. Keressiik meg az
, Inz
ry ‘HJ:?a y(1) =2, (z > 0)
kezdetiérték feladat megoldasat!
Megoldas:
& @) _ )
) y(z)  In(x

DE a

) =y(x)t,  2(x) =dy(z)*y (2)

helyettesitéssel a kovetkezd alaki lesz:

x x
A homogén egyenlet
4
2 (x) + e) _ 0
x
z(x) megoldésa
€1
2(x) = o

Az inhomogén




egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keresstik:

Ekkor

Tehat az altalanos megoldas:

1 4
c+4 (43:4 In(x) — f6> .

Ebbdl visszakaphatjuk z(x)-t:

igy

Y+ 4n(r) -1
y(x) = 73 -

Az y(1) = 2 kezdeti feltétel teljestil, ha

\4/—3:4 + 44 In(x) + 65

y(z) NG

16



