A 11. el6adashoz javasolt feladatok részletesen kidolgozott megoldasai

Szétvdlaszthato valtozoju €s erre visszavezetheto differencidlegyenletek

1. Oldja meg a kovetkezd differencialegyenleteket!

a) (2z+1)y —3y=0; b) (2%y +6y)y’ + (zy* —x) = 0;

Q) Aayto-y-1)= @ -2y ) L=

e) xy + (22% — 1) ctgy = 0; f) yy'e* = cos 3u;

g ¥ =y +3y—4 h) y'sinz =ylny;

i) (22 —=1)y =2xylny; j) zy =ylny;

k) 2%y + (x +5)y =0; ) zy? — 2+ (22 + 4y)y = 0;

m) (1+ y*)wdr + (1 +2%)dy = 0; n) (22 —ya®)dy + (y* + ay?)dx = 0;
o) (1—cosy)y =1+sinuz; p) V1I—22y =1+y%

q) ¥'sin2zx + sin2y = 0; r) (1 —2%)y =+1—y%

Megoldas: Szétvalaszthato valtozéju differencidlegyenletrol beszéliink, ha atalakitha-
t6 gy, hogy az egyik oldalon y' (vagy %) van, és rajta csak y-t tartalmazd szorzdté-
nyez6, a masik oldalon pedig csak x van. A megoldas azzal indul, hogy erre az alakra
hozzuk az egyenletet. Ezutan y'-t atirjuk Z—g-re, és ,atszorzunk” dz-szel, majd mindkét
oldalt integraljuk.

a)

2z +1)y' =3y =0

(22 +1)y" = 3y
1, 3
7y —

Y 2z +1

Az y-nal val6 osztds miatt feltessziik, hogy y # 0, és megjegyezziik, hogy egyébként az
y = 0 konstans fliggvény megoldas. Folytatjuk az integralassal:

1
/fdy:/ 3 dx
Y 2z +1

3
ln]y|:§ln\2x+1]+0

Fejezziik ki y-t:

|y| _ e%ln|2z+1\+0



‘y| _ e%1n|2x+1\ e

3
y = i€21n|2x+1| . 60

Itt £e a 0 kivételével tetszdleges konstans lehet. De korabbrél tudjuk, hogy az y = 0
is megoldas, tehat +e® helyett irhatunk egy altaldnos C' konstanst:

3

y = ez ln\2m+1|0

Ugyan ez mindig elvégezhet6, amikor az integralas utan y az In fiiggvényben van. A
tovabbiakban mindig el is végezziik kiilon emlités nélkil. Most a megoldas tovabb egy-
szerlsitheto:

y = er et — 61n(\2x+1|%)c O+ 1|§.
b) Rendezziik at az egyenletet a megfelels alakra.

(z%y + 6y)y' + (zy> —x) =0
(z%y + 6y)y =z — xy?
y(z> +6)y = x(1 —y°)
y o,z
1— y2y 2246

A szokasos y = j—g helyettesités és dx-szel vald atszorzas utan integraljuk mindkét
oldalt:

y dy w
1—y2dx 2246

y x
—d :/7d
/1—y2y m2+6x

1 1
—iln\l—y2| = iln(x2+6)+0

In|l—9? =—In(2*+6)+C
|1 N y2| _ 6—1n(:c2+6)+0
C
11—y = ———
YT 16
P p—
224+ 6

C
1 ——
Y 246

c) Most is rendezziik 4t az egyenletet a megfelel alakra. Altaldban segit, ha olyan
szorzatta alakitasokat kerestink, amelyekben egy-egy szorzétényezében csak egy valtozo
van.

2wy + 1 —y—1)= (22 - 22)y
2a(y+1) = (y+1)) = (¢ = 22)y
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2 — 1)y +1) = (22 — 20}y
1, 2x-1)
y+1y:x2—2x

/1dy:/2x_2d$
y+1 x? —2x

Inly+ 1| =In|2?* - 22|+ C
y+1=C(z* —22)

y=C(z* —2z) — 1.

d) Itt a két valtozo szétvalasztasahoz hasznalni kell az exponencialis fiiggvény e*t? =

e - e azonossagat:
dy _ oy
dx
dy
LA e
e e
eYdy = e*dx
/eydy = /exdx
ey ="+ C
y =In(e” + C).

e) A megoldas menete hasonlé. Az y’ mellett 6sszegben a baloldalon biztosan nem lehet
mds, ezért a (222 — 1) ctg y jobboldalra rendezésével kezdjiik:

xy +(22° — 1) ctgy =0
vy = —(22° — 1) ctgy
1, 221

ctgyy B T

1
/ dy:—/<2x—1)da:
ctgy x

In|cosy| =2° —Inl|z| +InC

Ce*’
cosy =
T
et
Y = arccos
T

f) Az éltalanos megoldds implicit alakja:

y? 3 sindz 2 cos3x

QZE. e 13 e

+C.

m) Ha az egyenletben mar eleve dy és dx van y' helyett, akkor arra az alakra kell hozni,
amelyben kiilon tudunk integralni a két valtozd szerint. Az egyik oldalon dy csak y-t
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tartalmazé szorzéval, a masik oldalon dx csak z-et tartalmazé szorzdval.

(1+y*)azdr + (1 +2%)dy =0
(14 23)dy = —(1 4+ y*)xdx

1 x
dy = ———d
T+ T2

/1+2y_ /1—|—:1:2

arctgy = —Eln(l +2°)+C

y =tg (—;ln(l + 2%) +C> :

2. Keresse meg a kovetkezo differencidlegyenleteknek azt a partikularis megoldasat, ame-
lyik az adott kezdeti feltételt kielégiti:

a) zy =ylny;

\_/

b) ¢'sinz =ylny;

/—\
N——
I
[\

c) yetgr+y=2 y(0) = —1
1 1
Q) VT =y VT=2% (2) -3
1
e) eV —e—y =0 y(0) =1In =
2

Megoldas:

A megoldas ugyantgy torténik, mint az eléz6 feladatban, csak a végén a C' értéket gy
kell meghatarozni, hogy a kezdeti feltétel is teljestiljon.

a) Megoldjuk az egyenletet, ahogy az eléz6 feladatban:

ry =ylny
1, 1

y ==
ylny x

1 1
/ dy:/—das
ylny x
In|lny| =In|z|+C
Iny=Cx

y:€Cx

A megfelel6 C' értéket ugy hatarozzuk meg, hogy egyenletet irunk fel a kezdeti feltétel-
bol:

y(1) = et =e



6026

C =1

Tehat a kezdeti feltételnek is megfeleld partikuldris megoldés az y, = e®.

¢) Ugyantgy jarunk el, mint az a) feladatban. Elészor megoldjuk az egyenletet:

yctgr +y =2
yctgr =2—y
1, 1
yy :ctgx
/7dy—/tgxdx
—In|2—y| =—1In|cosz|+ C
In|2—y|=In|cosz|+C
2—y=Ccosx
y=2—Ccosuz.

Majd megkeressiik a megfelel6 C-t:

y(0)=2—Ccos0=—1
2-C=-1
3=C.

Tehat a kezdeti feltételnek megfelel6 partikularis megoldas az y, = 2 — 3 cos .

3. Oldja meg a kovetkez6 differencidlegyenleteket!

a) ¥ =(z+y)% y(Z) :—Z b) v =sin(z + 2y);

c) ¥ =(y—1x)% d) (z—y)*y =5;

e) y = cos(z —y); f) v =v2r+3y+4

g) —a)y +r+y=0; h) :vy/zy—:vcos%;

i) 2xyy +2? —2y* = 0; i) oy =wer +y; (y)=0;

k) (22° +3xy?)y =2y +2y% y(1)=1 1) zy® —ax+ (2*+4y)y =0;

Megoldas: Ezekben egyenletekben az a kozos, hogy az y'-on kiviili résziik kifejezhetéek
y és x egyetlen fiiggvényeként. Fzt a fiiggvényt 0j valtozdként bevezetve szétvalaszthatd
valtozéju egyenletet kapunk, ha az y'-t is kifejezzik az 4j fuggvénnyel. Itt mindegyik
esetben vagy u = ax + by + c alakd az 1j fiiggvény, vagy u = 2. Az utébbi esetet ugy
lehet felismerni, hogy az egyenlet atrendezheté gy, hogy v és x mindig csak egyiitt
szerepel £ alakban.



a) Itt az u = x + y a j6 fuggvény. Az y'-t megkaphatjuk az Gsszefliggés derivdldsaval x
szerint, észben tartva, hogy u és y fiiggvény:

u=1+y.

Tehat v/ = u' — 1. Végezziik el a helyettesitést az eredeti 3y = (z + y)? egyenletben,
majd oldjuk meg a kapott szétvalaszthato valtozoju egyenletet.

2

uv—-1=u
W =ut+1
1 o —
u2 + 1

1
/u2+1du:/1dm

artcgu =x + C
u=tg(x+ C).

Az y-t megkapjuk, ha felhasznaljuk az u = x 4 y Osszefiiggést:
tg(z+C)=a+y
y=1tg(z+C) -

A kezdeti feltételnek megfelel6 megoldast tigy keressiik meg, ahogy az el6z6 feladatban:

T s T T
v(3)=w(G+0)-1=-7

tg(Z—i—C):O

%—1—0:/{:71', keZ

C:/m—%, ke

A tangens periodicitdsa miatt mindegy, melyik C-t valasztjuk, legyen a C' = —7. Tehdt
a kezdeti feltételnek megfelelé megoldas:

yztg(m—i)—x.

f) Vezessiik be az u = 2x + 3y + 4 fiiggvényt. Ekkor ' = 2 + 3u/, azaz

Az eredeti iy = /22 + 3y + 4 egyenletben végezziik el a helyettesitést, majd folytassuk
a megoldast a szokasos médon:

u’—2_

5 = Vu
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u = 3/u+2

1
u =1

3Vu+2

1
—d :/1d
/&@+2u v

A baloldali integrélt v = 3,/u+ 2 helyettesitéssel szdmoljuk. Ekkor u = §(v—2)?, tehat
du = 2(v — 2)dv:

1
—2)d
/&ﬁ+2“ 9/ !
/1——dv
"9
2
= §(v—21n\v\)
2
:§@¢a+2—2mm¢ﬂ+m)
2 4 4
== S 2
SVt g —ghnBvu+2)),

tehat az egyenlet megoldésa:

2 4 4
ﬂ@+——7mBWHJD:x+C
3Vu+2—2In|3vu+2|) = —$+C

Ebbdl az u-t nem lehet explicit médon kifejezni, ezért befejezésiil csak visszahelyette-
sitiink tgy, hogy y-ra kapjunk Osszefiiggést:

3vV2r +3y+4+2—2In|3y2x + 3y +4+2|) = fx—l—C’

g) Az egyenletben csak elsé hatvanyon van mindenhol x és y is. Ekkor z-szel végigosztva
csak ¥ alakban lesz a két vdltozo:

<y—Qy+1+y:0
X x

[gy elvégezhetjik az u = 2 helyettesitést. Erdemes atrendezni az osszefiggést ur = y
alakra, hogy megkapjuk ¢/-t: ¢y = u/z+u (tovabbra is figyelembe véve, hogy u fiiggvény,
de z csak a valtozd). Irjuk fel az egyenlet 0j alakjét, és oldjuk meg:

(u—1)(u'z+u)+1+u=0
(u—1Du'z+(u—1Nu+1+u=0
(u— D'z +u?>+1=0

(u— D'z = —(u®+1)



u—1 , 1
_ U = ——
u? +1

x
u—1 1
du = — / ~ dz.
/ w1 2
Szamitsuk ki kiilon a baloldali integralt:

u—1 U 1 1 9

Az egyenlet megoldasa tehat

1
511r1(u2 +1) —arctgu = —Inx + C

Az u-t nem tudjuk kifejezni, ezért csak helyettesitsiik vissza y-t:

1 2
—In y——I—l —arctg(y>:—1nx—|—0.
2 x? x

i) Itt azt lehet észrevenni, hogy minden tagban az x és y kitevéinek 6sszege 2. Ilyenkor
x2-tel osztva mindenhol 4 lesz:

20y + 2% — 22 =0

2
2y'+1—2(y> ~ 0.
X x

Végezziik el ugyan azt a helyettesitést, mint az elébb, tehat u = £, ¢/ = v'z + 2, és
oldjuk meg az 1j egyenletet:

2u'r +u)u+1—2u* =0
20u’ +2u® 4+ 1 —2u? =0
2zu’ +1=0

20u’ = —1

1

v =——
2z
1
/ ldu = — / —dx
2x
1
u=—=Inlz|+C
2
Visszahelyettesitjitk u helyére £-et megkapjuk a megolddst:
Y 1
= =—=1 C
; 50 || +

1
y = —531:111 |z| + Cx



Gorbesereg differencidlegyenlete, ortogondlis trajektoridk

4. Irjuk fel az y = Ca? gorbesereg differencidlegyenletét!

Megoldas: A gorbesereg differencidlegyenletét gy kaphatjuk meg, ha derivalassal ,el-
tiintetjik” a C' konstanst. Ehhez ki kell fejezni az egyenletbdl, majd implicit derivalast
kell végezni:

Yy _
?_C
a2’y —2ay
x4 N
2y — 2y =0
y=2
-

A szamolas kozben ugyan fel kellett tenntink, hogy = # 0, de mind a gorbesereg egyenle-
tében, mind a kapott differencidlegyenletnél az x = 0 esetbol adddik az y = 0 megoldés.

5. Irjuk fel az 22 + y* = C gorbesereg differencidlegyenletét!
Megoldas: Végezziink implicit derivalast, hogy eltiinjon a C"

2r +2yy =0
r+yy =0.

6. Hatarozzuk meg az
y=Ca?  CeR\{0}, 2#0, y#0

parabolasereg ortogonalis trajektoridainak egyenletét!

Megoldas: Korabban mar lattuk, hogy a gorbesereg differencidlegyenlete
xy — 2y =0.

y' hatarozza meg a trajektériak érintéinek meredekségét. Az ortogonalis trajektériak
egyenlete az eredetihez képest merSleges érintSket hatdroz meg. Altaldban két egyenes
akkor meroleges egymasra, ha a meredekségiik szorzata —1, azaz egy m meredekségii
egyenes esetén egy merodleges egyenes meredeksége —%. Tehat az ortogonalis trajekto-
ridk egyenlete gy adddik, hogy a differencidlegyenletben y'-t kicseréljiik —i—re. Mivel

/

Yy = (%, ez dx és dy cseréjének is felfoghato tgy, hogy az egyiknek eldjelét is megfordit-
juk. A (dz,dy) tekinthetd az érinté egyenes irdnyvektoranak, tehat ez megfelel annak,
ahogy egy vektorra merdleges vektort kapunk. Az ortogonalis trajektoriak egyenlete
tehat

T
Atrendezve:
x+2yy =0.



Oldjuk meg a kapott differencialegyenletet!

2y = —x
Z/ydx:—/xdx
K
Y 2 2

A parabolasereg ortogonalis trajektoridi egy ellipszissereg tagjai.

7. Irjuk fel az zy = C egyenletii hiperboldk ortogondlis trajektéridinak egyenletét!

Megoldas: A gorbesereg differencidlegyenletét tigy kapjuk meg, ha differencialjuk a
gorbesereg egyenletét az x valtozo szerint:

y+zy =0.

Az ortogondlis trajektoéria differencidlegyenletét igy kapjuk, hogy v’ helyére —i—t he-

lyettesitiink:
1

Oldjuk meg a kapott differencialegyenletet!

x
3/:?
yy ==z
/ydy:/:cdx
y2_x2+K
2 2

Az ortogondlis trajektéridk egyenlete szintén hiperbolasereg. Megjegyezziik tovabba,
hogy K = 0 esetén az y = £x egyenespar is megoldas.
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