A 9. eléadashoz javasolt feladatok részletesen kidolgozott megoldasai

Kettos integralok

1. Szamitsuk ki az alabbi kettds integralokat!
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Megoldas:

1

Fubini tételét hasznalva két egymas utani egyszeres integral kiszamitasara vezetjiik vissza a
kettos integralok kiszamitasat.

(a) Téglalap tartomanyon integralunk:
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2. Szamitsuk ki a
/ / y* dxdy
T

kettOs integrélt, ahol T az y = 2z, az y = bz és az v = 1 egyenesek éltal hatarolt tartomény!

Megoldas:

Vazoljuk az integréalasi tartomanyt!
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Az y = 2x és az y = bx egyenesek az origoban metszik egymast. Ha 0 < x < 1, akkor
20 <y < bz, azaz
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3. Szamitsuk ki az f(z,y) = zy kétvaltozos fliggvény kettds integraljit a
T={(z,y) eR?* | 2®+y* < 1,2 >0,y >0}
tartomanyral
Megoldas:

A T tartomany az origd kozépponti, egység sugari korlap elso stknegyedbe esé része. Vazoljuk
az integralaciés tartomanyt!



Vagyis:
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Oldjuk meg a feladatot polaris koordinatakra valé attéréssel is! Ekkor:
X = 1TCOoSp, y=rsinp és dxdy = rdrdp.
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4. Polaris koordinatakra torténd attéréssel szamitsuk ki az alabbi kettos integralokat!
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(d) Vézoljuk az integréciés tartoményt!
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5. Szamitsa ki az alabbi feliiletek altal hatérolt térrész térfogatat:

a) 2=5—z*—y* z2=1.

b) 22 +y*+ 22 =3, 2z=2%+y>
) z2=6—12%—y? 2= /2?4 y>
)

242 =4, z=x+y+10, z=0.
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Megoldas:

(a) A z =5 — 2% — y? feliilet egy lefelé nyilé paraboloid, amit alulrél zar a z = 1 vizszintes
sik.
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Keressiik meg a két fellilet metszetét:

5—a?—y* =1
4—a2* =9y =0
x2+y2:4

Ez egy 2 sugari, origé kozépponti kor, eddig nyilik ki a paraboloid, amig eléri a z = 1
sikot, tehdt ezen a koron beliil tart a térrész, aminek a térfogatat ki kell szamolni. Ezt
kozrezarjdk az f(r,y) =5 — 2% — y? és g(x,y) = 1 fiiggvények, tehdt ezek kiilonbségét



kell integrélni az x2 + y? < 4 kérlemezen. Ezt poldrkoordindtéra valé attéréssel érdemes

szamolni.
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(b) A 22 +y?+ 2% = 3 egy V/3 sugarti gomb, a 2z = 2?45 pedig egy felfele nyilé paraboloid.
Metszetiik:
2 +y* + 27 =3
2z = 2% + 92

A maésodik egyenletet az elsobe helyettesitve:

22422 =3
22 4+22-3=0,
azaz z; = —3, 2o = 1. A maésodik egyenlet alapjan z nem lehet negativ, tehat csak a

z = 1 stkban van megoldas. Itt egy v/2 sugari kor van, ugyancsak a masodik egyenlet
miatt. A paraboloid az origébdl indul, és a gomb zarja feliil, tehat az origé kozéppontu,
V2 sugari korlemezen kell integralni.
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A térrészt kozrezard figgvényeket megkapjuk, ha kifejezziik 2-t a feliileteket megado
egyenletekbdl. A gomb esetében:

g(z,y) = /3 — 2% —y?

a paraboloid esetében pedig
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(c) A z=06— 22— y? feliilet egy lefelé nyilé paraboloid. A z tengelyt z = 6 magassdgban
metszi. A z = y/x? + y? feliilet egy origd kozépponti kip. Metszetiik:

z2=06—2°—y
2=+
azaz

Ha r? = 22 + 32, akkor

6—ri=r
r? 41 —6,
tehat
r=-3 és ro = 2.

r a z-tengelytdl valé tavolsdgot fejezi ki, tehat nem lehet negativ, ezért az egyetlen
megoldas r = 2. Ekkor z értéke is 2. A két feliillet metszete egy 2 sugari kor a z = 2
sikban. Ezen a koron beliil a kup fels6 részét a paraboloid zarja.
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Az el6z6 két feladathoz hasonldan:
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(d) 22 + y? = 4 egy 2 sugaru henger, aminek a z-tengely a tengelye. A z = x +y + 10 egy
sik egyenlete. Az origd koriil pozitiv értékeket vesz fel (a +10 miatt), ezért felilrdl zarja
a hengert, a z = 0 sik pedig alulrél.
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Tehét az f(z,y) = r+y+10 és g(x,y) = 0 fiiggvények zarjak kore a térrészt, és a henger
alapkore felett kell integralni.
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(Az eredmény megfelel annak, hogy a térrész egy 20 egység magas henger kettévagva a
felénél egy ferde sikkal.)



6. Szamitsa ki integralszamitas segitségével az R = 3 sugaru gomb térfogatat és felszinét!

Megoldas: Egyszeriibb a gomb felso felét szamolni, ugyanis azt alulrdl az xy sik hatérolja.
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Kezdjiikk a térfogattal. Feliilrol az a fiiggvény hatarolja, amit az egyenletbdl kapunk,a z
kifejezésével. A 3 sugart gomb egyenlete: 22 + 3% + 22 = 9, tehét

2=14/9— 22 — 92

A gomb a 3 sugart kor felett van, ezért ezen kell integralni.

27
1(Vig) = // V9 — a2 — 2 dxdy—/ / V9 —r2-rdrdp
= r=0

x2+492<9

1 2 3
— -1 / / VI (—2r) drdy
=0 Jr=0

_227?
T)]dgo

0

I
|
I
| —
~~
Nej
[\J IV}

Mivel csak a gémb felét szamoltuk, a tényleges térfogat: pu(V,) = 36m.

A felszin kiszamitdsdhoz ugyancsak az f(z,y) = /9 — 22 — y? fliggvényt hasznaljuk.
A feliilet felszinének szamitasara az altalanos képlet:
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ahol T a z = f(z,y) kétvéltozds fiiggvény zy-sikbeli vetiilete:
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A gomb felszine pedig:
p(A,) = 36.



7. Szamitsa ki annak a térrésznek a térfogatat, amelyet a z = 16 — /22 + y2 kiip, a 2 = 2% + 32
paraboloid és az 2% + y? = 9 egyenlet{i henger hatarol!

Megoldas: A térrészt a paraboloid hatéarolja alulrdl, és a kup feliilrél. Mindkett6 egyenletébdl
ki van fejezve a z, igy ezen fiiggvények kiilonbségét kell integrdlni. Az integralds tartomanyat
a henger hatdrozza meg, mivel oldalrdl ez hatarolja a térrészt. A henger sugara 3, ezért a 3
sugaru korlap felett kell integralni.
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