A 8. eléadashoz javasolt feladatok részletesen kidolgozott megoldasai

Parcidlis derivdltak

1. Hatarozzuk meg az aldbbi fliggvények elsorendli parcialis derivaltjait!

(a) flz,y) =2’ +day — y* +6; (b) f(z,y) =In(2*+y?)
(©) fla,y) = a; @ fao)=""0

() flz.y)=e; (f) f<x,y,z>:xarctg§;
() f@aw:=(§—%%): (h)  f(z,y,z) =27 2 ooz,
Megoldés:

(a) Ha f(z,y) = z* + 4zy — y* + 6, akkor
fh=32" + 4y és [y = 4 —2y.

(b) Ha f(z,y) = In (z* + y?), akkor

ﬂ:ﬁ%ﬁ s gzﬁ%ﬁ
(c) Ha f(z,y) = aY, akkor
fo=yzr™t 6 fi=avIn (2).
(d) Ha f(z,y) = i—f‘z, akkor
= L xz+y és f;z r+y n 1

r—y (v—y)?
(e) Ha f = e, akkor

fi=ye™ és fl=xe® Y.

(f) Ha f(z,y,2) = zarctg (g), akkor

, z , Tz , , x
fo = arctg (;) fy=———m——~ & fi=—Fm



7
(8) Ha f(z,y) = (g + %) akkor

1 Y T y6 1 T x y6
G SR DI
y =z y xr oy y

(h) Ha f(z,y,2) = 25”2*23”2“05(‘/2), akkor

fl= () 2Ry i) (gt e (V22

) Y

o In(2) - sin (y/z) 2% 2 eos(v2) -1
. Hatédrozzuk meg az f; és az f,, parcidlis derivéltakat, ha f (z,y) = 2%y° — 22%y* 4 8z!

yry
Megoldas:

(a) El6szor az x-szerinti elsérendii parcidlis derivaltat hatdrozzuk meg, majd ennek az y
valtozd szerinti parcidlis derivaltjat:

fi=32%" —day®* +8 b fr = (fl) = 1527y — 121y°.

Ty zly =

(b) Felhasznaljuk, hogy f,7, = (fr,),: gy

féla/cy = (15$22U4 - 1233312); = 601‘23/3 — 24xy.

. Hatdrozzuk meg az f;, (1,0,1) és az f;’ (1,1,1) értékeket, ha f (z,y,2) = e v’
Megoldas:

(a) Ha f(z,y,2) = e®> ¥ akkor

! :vz—y2 7 "o 2 xz—y
fr=ze és fox =2"¢€ .

Azaz:
f;/m(l,(), 1)=e.
(b) Elészor f,,-t hatarozzuk meg:
f; — —2ye“_y2, f;/y = 4y26m_y2 — 26932_y27 fl’/’;z = 4y2ze“_y2 — etV
Tehat:
£ (1,1,1) = 2.

yyx



"
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4. Tgazoljuk, hogy a z = arctgg kétvaltozos fiiggvény teljesiti a 27/, + z,, = 0 egyenldséget!

Megoldas: Ha z = arctgf, akkor
Y

! 1 n 2xy
Ry = 5 ) Z - 9 N2’
y (;—2 +1> (22 +12)
2
o — z S Ty

Igy:
5. Mivel egyenlo a
x
) foty-fy,

kifejezés, ha f(x,y) =y -In /Ty ?
Megoldas: Ha f(z,y) =yln (,/:py), akkor

/ y ! 1 7 !/ 1
Tehat
R R R e
v vy 2x 2y 2
6. Mivel egyenl6 az
z- [ty f,
e Y
kifejezés, ha f(x,y) = ?
] Flz,y) = —— ;
Megoldas: El6szor az elsérendi parcidlis derivaltakat adjuk meg:
! o y ! — xz
= e
Azaz: 2y 2y
zfo+yf,=— + =0.
S T R e
r  xy?

7. Mivel egyenl a 2z - f, —y - f, kifejezés, ha f(x,y) = 2In— + - ?
)

Megoldas:



Az irdnymenti derivdlt, a felilet érintdsikja

8. Szamitsuk ki az alabbi irdnymenti derivaltakat!

(a) f(z,y)=a+y% P(2,1),v=(34)
: T w

(b) f(z.y) =sin(w+y) P(F.-%) v=(V31).

(¢) f(z,y) =ze? —ye”; P(0,0), v=1(25).
1

(@) f ey = 305 Plee),v=(125)

(e) f(x,y) = i ; P(1,1), av vektor p = g szoget zar be az z- tengely pozitiv irdnyaval.
rrTy

(f) f(x,y) =sh(z +y)ch(x —y); P (0,0), a v vektor ¢ = % szOget zar be az z- tengely
pozitiv irdnyéaval.

(2) f(x,y) =2V=+¥. P (3,7), av vektor ¢ = 7 szdget zar be az - tengely pozitiv irdnyéval.

(h) f(z,y) = xy; P(1,4), av vektor p = % szoget zar be az x- tengely pozitiv irdnyéval.

Megoldas: A megoldds menete mindegyik feladatban azonos. Kiszamoljuk a fiiggvény

parcialis derivéltjait, kiértékeljiikk 6ket a P pontban. A kapott szamok a gradiens-vektor
koordinatai. Ennek skalaris szorzata a ﬁ vektorral az irdnymenti derivalt értéke.

(a) f, =2z, f, = 2y, tehat

fi(2,1) =4, f;(?, 1) =2.
A gradiens vektor a P pontban: V fp = 4i 4+ 2j. Tovabba

vl = V32 + 42 = 5.

[gy az irdnymenti derivalt:

va(P):ﬁpr-V:%(4-3+2-4):4.

(b) Hasonléan: f, = cos(x +y), f, = cos (z +y),

(ED =L pEo)-l
f‘r<276 2’ Ty 276 2

A gradiens vektor a P pontban: V fp = %i + %j, és

vl =v3 +12=2.

Tehat az iranymenti derivalt:

1 1/1 1

va(P):M

|3

B |



(€) fi= —yes + ¥, fy = ae? — ¢,

f;<070) =1, f;(070> =—1,

Vip=i-j,
VIl = VP 5 = V39
1 1 3
D,f(P)=—Vfp-v=—+(1-2—-1-5) = ——+29.
FP) = Vv = )= a5V
1 Inz
d) f, = =,
D= T ey
1 1
f:;(6762) = 56_17 f@lj(e762) = _16_27
1 1
pr = §€7li — 1—1672j7

Iv|| = V122 + 52 = 13

1 1 _
va(P):MprV:l—?)(ée 12—1625)256 —56

(e) A gradiens-vektort ugyan tigy szdmoljuk: f, = LZ, =~
(z +y) (z +y)

no =1 fL0=-1

1. 1,
pr = Zl — Z_IJ
A v vektor pedig
™., . (™. 1. V3,
v=cos(3)i+sin(3) 1= 5+ 3
Ezzel a megadassal mindig [|v|| = 1.

11 1 3 V3 o1

(f) f, = cosh(z 4 y) cosh(z — y) + sinh(z + y) sinh(z — y), f, = cosh(z + y) cosh(z —y) —
sinh(z + y) sinh(z — y),

f:;t(()?o) =1, fgj{(o’o) =1,
Ve =iti.

A v vektor pedig

és igy,



\/"”2_“% n m n
() o= 2 ten@) L 2VT T In@)
2 +y 2v/x2+y
f:(3,7)=12In(2), f,(3,7)=2In(2),

Vfp=12In(2)i+2In(2)}],
v=cos(m)i+sin(m)j=—-1-i+0-j=—i,
Dyf(P)=Vfp-v=12In(2)- —1+2In(2)- 0= —12In(2).

Y T
1
1
vazl—'—Z.]a
1
v:cos(g)iJrsin(%)j:\/?gi—i-ij,
V3 11 V3 1
D, f(P) = v=1l-— 4+ - == — + —.

9. frjuk fel az alabbi feliilletek esetén a feliileti normalist, valamint az érintésik egyenletét a
megadott pontban!

(a) f(z,y) =2 —2y; P(1,2,0)

1
(b) z =e"sin(z +y); P(%,O,é)

(¢) f(z,y) =Iny/22+y? P(1,0,0)
(d) z=2z%""Y, P(1,0,1)
r—y
(e) z= :E+y; P(2,-1,3)
(f) wyz — 423 = -30; P(1,1,2)
(g) xze¥cosz=1; P(1,1,1)
(h) 2%+ 20 =12, P (2,3,2)

Megoldas:

Az (a) és (c) feladatokban a feliiletet kétvaltozés fiiggvény grafja adja meg, azaz a feliilet egy
pontjanak a z koordindtdja az f(z,y) figgvényérték. A tobbi feladatban a feliiletet egyenlet
hatdrozza meg. Ennek &dltaldnos alakja F'(z,y,z) = 0. Elészor az utébbi eset megoldését
nézzik meg, mert az elsé eset erre visszavezetheto.

Az F(x,y,z) = 0 feliilet normélisdt minden pontban a gradiens vektor adja meg. Egy P
ponton atmend érintésik azokbdl az (x,y, z) pontokbdl all, amelyekre (z,y, z) — P merdleges
a gradiensre, vagyis, amikor

VFp-((x,y,z) — P) =0.



Ha P = (ps, py, p.), meg is kapjuk az érintdsik egyenletét:

VFp-((2,y,2) = (Pas Py, P))
(FL(P), Fy(P), FL(P)) - (& = Pas Y — Pys 2 — P2)
F(P)(z = po) + Fy(P)(y — py) + FL(P)(z — p:)

0
0
0

Ennek gyakran hasznélt atrendezett alakja:

F,(P)x + F,(P)y + F.(P)z = Fy(P)p. + F,(P)p, + F.(P)p:

Amikor a feliiletet fiiggvénnyel adjuk meg, akkor z = f(z,y), azaz f(x,y) — z = 0, tehdt az
el6z6 megoldés alkalmazhaté F(z,y,z2) = f(x,y) — 2z és p, = f(ps,py) vélasztassal. Ekkor
F, = f,, F, = f,, F. = —1, tehét a feliileti normalis (f;, f,, —1) és

fo(P)(x = pa) + [ (P)(y — py) — (2 — f(parpy)) = 0

vagy
fo(P)r+ f(P)y — 2 = f(P)pe + fi(P)py — f(Pr,Dy)-

Ugyan ez a megoldéas alkalmazhatd akkor is, amikor a feliilet egyenlettel van megadva, de
abbdl ki van fejezve a z, hiszen az egyenlet ekkor z = f(x,y) alakd. Ilyenek a (b), (d) és (e)
feladatok.

() 1= 3222, f) = 2a%y — 2, és
fi(1,2) = 12, f;(l,Z) = 2.
Tehét a feliileti normélis a P pontban (12,2, —1), és az érintdsik egyenlete:

20 +2y—2=12-14+2-2-0
122 + 2y — 2z = 16.

(b) Mivel z ki van fejezve az egyenletbél, ugyan ugy jarhatunk el, mint az eléz6 feladatban,
csak f(z,y) = e"sin (z + y) vélasztassal.

fi=ye"sin(z+y)+cos(z+y)e™, [l =xesin(z+y)+cos(z+y)e™,

(% 0):@ 7 (% o):%+§.

<

6 Y

67

Tehét a feliileti normélis a P pontban (%2,

i3+
3 3 3 1
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1
2

g +<—+£> - :—\/_7r—
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(c) A megoldas menete azonos az (a) feladatéval.

/ = Y
T x2+y2’ :L-2_|_y2’

és
1,00 =1, £1(1,0)=0.

Tehét a feliileti normélis a P pontban (1,0, —1), és az érintdsik egyenlete:

l24+40-y—2=1-14+0-0—0

r—z=1.
(d) A feladat ugyan gy oldhaté meg, mint a (b), f(z,y) = z%e¥ valasztdssal.

_ 9 _
fr=2xe™¥, f, =—a"eY,

Tehat a feliileti normélis a P pontban (2, —1, —1), és az érintdsik egyenlete:

2r—1-y—2=2-1-1-0—-1

20 —y —z=1.

(e) f(z,y) = —valasztassal
/:2—y fI:_—QI
Coryt <+y)’

Tehat a feliileti normélis a P pontban (—2,—4, —1), és az érint6sik egyenlete:

o —dy—z=-2-2—4-(-1)—3
—2r -4y — 2= -3
20 +4y + 2z = 3.
(f) Rendezziik O-ra az egyenletet:
yz —42° +30 = 0.
Azaz F(x,y,2) = zyz — 42 + 30. Ekkor

Fl,=yz, F, =uxz, F,=zy—127
és
f1,2) =2, f(1,1,2) =2, fI(1,1,2) = —4T.
Tehét a feliileti normélis a P pontban (2,2, —47), és az érintdsik egyenlete:
2042y —472=2-14+2-1—-47-2
2x + 2y — 47z = —90.



(g) Ugyan gy jarunk el, mint az el6z6 feladatban. O-ra rendezve az egyenletet:
ze? cos(z) — 1 =0.
Azaz F(x,y,z) = ze¥ cos(z) — 1.
F, =¢e’cos(z), F,=wxe'cos(z), F,=—we’sin(z),
fi(1,1,1) = ecos(1), f;(l, 1,1) =ecos(l), fL(1,1,1) = —esin(1).

Tehat a feliileti normalis a P pontban (e cos(1),ecos(1), —esin(1)), és az érintésik egyen-
lete:

ecos(l)x +ecos(l)y —esin(l)z = ecos(1) - 1 + ecos(l) - 1 —esin(1) - 1
cos(1)z + cos(1)y — sin(1)z = 2 cos(1) — sin(1).

(h) Most is rendezziik O-ra az egyenletet:
2" 4 2Y —-12 =0.

Azaz F(z,y,z) = 2" 4+ 2¥ — 12.

F,=2"In(z), F,=2"In(z), F,=x""4yz"",

f1(2,3,2) =41In(2), f;(2,3,2) =8In(2), f.(2,3,2) =16.
Tehét a feliileti normélis a P pontban (41n(2),81n(2),16), és az érintdsik egyenlete:

Aln(2)x +81n(2)y + 162 =410 (2) -2+ 8In(2) - 3+ 16 - 2
)

4In(2)z+8In(2)y + 162 = 32In (2) + 32
In(2)z+2In(2)y+42=81In(2) +8

10. Adott az f(z,y) = cos Y yétvaltozés fiiggvény.
2 + y?

(a) Irja fel az f fiiggvény Py(2,2) pontbeli gradiensét!

(b) Hatédrozza meg az f fliggvény irdnymenti derivaltjit a Py(2,2) ponton dtmené v = (1, 1)
irdnyvektoru egyenes mentén!

(c) Irja fel a z = f(a,y) feliilet Py(2,2) pontbeli érintdsikjat!
Megoldas:
f/ _ 27T:Ey r_ 71'(1]2 — y2>
@)t (@)

L2Y=-2 he2=0

Tehat a gradiens a Py pontban: V fp = —%i. A v vektor hossza

loll = V12 +12 = V2,

és



és az iranymenti derivalt:

1

]

1 s
D,f(P Vo= (=% 140:1) = =20
wf(P) fp-v VAN + 16
Az érintosikot igy hatarozzuk meg, mint az el6z6 feladatban. A feliileti normélis a Py pontban
(—%,0,—1). Figyelembe véve, hogy p. = f(2,2) = 7, érint6sik egyenlete:

0 y—r=—2240.2- 2

8 8 4
T
—_—r—z=——
8 2
Txr + 8z = 4.

11. Szémitsa ki az f(z,y) :arctg% figgvény Py(0, 1) pontjaban
(a) az irdnymenti derivaltat az a = (2, 2y/3) irdnyban;
(b) a z = f(x,y) felilet Py pontbeli érintdsikjat!

Megoldas: A megoldas menete azonos az el6z6 feladatéval.
1 , 2z

fa/c - ’ f = - ) és
p(s+1) 7" p(5+1)
f2(0,1) =1, f;(O, 1)=0.

Tehat a gradiens a Fy pontban: V fp, = 1i. A v vektor hossza

lall = /22 + (2v3)? = 4,

és az iranymenti derivalt:

Daf(P):ﬁpr-a:}l(1-2+O~2\/§> :%.

A feliileti normdlis a P, pontban (1,0,—1). Figyelembe véve, hogy p, = f(0,1) = 0, az
érintosik egyenlete:

12040 y—2=1-040-1-0

x—z=0.
12. Hatdrozzuk meg az alabbi f : R* — R fiiggvények Hesse-mdtrixat!
(a) [flz,y) =2+ ay®; (b) flz,y) =e"Y;
(¢) f(z,y)=sin(zy); (d) flz,y) = a;

(e) f(z,y)=In(1+zy).



Megoldas: Egy f(z,y) fliggvény Hesse-métrixa:
1 "
|: Tx acy:|
" 1
yz  Jyy

6y 3x% + 3y?
322 + 39° 6 zy

2

{ —y?sin (zy) —zysin (ry) + cos (zy) }
—xysin (zy) + cos (zy) —x?sin (zy)

V2 (y — 1)y ¥ lylog (z) + x¥~!
¢ ylog (z) + 2! 2¥ log (z)*

1 =
(zy+1) (zy+1)

v 1
[ (zy+1)* (ﬂ?fy+12)2 ]

A kétvdltozos fligguény szélséértéke

13. Hatdrozzuk meg az aldbbi tobbvaltozos skaldrértékii fiiggvények ((z,y) € R?) lokalis

szélsBértékeit!
(a) f(z,y) = 32" + 22y +
(b) f(z,y) = (z—1)* +4(y—3)*;
(c) f(z,y) =2 —y+eY;
(d) f(z,y) =a2* = 3y* — 2uzy;
(&) f(wy) = =+~ +ay
(f) f(z,y) =2 = 3zy +¢°.

Megoldas:

(a) A lokélis széls6érték létezésének szitkséges feltétele az elsérendiil parcidlis derivéltak
eltiinése. frjuk fel az elsérendii parcialis derivaltakbol all6 egyenletrendszert, majd oldjuk
meg!

fi =6x+2y=0
fy =20+2y=0 }



Innen x = 0 és y = 0. Tehdt az egyetlen stacionarius pont: P (0,0).

Hatérozzuk meg a masodrendii parcialis derivéltakat!

fr. = (6x +2y), =6,

Fiy = fop = 22+ 2y), =2,
foy = 2z +2y), = 2.

A Hesse-matrix:

Han =5 5| = Hoo=[5 5]

ami pozitiv definit, mert a determinansa:
|H(0,0)]=6-2—2-2=8>0
és f (0,0) =6 > 0. Tehat P (0,0) lokdlis minimumbhely.
Jmin. = 0.
frjuk fel az elsérendii parcialis derivaltakbol allé egyenletrendszert, majd oldjuk meg!

2(x—-1)=0
y IS@—$=0}

Innen x = 1 és y = 3. Tehdt az egyetlen stacionarius pont a P (1, 3).

Hatarozzuk meg a masodrendii parcidlis derivaltakat!

A Hesse-matrix:
2 0
ami pozitiv definit, mert a determinansa:
|H(1,3)]=2-8—0-0=16>0
és f7 (0,0) =2 > 0. Tehat P (1,3) lokélis minimumbhely.



()

frjuk fel az elsérendii parcialis derivaltakbol allé egyenletrendszert, majd oldjuk meg!

fi =2x=0
fy, =—-1+e"=0

Innen x = 0 és y = 0. Tehdt az egyetlen staciondrius pont az origd: P (0,0).

A maésodrendii parcidlis derivaltak:
fre=2 foy=Ff=0, fy=¢"
Tehat a Hesse-matrix:
Han =g 0] = #oo=]3 1]
ami pozitiv definit, mert a determinansa:
|H(0,0)]=2-1-0-0=2>0
és f” (0,0) =2 > 0. Tehat P (0,0) lokdlis minimumbhely.
Jmin. = f(0,0) = 1.
frjuk fel az elsérendii parcialis derivaltakbol all6 egyenletrendszert, majd oldjuk meg!

flo=da® 2y =0
fi =-9%"—=22=0

Ekkor y = 223 és

—9y? — 20 = —9 (22°) — 20 = —3625 — 20 = —22 (182° + 1) = 0,

’ 5_1 5_1
r1=0, 1y =0 ¢ m=\l7g Y2 =2 T

Tehat a stacionérius pontok:

, 5/_1 5/_1
Pl(0,0) €s P2< 1—8,2 1_83>

Hatarozzuk meg a masodrendil parcidlis derivaltakat!

ahonnan

=122

no__ e __
fa:y - fyx - _27
foy = —18y.



A Hesse-méatrix:

1222
Han = |

A P, pontban:
H (0,0) = [ Y

ami indefinit, mert a determinansa negativ:

-2
—18y

-2
O Y

|H(0,0)] = 0-0— (—2)(~2) = —4 < 0.

Tehét P; (0,0)-ben nincs lokdlis szélséérték, Py nyeregpont.

A P, pontban:

(i) |

ami pozitiv definit, mert a determinansa:

({5 )| - il il
es e (i D

Tehat P <@ [ To5 2% *1) lokalis minimumbhely.

183

182 —2
=12-36- —4=20>0
185
> 0.
182

frjuk fel az elsérendii parcialis derivaltakbol allé egyenletrendszert, majd oldjuk meg!

-1
fo =5 +y=0

—1
Tehat:
1
yzﬁ
és
-1 -1 4 3
— tor= 5+ =—u +a::m(—x —|—1):O,
Y (32)
ahonnan

z1=0 és

1'2:1.

Az x1 = 0 helyen nincs értelmezve az f fiiggvény, igy itt nem lehet lokalis szélsGérték.

Mivel
Yo = 1a



ezért az egyetlen staciondrius pont: P (1,1).
Hatarozzuk meg a masodrendil parcidlis derivaltakat!

2
"o
fzm Ea
foy = fow =1,
f// 3
vy y3'
A Hesse-matrix:
2 1
Hy) = | " o | = H<1,1>=H 3]’
by

ami pozitiv definit, mert a determinansa
|H(1,1)|=2-2—-1-1=3>0
és fr (1,1) =2 > 0. Tehat P (1,1) lokélis minimumbhely és f., = f(1,1) = 3.

frjuk fel az elsérendii parcialis derivaltakbol allé egyenletrendszert, majd oldjuk meg!

i =322-3y=0
fi =-3x+3y*=0

y =%, igy
—3x+3y2 =-3x+3 (x2)2 =-3r+32* =3z (—1 —|—x3) =0,

ahonnan
r1=0, y1=0 és To =1, 1y =1

A stacionarius pontok: Py (0,0) és P (1,1).

A maésodrendii parcidlis derivaltak:

frw = 6,

fa/:/y fgl//x _37
"o

Jyy =6y

A Hesse-métrix:

A P, pontban:



ami indefinit, mert a determinansa:
|H (0,0)|=0-0—(=3)-(-3)=-9<0.
Tehat Py (0,0) -ben nincs lokalis széls6érték, azaz Py nyeregpont.
A P, pontban:
H(1,1) = { _63 _63 } ,
ami pozitiv definit, mert a determinansa:
|H(1,1)|=6-6—(=3)-(=3)=27>0
és fI (1,1) =6 > 0. Tehat P, (1,1) lokdlis minimumhely és f, = f(1,1) = —1.
14. Legyen f(x,y) =23 —2y® —4x?®+ 5y — 3z + 7 fiiggvény adott. Hol van a fliggvénynek lokalis

maximuma vagy minimuma?

Megoldas: frjuk fel az elsérendii parcialis derivaltakbdl allo egyenletrendszert, majd oldjuk
meg!

fl =32 —-8r—-3=0

fy =—4y+5=0 }

A 32?2 — 8z — 3 = 0 méasodfokt egyenlet gyokei:

8464136 8410

X1,2 6 6 )
tehat .
r1 =3 és Ty = —3
Tovabba 5
Yy = 217
ahonnan
r1 =3 = E és Ty = —l = §
1= 9, y1—4 2 = 3’ y2—4-

5 15
A stacionarius pontok: P; (3, Z) és Py <—— —>.

A masodrendii parcidlis derivaltak:

fr =6z —8,
1/ 1/

f:vy = Jyz — 0,

fyy=—4

A Hesse-méatrix:



15.

A P, pontban:

m(63) =10 4]

ami indefinit, mert a determinansa:

5
‘H (S,Z)‘ = —40 < 0.

5
Tehat P, (3, Z)—ben nincs lokalis széls6érték. P, nyeregpont.

15 —10 O
H(‘M)—{ 0 —4}’

ami pozitiv definit, mert a determinédnsa:
15
H|{—=,-])|=40>0
(=53)

1 15
és fV ( 5) = —10 < 0. Tehat P, (_5’ Z) lokalis maximumbhely.

A P, pontban:

TT _571

Mutassuk meg, hogy az f(x,y) = (z — y)(1 — xy) kétvaltozds fliggvénynek nincs sem lokélis
maximuma, sem pedig lokdlis minimumal

Megoldas: Végezziik el a szorzast!
fla,y) = (2 -yl —ay) =z —y — 2’y + 2y’
frjuk fel az elsérendii parcidlis derivaltakbol allé egyenletrendszert, majd oldjuk meg!

i =1=-2zy+y>=0 }

fi, =—-1-2*422y=0
Azaz,
20y =1+ y2
20y = 1+ 22,
tehat
1+y*=1+2?
y? = 12
y =+,
vagyis

+22% =1+ 22



16.

—32? # 1, igy

2% =1+ 22
2”2 =1
r = =£1.

A staciondrius pontok: Py (1,1), Py (1,—1), Ps(—1,1) és Py (—1,—1).

A masodrendii parcidlis derivaltak:

fow = —2y,
foy = fye = —22+ 2y,
foy = 22.
A Hesse-matrix:
H (z,y) = —2;24?:2y _2362: N

A Hesse-matrix determinénsa:
2
|H (z,y)| = —dzy — 4(y — x)°.
f-nek nincs sem lokalis maximuma, sem lokalis minimuma, mert

|H(1,1)|=|H(-1,-1)|=-4<0 és |H(—=1,1)| = |H(1,—-1)| = =12 < 0.
Adjuk meg azokat az x, y, z pozitiv valés szamokat, amelyekre x+y-+2z = 18 és zyz maximalis!

Megoldas: Ha z +y + 2z = 18, akkor 2 = 18 —x — y és
ryz = 2y(18 — x —y) = 18xy — 2y — x/°.
Tehat az
fla,y) = 18zy — 2%y — xy?

kétvaltozés fiiggvény lokdlis maximumét keressiik, ha z,y > 0 és x + y < 18. Irjuk fel az
elsérendli parcidlis derivaltakbdl all6 egyenletrendszert, majd oldjuk meg!

fr =18y —2zy—y*=0
fi =18z —2® —2xy =0

Azaz
(y—2)(18 =z —y) =0.

Mivel z =18 —x —y > 0, ezért x = y. Visszahelyettesités utan r = y = z = 6 adodik. Tehat
egyetlen stacionarius pont van: P(6,6).



A masodrendii parcidlis derivaltak:

f;lx = _2y7
! !/
foy = fow = 18 = 22 — 2y,
foy = —22.
A Hesse-matrix:
B —2y 18 — 2z — 2y [ -12 =6
H@y) =15 9. 9,  _o = H<6’6>—{ 6 —12]’

A Hesse-matrix determindnsa a stacionarius pontban:
|H(6,6)] =144 — 36 = 108 > 0,

tovabba f7 (6,6) = —12 < 0, vagyis a P(6,6) pontban az f(x,y) kétvaltozos fliggvénynek

rx
lokalis maximuma van, ennek értéke:

Frmaw. = 6% = 1296.

A keresett szamok tehat: x =y = z = 6.



