A 7. el6adashoz javasolt feladatok végeredményei, részletesen kidolgozott
megoldasai

Tébbvaltozos fligguények

1. Feladat. Hatdrozzuk meg az

T+ 2y

f(%ﬁ/):m

fiigguény értelmezési tartomdnyadt.

Megoldas. A fiiggvény az osztéds és a négyzetgyok miatt nincs mindenhol értelmezve. A neve-
z6ben nem lehet nulla, és a négyzetgyok alatt nem lehet negativ érték. Tehat két megkotéstiink

van:
VAd—a2—y2 40 és 4—a®—y*>0.

Mivel csak a O0-nak 0 a négyzetgyoke, elég azt kikotni, hogy 4 — 22 — y* > 0. Ha az (z,y)
szampéarokat az R? sik pontjainak tekintjiik, a kikotés egy tartomdnyt hatdroz meg. Az
egyenlStlenséget dtrendezve 22 4 y? < 4 adédik. Tehdt 22 + y? = r? < 4, azaz a megoldasok
olyan origd kozéppontd korok pontjai, amelyek sugara kisebb mint 4 = 2. Ez az origd
kozépponti, 2 sugaru korlemez a hatara nélkiil.

0

2. Feladat. Adjuk meg az f(x,y) = In(16 — 2? — y?) + In(2® + y* — 1) fiigguény értelmezési
tartomdnydt!

Megoldds. A logaritmusfiiggvények csak pozitiv szamokra vannak értelmezve, tehat
16—a22—9?>>0 é 22+y*—1>0.

Atrendezve, 1 < 22 + 32 < 16. Az eléz6 feladathoz hasonléan kapjuk, hogy az értelmezési
tartoméany az 1-nél nagyobb, de 4-nél kisebb sugari korokbol allo korgytirt:
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3. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = e In(zy) figguény értelmezési tartomdnyadt!

Megoldas. A figgvény értelmezési tartomanyaban a logaritmusfiiggvény okoz megkotést,
mert az In fliggvény csak pozitiv szdmokra van értelmezve. Azaz zy > 0. Tehat vagy x > 0
ésy >0, vagy x <0 és y < 0. Ez az els6 és a harmadik siknegyed, a hatarok nélkiil:

6

4. Feladat. Hatdrozzuk meg, hogy R3 mely legb6vebb részhalmazdn értelmezhetd az

f(x,y,z):\/z_xQ_y2+\/4_x2_y2_Z

fiigguény!
Megoldas. Négyzetgyok alatt nem lehet negativ szam, tehat

z—2t—y? >0 és 4—a®—yP—2>0,



azZaz
z>2 oyt és d—a2 -yt >z

Ezeket az alakzatokat konnyti gy szemléltetni, hogy bevezetjiik az r? = 22 + y? dsszefiiggést
teljesité r valtozot, ami az R3 pontjainak a z tengelytdl valé tavolsdgét fejezi ki. Igy a

2>r? b 4—1r?> 2

egyenlotlenségeket kapjuk. Mindkét alakzat forgdsszimmetrikus a z tengely koriil. Ezért min-
den z tengelyre illeszked6 sikkal ugyan az a metszete:

—

5. Feladat. Abrdzoljuk az aldbbi feliletek dltal hatdrolt testeket!
(a) z=5—122—y? z=1.

(b) 2> +y*+22=9, 2> 0.

(c) 2=6—2%—1° 2= a2 +y%

(d) 22 +y* =4, 2=0, 2z = 4.

(e) z=—\4—a%—y? z=4—2x%+ 4%

Megoldds. Erdemes meghatdrozni a hatérolé felilletek kozos részét. Ezt az egyenletekbdl
alkotott egyenletrendszerek megoldasaval tehetjiik meg.

(a) Oldjuk meg a

2 =5—a%—y?
z=1

egyenletrendszert. Ekkor 5 — 2% — y? = 1, azaz 4 = 2% + 2. Tehét a két feliilet metszete
egy 2 sugaru kor a z = 1 sikban, kozéppontja a sik és a z-tengely metszéspontja. A
2z =5 —a% — 12 feliilet egy lefelé nyilé paraboloid.



20 -2.0

(b) 22 + y* + 22 = 9 egy origd kozéppont1, 3 sugari gomb egyenlete. A z > 0 feltétel azt
jelenti, hogy csak a nemnegativ z koordinataju pontokat kell tekinteni, azaz a gémb fels6é
felét:

3.0

3.0 -3.0



(c) Keressiik meg a feliiletek metszetét:

2 =6— 22 —1°?
2= 22 12

Tehéat 6 — 22 — y? = /22 + y2. Ha r? = 2% + y* (mint a 4. feladat megolddsaban), akkor

6—ri=r
0=r+7r—6.
Azaz r = 2 vagy r = —3, de a sugar negativ nem lehet. Tehat a két feliilet egy 2 sugaru

korben metszi egymést. A mésodik egyenlet szerint ekkor a z koordinata értéke is 2. A
2z =6 — 2% — y? egy lefelé nyilé paraboloid, a z = /22 + y2 feliilet pedig egy felfele nyild
kip, aminek a csicsa az origo:

6.0

3.0

-0.0

-2.0 2.0

2.0 -2.0

(d) Az 2? + y* = 4 egy 2 sugarti henger, tengelye a z tengely. A z = 0, z = 4 sfkok adjak a
henger aljat és tetejét:



(e) A z = —/4 — 22 — y? fellilet egy 2 sugart gomb alsé fele, a z = 4 — 2/ + y? feliilet
pedig egy lefelé nyil6 kiip, aminek a csicsa a (0,0,4) pont:

2.0

2.0 -2.0



6. Feladat. Abrdzoljuk azt a térrészt, amelyet a z = 16 — /22 + 42 kip, a z = x2 + 32
paraboloid és az 2% + y* = 9 egyenleti henger hatdrol!

Megoldds. Megint hasznaljuk a 4. feladatban bevezetett r sugarat az r? = 22 +y? sszefiiggés

szerint. Ekkor a kiip, a paraboloid és a henger egyenlete rendre z = 16—, z = r2, r = 3. Tehét
a kup és a henger z = 13 magassagban, a paraboloid és a henger pedig z = 9 magassagban
talalkozik.

16.0

8.0

3.0

3.0 -3.0



7. Feladat. Vizoljuk az 2*+y* = 1 egyenletii henger, az xy-sik és az z = 2(x*+y?) egyenleti
paraboloid dltal meghatdrozott testet!

Megoldds. A x? +y*> =1 és a z = 2(x? + y?) paraboloid a z = 2 sikban metszi egymast.

2.0

1.0

-0.0

-1.00 1.00

1.00 -1.00

O

8. Feladat. Abrdzoljuk azt a térrészt, amelyet a z = /22 + y2 kip és az 22 + y* = 2z
egyenleti henger hatdrolnak!

Megoldas. Alakitsuk at a henger egyenletét.

2?4y =2

=20 4+9y* =0
(z—1)2=1+4*=0
(z—1)°+y" =1

Ez egy 1 sugart henger, aminek a tengelye a x = 1, y = 0 fiiggdleges egyenes.



2 2
9. Feladat. Vidzoljuk az :16—6 + % =1 egyenletii hengert.

22 P
Megoldds. A henger alapja egy ellipszis, mivel az T + 9= 1 egyenletben az egység sugaru

korhoz képest az x koordinatakat négyszerezni, az y koordinatakat pedig haromszorozni kell.

4.0 -3.0

10. Feladat. Hatdrozzuk meg az

eqyenes, €s az

ellipszoid metszéspontjait!



Megolddas. FEgyenletekkel megadott alakzatok kozos pontjai mindig az egyenletekbdl alkotott
egyenletrendszer megoldasaiként adédnak.
Az egyenes egyenletrendszerébol barmelyik valtozét ki tudjuk fejezni barmelyik masikkal.

Példaul az
r—6 y+2

3 —6

egyenletbdl kifejezhetd y:

—2(x—6)=y+2
20 412 =y 42

—2r+10=y
y = —2x 4+ 10.
Az ’”—gﬁ = 2:42 egyenletbdl pedig kifejezheto z:
r—6 z-—2
3 4

—4(x —6) =3(2 —2)
—4r4+24=32—-6
—4x + 30 = 32

4
= —— 10
z Sx—l—

Az y-ra és z-re kapott formulakat az ellipszis egyenletébe helyettesitve egyismeretlenes egyen-
letet kapunk.

2 (20410 (—42 +10) .

81 36 9 N
4 2

2 aars? (ger10)

81 36 9 N
2

o (cots? | (s l0)

81 9 9 N

4 2

22 +9(—r+5)%+9 (—3:1; + 10) =81

22 4+ 9(—x + 5)% + (—4x + 30)* = 81

% 4+ 922 — 90z + 225 + 1622 — 240z + 900 = 81
2622 — 330z + 1044 = 0
1322 — 165z + 522 = 0

A masodfoku egyenletek megolddképletét hasznalva:

165+ /1652 —4-13-522 16549
26 26

12 =

10



tehat z; = &

T3> T2 = 6. Az y és 2 koordindtakra kapott formulak szerint

87 44
— 9 4 10= 22 y10=—2
U1 T + 0 13 + 0 13
4 4 87 4-29 14
4 10= s 0= 10 =
AT Tyn T 3137 3 T
tehat az egyik metszéspont koordindtai (%, —%, %) Hasonléan

Yo =—221+10=-2-6410= -2
4 4
=gt 10= -2 6+10=2,
és a masik metszéspont (6, —2,2). O

11. Feladat. Mutassuk meg, hogy a 2x —y — 2z = 10 siknak és a 2z = %2 + % paraboloidnak
egyetlen kézds pontja van! Adjuk meg a pont koordindtdit!

Megoldas. A sik egyenletét atrendezve 2z = 2x — y — 10. Ezt behelyettesitve a paraboloid
egyenletébe:

$2 yQ
2w —y—10=" 4L
vy 9 "1

722 — 36y — 360 = 42 + 9y?
4a* + 9y* — 722 + 36y + 360 = 0
4(z® — 18x) + 9(y* + 4y) + 360 = 0
4((x —9)* —81) + 9((y +2)* — 4) + 360 = 0
4z —9)* — 324+ 9(y +2)* — 36 + 360 = 0
4z —9)2+9(y+2)°=0
Ez csak tugy éallhat fenn, ha x =9 és y = —2. Ekkor
22 =20 —y—10=18 +2 — 10 = 10,

azaz z = 5. Tehat egyetlen kozos pont van, melynek koordinatai (9, —2,5). O

12. Feladat. Igazoljuk, hogy lim 2x — 3y = —4.
(zy)— (1,2

1,2)
Megoldas. Legyen £ > 0. Olyan § > 0-t kell talalni, hogy ha
(z,y) —(L,2)[ <0 = |2z -3y) - (—4) <¢,

azaz, ha

Je—12+(@-22<6 = |[2r-3y+d/<e

Legyen ¢ = % Ha \/(x—1)2+(y—2)2 < 0, akkor |z — 1| <0 és |y — 2| <9, igy

20 =3y +4|=2(x—1) =3y —2)| <2z — 1|+ 3|y — 2| <20+ 30 =5 = &.
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13. Feladat. Hatdrozzuk meqg a

2 2

2y 2zy
1m P 1m EEe——
(2,9)—(0,0) 22 + y? (z,y)—(0,0) 22 + y*

hatarértékeket, ha léteznek!

Megoldas.  (a) Ha y = max és (z,y) — (0,0), akkor

2 2

2xy 2m? 50
= = xXr .
24+y? x4+ m2a? 14 m?

2xm?x

2y
$2 +y2

(2,9) = (0,0) = a2 +12,  [al <2 4y? & P <+

Ez azonban nem elég ahhoz, hogy — 0, ha (z,y) — (0,0). Legyen £ > 0, tovabba

-

Igy
2 2 2( 2 2
2333/ §2x/$ +y(l’ +y):2/$2+y2.
$2+y2 xQ—l—yQ

Ha § = £, valamint /22 + y? < 4, akkor

212
e <2y/x2+y? <20 =¢,
azaz
21>
im ———==0.
(@.y)—(0,0) 22 + 32
(b) Legyen y = ma. Ekkor

21> 2z (m?z? 2m2x 0
— — —_— = = O7

ZZ'2 + y4 $2 + m4y4 1 + m4x2 1

ha (z,y) — (0,0). Azonban, ha z-et y*-tel helyettesitjiik, akkor

2 4

2yt 2y _
$2+y4 _y2+y4_

Vagyis, ha (z,y) — (0,0) az x = y? parabola mentén, akkor

2zy*

— — 1.
22+t

Ezért a
21>

1m e
(z,y)—(0,0) 22 + y*

hatarérték nem létezik.

12



. 2 2
im =Y

)—(0,0) 7+

( | hatdarérték nem létezik!
.,y

14. Feladat. Mutassuk meg, hogy a

Megoldas. Legyen y = mx. Ekkor

22—y 22 -m2? 1-m?

x2 4 32 24 m2z2 14+ m2’

Mivel ;Zi az m-tol figg, igy kiilonb6z6 meredekségii egyenesek mentén kozelitve az origot
2 2

mas-mas szamokhoz tart, ezért a

Yy
x2+y2
‘ 2 — y2

lim ———

(z,9)—(0,0) 2 + Y2

hatarérték nem létezik. O

15. Feladat. Hatdrozzuk meg a

1. x2y2 . 1 x2y2
1m —_— es 1m e
(z,y)—(0,0) 22 + 2 (z,y)—(0,0) x4 + y*

hatarértékeket, ha léteznek!

Megoldds.  (a) (x,yl)ig%o,o) xﬁj?j; = 0, mert

vagyis 3,224;1/;2 — 0, ha (z.y) — 0.
(b) Legyen y = ma. Ekkor
w2 a¥(ma?) m2

vt oyt 2t 4 mitat T
A hatérérték tehat nem létezik.
O

x
16. Feladat. Folytonossd teheté-e az origéban az f(x,y) = ﬁyQ kétvdltozos fiigguény?
Z Y

Megoldads. [ nem tehetd folytonossa, mert a

lim —Y
(2,9)—(0,0) 2% + y?

hatarérték nem létezik, ugyanis ha y = max, akkor

mx2 m

fla)= 5
€T = = — .
Y 22+y?  (1+m?)a?2 1+ m?
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