Az 5. eléadashoz javasolt feladatok részletesen kidolgozott megoldasai, végeredményei
Terulet szamitasa hatdrozott integrallal

1. Hatdrozzuk meg az f(r) = —z? — 2z fiiggvény grafikonja és az x-tengely altal hatdrolt tar-
tomény teljes tertiletét, ha x € [—3,2]!

Megoldas: f(r) = —2?—2x = —z(z+2), tehat f-nek két zérushelye van: z; = 0 és x5 = —2.
Készitsiink vazlatot!

A keresett - az dbran sziirke szinnel jelzett - teriilet mérészama:

H(T):—/ (—a® — 2z) d:l:—l—/(—w2—2x) d:c+/(—x2—2x) dr =
:/($2+2£C) d:c+/(—x2—2x) d$+/(m2—|—2x) dx =
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Megjegyzés:
2
w(T) # / (—2® — 22) dx.
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2. Szamitsuk ki az f(r) = 2° — 4x és az x-tengely altal kozrezért véges sikrész teriiletének
mérészamat, ha x € [—2,2]!

Megoldas: Készitsiink véazlatot!



f(x)= (x* - 4 x)
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A keresett - az dbran sziirke szinnel jelzett - véges sikrész teriiletének mérGszama:
2

w(T) = (—2)/ (¢® — 4z) do = (—2) l“’z - 4%2} - (—2)(4 — 8) = 8.
Megjeqyzés: ,
/ (x3 — 41:) dr < 0.

0

3. Mekkora tertiletet hatérolnak az f(x) = 2%, a g(z) =2+6, az v = —2 és az x = —1 gorbék?

Megoldas: Készitsiink véazlatot!
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A keresett - az dbran sziirke szinnel jelzett - teriilet mérdszama:
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(x+6—27)dv = $—2+6 o o
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4. Adjuk meg annak a tartomanynak a teriiletét, amelyet az f(z) = 14cos x fiiggvény grafikonja,
valamint az y = 2 és az x = 7 egyenesek zarnak kozre!

Megoldas: Készitsiink véazlatot!

A keresett - az abran sziirke szinnel jelzett - véges sikrész teriiletének méroszama:

M(T):/(2—(1+cosx)) dx:/(l—cosx) dr = [z —sinz]j = 7.

5. Vazoljuk az f(z) = 2 fiiggvény grafikonja, a g(r) = —z és a h(z) = 1 egyenesek &ltal hatérolt
tartomanyt, majd hatarozzuk meg a teriiletét!

Megoldas: Készitsiink vazlatot!

-2.0 g(x)
h(x)
A keresett teriilet mérdszamas
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6. Szdmitsuk ki az f(z) = 2? és a g(x) = = + 2 gorbék &ltal kozrezart sikrész teriiletét!

Megoldas: Készitsiink vazlatot!

— f(x)

9(x)
A metszéspontokat az 22 = x + 2 egyenlet megoldésdval kapjuk:
¥ —1-2=0
1++v1+8
T2 = .
2
A gyokok: x1 = —1 és xo = 2. A keresett teriilet méroszama:
2 2
9 z? z3]° 9
wT) = [ (g(z) = f(z) de= [ ((z+2)—27)) do= {?+2x—§] =3
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7. Adjuk meg az f(z) = 2> —z és a g(x) = z —2? paraboldk 4ltal hatdrolt tartomdny teriiletének
méroszamat!

Megoldas: Készitsiink véazlatot!
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El6szor meg kell hataroznunk a metszéspontokat!

-2 =1x— 2
2% — 22 =0
z(x—1)=0

A gyokok: x; = 0 és o = 1. A metszéspontok tehdt a (0,0) és az (1,1) pontok. A keresett
(az abrén sziirke szinnel jelzett) teriilet mérdszama:

1 1

/(g(w)—f(:f)) dx:/(($—x2)—(x2—ar)) da =
= 1/(xx2) dr =
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8. Szamitsuk ki az xq értékét gy, hogy az y-tengely, az f(z) = \/x egyenletii gorbe, valamint e
gorbének az xg abszcisszdji pontjahoz huzott érintdje altal hatarolt véges teriilet mérészama

legyen!

Megoldas: frjuk fel az f(x) = \/x egyenletli gorbe xq abszcisszdji pontjdhoz hiizhaté érinté

egyenletét!
R

Az érintét a Py(xg, /To) pontba hizzuk. Az érinté egyenlete:

1 x
<x_x0)+\/x_0:2\/$—0x+ \/2—0.
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Tehat

1
= EIO Zo
Azaz ) 5
w(T) = Exm/xo =3 = Tor/To = 8 = ro = 4.
1
. Vézoljuk az f : R = R, f(7) = — | fiiggvény grafikonjat! Szamitsuk ki a b € R paraméter
x

értékét, ha a gorbe alatti teriilet a [—b, b] intervallumon 1!
Megoldas:
Készitstink véazlatot!
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A feladat szovege alapjan:

Szamitsuk ki a hatarozott interalt!

£t
b b b r =t 3
J [ SO 0TS e
t]1]2




b
= [arctgt]? = arctg? — arctg0 = arctg?.
b b
wT)=1= arctg§ = 3= tgl = b = 2tgl.

10. Abrézoljuk ugyanabban a koordinta-rendszerben az f (x) =sinz és a g(x) = cos z fliggvényt,
majd szamitsuk ki, hogy mekkora tertiletiiek a megadott gérbék altal kozrezart tartomanyok!

Megoldas: Készitsiink vazlatot!

0.5-

— sin(x)

X cos(x)

-1.0F

A keresett (az dbran sziirke szinnel jelzett) teriilet mérészama:

5w
4

w(T) = /(sinx —cosx)dr = [— cosz — sin ]

B 57T+, 5% ( W—l—in?r) B
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11. Mekkora teriilet(i sikidomot zar kozre az y? = 2z parabola és az x? + y?> = 8 kor?
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N

= — [cosz + sin ]
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Megoldas: Készitsiink véazlatot!




A gorbék a Py(2,2) és a P»(2, —2) pontokban metszik egymést. A keresett teriilet mérészama:

2

u(T)=/<\/ﬁ—y;> dy = 27 4 2

5
—2
12. Szamitsuk ki az y(( ; ??,)Sclonstt paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe alatti tertilet
mérészamat a 0 < ¢ < 7 intervallumban!

Megoldas: Készitsiink vazlatot!
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13. Szamitsuk ki az o(t) = rcost araméteres egyenletrendszerrel adott gorbe alatti tertilet
y(t) = rsin2t P

mérdszamat a 0 <t < g intervallumban (r > 0)!
Megoldas:
dx(t dy(t
x(t) = Zi) = —rsint y(t) = y(t) = 2r cos 2t,
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(2r? cost(cos® t — sin®t) + 2r*sin®t cost) dt =r* [ cos®tdt =

o§‘-.\§wm

(cost — costsin? t) dt =

= r2/cost(1 —sin®t) dt = r?

in®¢]? 1\ 2
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14. Szamitsuk ki az

O\w‘:‘

z(t) = 3(t — sint)
y(t) = 3(1 — cost) } ’ t & [0,2n]

paraméteres egyenletrendszerrel adott kozonséges ciklois egy ive alatti teriilet mérészamat!

Megoldas: Készitsiink véazlatot!
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Mivel

(t) = i 3(1 — cost),

igy az abran sziirke szinnel jelzett teriilet méroszama:

27 27 2
,u(T):/y(t)-x'(t)dt:/9(1—cost)2dt:9/(1—200825—1—005225) dt =
0 0 0
27T )
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15. Széamitsuk ki az r = 4y/cos 2¢p gorbe (lemniszkata) teriiletét! Vazoljuk a gorbét!

Megoldas: A lemniszkata esetén cos2¢ > 0, azaz

7r< <7r ) 37r< <5
—— — és — —.
1=¥Y>7 L =¥=7
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A keresett (az dbran kék szinnel jelzett) tertilet mérdszama:

s jus

1 I
M(S):4'5/16-cos290d<,0:32/005290d<p:32[ = 16.
0 0

0

sin 2@}

16. Szamitsuk ki azon siktartomany teriiletét, amely az r = 1 + cos ¢ gorbén beliil és az r =1
koron kiviil van!
Megoldas: Készitsiink vazlatot!

o
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A keresett (az dbran kék szinnel jelzett) teriilet mérészama:

™

2

/ ((1+ cos ©)? — 1?) dp = / (cos® o+ 2cos p)) dp =
0
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17. Hatérozzuk meg az r = sin ¢ kor altal hatérolt tartomany » = 1 — cos ¢ kardioidon kiviil es6
részének a teriiletét!

Megoldas:

jus

1 1
M(S):—/ (sin® p — (1 — cos p)?) dy = 5/(2cosgo—1—cos2gp) dp =
0

0

1{ :
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18. Hatarozzuk meg az r = sin 2¢ négylevelii 16here egyik levelének teriiletét!

Megoldas:

1 1
wu(S) = §/sin2 20dp = 3

0

1—cos4<,0d 1 sin 4 %77r
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Sikgorbék ivhosszanak szamitdsa

19. Szamitsuk ki az
z(t) =t —sint
y(t) =1 — cost
paraméteres egyenletrendszerrel adott ciklois ivhosszat a 0 <t < 27 intervallumban!

Megoldas: Az
z(t)=1—cost  és y (t) = sint

derivaltak folytonosak, valamint
[ (6)]” + [ (t)]° = (1 — cost)® + (sint)® = 1 — 2cost + cos> t + sin?t = 2 — 2 cos.

Az ivhossz:

iy

L:/\/[gs(t)]2+[‘(t)]th=7mdt /\/mdt

0

/W ;) oL Y /f@ it =

t ot cos% 2 t1%"
sin—|dt=2[sin=dt=2|— = —4 |cos = =—4(-1-1)=8.
2 2 . .




20. Szamitsuk ki az
z(t) = cos®t }

y(t) = sin®¢

i
paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe ivhosszat a 0 <t < 5 intervallumban! Vazoljuk

a gorbét!
Megoldas:

@ (t) = 3cos’t (—sint) = —3cos® tsint és 9 (t) = 3sin*tcost = 3sin*tcost
folytonosak, valamint

[z ()] + [ (t))° = 9cos* tsin®t + 9sin® ¢ cos? t = 9 cos? tsin® ¢ (cos®t +sin’t) =

= 9cos? tsin’t.

Az {vhossz:

T
tp 5 5 5

L= /\/[x(t)]2+ [y ()] dt = /\/9C082tsin2tdt: /3|cost| |sint| dt = 3/costsintdt:
ta 0 0 0

7 in2¢]? 3
:3/(sint)1(sint)’ dt=3 |22 =2,
2 2
0
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