A 10. el6adashoz javasolt feladatok részletesen kidolgozott megoldasai

Feliilet felszinének szamitdsa kettds integrallal

Feliilet felszinének szamitasara az altalanos képlet:

u(a) = [ [\ g+ Lasay

ahol T a z = f(z,y) kétvéltozds fiiggvény xy-sikbeli vetiilete:

f&y)

:

f(x,y) fiiggdleges vetiilete
a sikon

1. Szamitsuk ki a kovetkezd felilet felszinét:
6z + 3y + 3z = 12, x,y,z > 0.

Megoldas: A 62+3y+3z = 12 feliilet egy sik. Az egyenletbél z = f(z,y) kénnyen kifejezhet6:

1
z:f(x,y):5(12—6x—3y):4—2x—y.

Ha z,y, 2z > 0, akkor az adott sik els6 térnyolcadba es6 darabjat kapjuk:




Ennek a darabnak az xy-sikon egy hdaromszog a vetiilete. Az xy-sik egyenlete z = 0, igy a
0 =4 — 2z — y Osszefiiggvésbol kapjuk, hogy

y=4-—2x.
A T tartomanyt az z- és az y-tengely, valamint az y = 4 — 2z egyenes hatarolja. Tehat:
T C R?, T:{(x,y)E]R2|x20,y207y§4—2x}.

Vagyis:
igy

,u(A)—//\/1+(f;)2+(f3’/)2dxdy—/ /\/1+(—2)2+(—1)2dy dr =

2

- / <[\/6y} yZHx) dz = / (VB(4 - 20)) dw =2+ (4v/6) = (V6 -2) - 22/2 ~ 9.7979

y=0
0 0

vagy

2.4
(A) = //\/1 + ()24 (f1)2dady = p(T) - /1 + (=2)2 + (—1)2 = = V6~ 9.7979.
T
. Szamitsuk ki a kovetkezd feliilet felszinét:
z=uay, 2°+y* <4

Megoldas: A z = f(z,y) = xy kétvaltozos fiiggvény egy nyeregfeliilet, amelynek az origd
kozéppontt, 2 sugaru korlap feletti darabjanak felszinét fogjuk meghatarozni:




Az dbrén |n| a felillet 7 = (1, — f;, — f,) normdlvektordnak az abszolit értékét jeloli. Tehdt:

TCR? T={(z,y) e R*|2*+y* <4},
2:T =R, (z,y) = (v, flry) & floy) =2y = fi=y f=2

u(A)://\/1+(f9’6)2+(f{/)2dxdy://\/1+y2+332dxdy:

2

27 2
1 (1+72)3%2)
— V1+r2. — LT —
/ / +r2-rdr | de /{2 3/2 Tzodgp
0 0

0
1 532132 10567
=27 - = .

2 3/2 3

3. Szamitsuk ki a kovetkezo feliilet felszinét:
2 +22=20, 22 +42<4, 2>0.
Megoldas:
A 22 4 y? + 22 = 20 egyenlet az origd koézépponti v/20 = 21/5 sugari gémb egyenlete. Mivel

z > 0, igy csak a felsd félgomb azon részének felszinét kell meghataroznunk, amely az origd
kozéppontu 2 sugaru korlap felett taldlhato:

-2 -1 0 1 2

TCR? T={(z,y) e R?*|2*+y*> <4}.
Tehat:
[:T =R, (2,y) = (20, f(x,y), [flz,y)=v20-22—y
és - y
r_ — r_ — )
I V20 — 22 — 2 y V20 — 22 — 42




fgy

$2+y2
_ 12 12 — —

H(A)—//\/1+<fx) +(f) dxdy—//\/1+20_x2_y2dxdy

T T

27 2 21 2
_ J1+ r dr | do = WGy | — dr | do =
- 20—z )T 5o 2 T | de=

0

0 0

r=
r=

_ / :_2\/5\/20 — rﬂ Z dp = 27(20 — 8V/5).

. Szamitsuk ki a kovetkezo feliilet felszinét:
2+ y? =3z, 2® 4+ <3
Megoldas:

Az 2% + y? = 3z forgasparaboloid felszinét szamoljuk az origd kézépponti v/3 sugard korlap
felett:

X

-1.5 -1.0 -0.5 05 1.0 15




Ekkor
T C R? és T ={(z,y) eR*|2* +y*> < 3}.

Tovabba
a:2—|—y2
FT=R (2y) = (2y fly), flzy)=—7
éS 2 2
) _ 4T r_ 2y

A keresett felszin mérdszam:

N2 (P2 dedy — [ 2 +4y
N(A)://\/1+(fx) +(fy) d:vdy—// 1+Td$dy—

2

V3
4 2 2 / 42
T 0 0
27

V3
2\ 3/2 -
:/[%(1+4L> ] dgp:27r~%(7\/2_—9>:(7\/ﬁ—9)w%12.0836.

4 9 6

0 0

5. Szamitsuk ki a kovetkezo feliiletekkel hatérolt test teljes felszinét:
z=15—a2®> —y*, 2=6.

Megoldas:

A 2z =15 — 22 — y? forgdsparboloidot elmetszettiik a z = 6 sikkal. Készitsiink véazlatot!

3F




Ekkor
15—22—y>=6
22 +y* = 0.
Az integrécios tartomény tehat az origd kozéppontu 3 sugard korlap:
T C R? és T = {(z,y) € R?[z* +y* < 9}.

Tovabba:
[T =R, (2,y) = (x,y flz,y), [fley) =15—a"—1>
igy

A keresett felszin mérészama:

M(A)://\/1+(f;)2+(f?§)2dxdy://\/1+4x2+4y2dxdy:

2

3
://\/1+4(x2+y2)dxdy:/ V1+4r2-rdr | dp =
T o \o

2

:/ {% (1+4r2)3/2}zd4p:27r.%<37\/§_1> _ (37\/3_2_1)7T‘

0

A teljes felszin:
(37V37— 1)«

5 + 9.

1(Ar) = p(A) + u(T) =

. Hatérozzuk meg az z2 + y? + 2% = 25 gomb azon részének felszinét, amely a z =2 és a 2 = 4
sikok kozott van!

Megoldas:

A gomb egyenletébdl fejezziik ki z-t!
24y +22=25
22 =25 — 2% —
2 =£/25 — a2 — 12
z > 0, ezért az

f(@y) = V25 — a2 —y?

explicit egyenlettel dolgozhatunk a tovabbiakban. A parcialis derivaltak:

f/ — —T éS f/ — _y

/25 —a? — g2 Y25 — a2 —



fgy ) ,
e R e

25

25 —a2—y? 25 —a?2—y?

A keresett felszin a

T={(z.y) eR|9<a’+y* <21}

tartomany folott van.

A keresett felszin mérészama:

//\/1 + (2 +(f) 2dxdy_//,/25 y dudy =

//\/25_ @1 W= / /m

2w

(O (fern-erie) o= (9]

0 3 0

— (_5)/ [\/W]r dp = (—5)-2m - (2 — 4) = 207

:25—952—3/2‘



Hdrmas integrdlok

1= [[[ e av

1%

7. Szamitsuk ki az

harmas inregralt, ahol
V:{(x,y,z)eR?’ | 1§x§2,0§y§1,0§z§ln2}

téglatest!
Megoldas:

Ha az integralas téglatesten torténik, valamint az integrandus felirhaté harom egyvaltozés
fliggvény szorzataként, akkor harom egyszeres integral szorzataként szamolhaté a harmas

integral:
[ Joa fofea (] 2] e
(4_%) ; @-1)= 18

8. Szamitsuk ki az alabbi harmas integralokat!

V2 z 2—z2 3 2?Inz

///xyzdzdydx (b) ///weydydzdx;
1 =z O

2 2 \fy 11-2%y

o J]]=

Megoldas:

dxdydz; (d) ///xyzdzdyd:v.
“1%0 o

A harmas integralok kiszamitasara Fubini tételét hasznaljuk, tehat harom egyszeres integral
kiszamitasat végezzik el:

V2 x

// /xyzdz dydx—//my{ QE z? dydx_/;l'<2—$2)2 /ydy dr —

0 0

\/§
1 2 2d / 3 54_17 i xt x6+x8\/§ 1
R0 (2= G da S 16 32, 6
0 0



1 z 0 1 x 1 x
3
22 * 1. 5 28 32t 2? 118
1
2 2 [V3y
Y
(c) // /x2+ 5 dx dydz—// / dx | dydz =
1 z 0 () 1
2 2 x\[ 2 27r
—// {arctg—] dydz—//arctgﬁdydz—/ /§ dy | dz =
1 =z yo 1 =z 1 z
7r2 s 21% r
== 2—-2)dz=—=|22——| =—.
3/( 2) dz 3{2 211 6
1
2 2

1—x Yy 1 1—22

1
S27Y
/myzdz dydx—//xy{ } dyda::/
0 1
1

0 —

{T ) :—1—161 (—2x(1—:152)4>dgs=—i A==

9. Jellemezze azt a testet, amelynek térfogatit a
5 V25—22 3
/ / / dzdydz
=0 y=0 2=0

harmas integrédl adja meg és szamitsa ki a térfogatot!
Megoldas:

A test az 22 + y? = 25 egyenlet{i egyenes hengernek az z = 0 és a z = 3 sikok kozotti els6
térnyolcadba esé része.

Térfogata:
V25—22

/ / /dzdydx— (257 -3) = 7Z7T

z=0 y=0 2=0
10. Szamitsuk ki harmas integréallal annak a V' tartomanynak a térfogatat, amelyre:
V:{(x,y,z)ERS|O§x§2,0§y§1,0§z§1—y}.

Vazoljuk a tartomanyt!



Megoldas:

El6szor elkészitjiik a véazlatot:

A hasab térfogatanak mérdszama:

2

o= [ff - / / / / /Z]O e | [ -
:_/{y‘yﬂ:dx:_/(“%)flf'f:g[wﬁ:l.

A térfogat az alabbi harmas integralok barmelyikével szamolhato:

o fffov= ] | Jomee | ] Josn | ] -

=0 y=0 2=0 y=0 z=0 2=0 z=0 y=0 z=0

S o ] o ] ] Jowe

y=0 2z=0 =0 =0 2z=0 y=0 2=0 =0 y=0

A kapott eredmény konnyedén ellenérizhetd, mert a V' tartomany az egységnégyzet alapu, 2
egység magassagu haséab fele, igy térfogata:

M(v>=%-1.1-2=1.



11. Jellemezze azt a testet, amelynek térfogatat a
3 3—z 3—a—y
u(V) = / / / dzdydx
2=0 y=0 z=0
harmas integral adja meg és szamitsa ki a térfogatot!
Megoldas:

A testet feliillrl a z = 3 — x — y sik, alulrdl az xy-sikban 1év6, a koordindtatengelyek és az
y = 3 — x egyenes altal hatdrolt derékszogi haromszog fogja koriil.

A test egy tetraéder, melynek térfogata:
3 33—z 3—z—y
(V) = dzdydy — ~ .39 — 2
= VT Ty
z=0 y=0 2=0
Az integréalt Fubini-tétele alapjan is kiszamoljuk:
3 3—z 3—z—y 3—x

u(V) = / / / dz | dydx = / [2]5 7Y dydx = / / B—z—y)dy |de=

z=0 y=0 z=0 z=0 y=0 =0 y=0

23— 2 2 373
Y 9 x 9 x x 9
= 3y—xy——] dx:/(——3a:+—> dx={—x—3—+—} = —.
/[ 2 0 2 2 2 2 6 0 2



12.

Integraldas henger- és gombi kooordindtarendszerben

A hengerkoordinatdk egy térbeli P(z,y,z) pontot egy rendezett (r,¢,z) szdmharmassal
definialnak, ahol r és ¢ a P pont zy-sikbeli vetiiletének polédris koordinatai, z pedig
valtozatlanul a Descartes-féle derékszogli koordinatarendszerbeli 3. koordinata.

Osszefiiggések:
T =TCosy
y=rsingp
z2=2z
2 4yt =
drdydz = r drdedz
Tehét:

/// f(z,y, 2) dedydz = /// f(recosp,rsing, z) - rdrded:z.
Vac,y,z Vr,cp,z

frjuk at hengerkoordinatakra, majd szamitsuk ki az
1 Vi—a? 22 4y?
I'= / / / 32? dzdydx
a=—1  y=—Vi-a? z=—(z%+y?)

integralt! Vazoljuk az integacios tartomanyt!
Megoldas:

Az integraciés tartoméany az z = 22 + y? és a z = —(2® + y?) parboloidok kozotti térrész,
amely az 22 4 y? = 1 egyenes korhenger belsejében van:




13.

Térjiink at hengerkoordinatakra:

1 Vi—a? z2+y?
I = / / / 32? dzdydx =

z=-1 Vi—z?Z z=—(x24y?)

:/// (rsing)? - r dzdrdp =

r=0 z=—7r2

2w

=// / 3-r®.sin® ¢ dzdrdp =

=0 r=0 z=—r2

2w r2

= / /3-r3-sin2g0 / dz | drdyp = / /3 r3 - sin? - [] "2 drdy =
=0 r=0 r=—12 =0 r=0
2 1
.5 5 1—c08290 5
=3 sin“pdyp- [ 2r°dr =6 ngo- o dr =
©=0 r=0 =0 r=0
sin 2¢p et 1
=3|p— = =3-21r-=-=m.
i NG A

Mekkora a térfogata annak a tartomanynak, amelyet alulrél a z = 22 +y? paraboloid, oldalrél
az 2% + 3% = 1 henger, feliilrél pedig a z = 22 + y? + 1 paraboloid hatdrol?

Megoldas:

Az integraciés tartomdny az z = 22 + y? és a z = 22 + y? + 1 parboloidok kozotti térrész,
amely az 22 4 y? = 1 egyenes korhenger belsejében van:




Az integraciés tartomany vetiilete az xy-sikban az origd kozéppontu, egység sugaru korlap,

u(V) = // (#*+y*+1)— (2*+y%)) dody = // drdr = p(T) = 7.

Szamolhatunk harmas integrallal is, hengerkoordinatakra torténd attéréssel:

a?+y?+1
w(V) = / / / dzdydx = / / / r dzdrdp =
z=—1 y=—v1—22 z=x2+y? =0 7=0 z=r2
= / / [z o drde = 2%/ 2] S dr =
=0 =0 r=0
211
=27r/rdr=27r [—]0=7r

14. Mekkora a térfogata annak a tartomanynak, amelyet az 2% 4+ y?> = 4 henger és az y + z = 4,
valamint a z = 0 sikok zarnak kozre?

Megoldas:

Készitstink vazlatot!




Harmas integrallal szamolunk, hengerkoordinatakra torténo attéréssel:

Vi—zZ 2 2 4—rsing
w(V) = / / / dzdydx = / / / r dzdrdy =
r=—2 y=— 4— 1.2 z=0 50_0 r=0 z=0
_ / / 4 rsin @ degO _ / / 4y — T2 sin gp) drdgp =
(,0—0 =0 go—O r=0
23
_/{4-5—3311&@ / ——SIHSO dp =
=0
= |8 —|—§cos 27r—167T+§_§_167T
= |8p 3 2 . = 3 3 ’

15. Mekkora a térfogata annak a tartomanynak, amelyet az 2 = 5 — 22 — y? és a z = 4a% + 4y?
paraboloidok hatarolnak?

Megoldas:

Készitsiink vazlatot! A paraboloidok altal kozrezart térrész az x% + y? = 1 henger belsejében
van, mert a metszésvonal:

5—(*+yH) =4(2*+4*) = 5@*+y)=5 = 2*+y*=1




Harmas integrallal szamolunk, hengerkoordinatakra torténo attéréssel:

2 5—x2—y?

1 Vi—a?
u(V) = / / / dzdydr = // / r dzdrdy =

z=—1 gy= z2=4(z2+y?) =0 =0 z=4r2

=/d¢/ 2] r—27r/5(r—r3) dr

T T 1 1 %
=1 ——— =1 —— = = —.
OW{2 4]0 Oﬂ<2 4) 2

I=///x2z\/x2+y2d‘/
v

16. Szamitsuk ki az

hérmas inregrélt, ahol a V tartomanyt a z = 0, a z = /22 + 2 és az 22 + y* = 4 feliiletek

zarjak kozre!
Megoldas:

Készitsiink vazlatot! A megadott feliiletek altal kozrezart térrész az x? + y?> = 4 henger

belsejében van:

AV tartomanyt alulrdl az xy-sikban 16vé x? + y? < 4 korlap, oldalrdl az x? + y? = 4 henger,
felillr6l pedig a z = /a2 + y? kup hatarolja. A keresett I integralt hengerkoordinatdkra



17.

torténo attéréssel szamoljuk:

]—/// 2/ 2?2 +y2dV = ///rcosgpzrrdzdrdgo—

=0 r=0 2z=0

27T 1
://r4cos2g0-[%] drdp = /0052¢dg0-§/r6drz
0
= 0 0

=0 r=0 o= r=
2 2 )
1 1+ cos2¢p 6 1 sin 2¢p r’
= — d . d _ — —_— p—
2/ 2 /T g 4{ 2 |, 171,
=0 r=0
2T 64n
_C.op. 2 220
T

A gbmbi koordinatdk a tér egy P(z,y,z) pontjat egy rendezett (r,0,p) szdmharmassal
adjak meg, ahol r a P pont tavolsidga az origétdl (r > 0), 6 a magassigi sz0g, amely az OP
szakasz xy-sikkal bezart szoge (—— <0< ) ¢ pedig a poléarszog, vagyis az O P’ szakasznak
az x-tengely pozitiv felével bezart szoge, ahol P’ a P pont zy-sikbeli vetiilete (0 < ¢ < 27).

Osszefiiggések:
x = rcosfcosp
y = rcosfsing
z=rsinf
22 4+ y* =r?cos’ 0
x? y2 + 22 =r?
dxdydz = r* cos  drdfdy
Tehat:

// f(z,y, 2) dedydz = // f(rcosfcos p,rcos@sin g, rsinf) - 72 cos § drdfdep.
Vz,y,z V’I‘,G,(p

Szamitsuk ki az

I:///\/x2+y2+22d‘/
v
héarmas integralt gombi koordinatakra valé attéréssel, ahol

V:{(x,y,z)€R3|0§x§2,0§y§v4—x2,0§z§\/4—x2—y2}

negyedgomb!



Megoldas:

I—///T‘T cos 6 drdfdy = / dgo/cos@d&/ (0] -[sin 6] - [%} = 2.
0

=0 6=0 r=0
18. Szamitsuk ki az 22 + y? + 22 = R?, R > 0 gomb térfogatdt harmas integrallal, gombi ko-
ordindtak alkalmazaséaval!

Megoldas:

s 0 < o < 2m. Tehat:

Teljes gomb esetén 0 <r < R, -5 <6 <

/ //T cos @ drdfdyp = / dy - /cos@d@/ dr =

= [90]3”'[81119]2- {T—?’L =2r-(1—(-1)- R; = %R?’ .

wl::

3

19. Szamitsuk ki az
- / / / v

1%
harmas integrdlt, ha a V tartoméanyt felilrél a z = /4 — 22 — y? félgdmb, alulrél pedig a

z = /x% + y? kip zérjak kozre!

Megoldas:

Készitstink vazlatot!




Keressiik meg a metszésvonalat! Az egyenletekbdl adodik, hogy

4—x2—y2:x2+y2 = 4:2(332—1—3;2),
azaz

T: 2%+ y2 <2,
origé kozépponti, /2 sugari korlap.

I. megoldas: Hengerkoordinatak alkalmazasaval

V2 2—12

VA—a?—y? o V2 VA2 2 V2
I= / / / dzdydx = / / / r dzdrdy = / /r- B =
r=—v2 y=—v2—22 \/Q——Fy

=0 r=0 z=r

V2 V2 . Tji
// VA—712 —1?) drdp = 21 (-%) /(—2r)(4—r2)%dr—/r2dr
(L) () evn ) 5

II. megoldas: Gombi koordinatak alkalmazasaval

V2 Va—a?  Ama?oy?

2r 5 2
= / / / dzdydx = / //T2 cos B drdfdy =

=2 =T oy p=0 6=T r=0

cos 6 d - /7“ dr = [p [sme]g [31

8 87
2)’5 3@V



