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A Taylor-polinom ill. Taylor-sor hatranya, hogy az adott fliggvényt
csak a sorfejtés helyén ill. annak kornyezetében kozeliti jél. A
sorfejtés helyétdl tavolodva a kozelités pontossaga csokken.

1.1. Definicio

>|

o0
Z(ak cos kx + by sin kx) = ag+...+(an cos nx+ by sin nx)+... (1)
k=0
sort trigonometrikus sornak nevezziik, amelyben ag, ax, by
(k=1,2,...) konstansok a sor egyiitthatéi.

A trigonometrikus sor tagjai periodikus fliggvények.
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1.2. Definicio

A

o
g ay cos kx = ag + a1 cos x + a» cos 2x + ... + a, cos nx + ...
k=0

sort tiszta koszinusz sornak, a

o
Zbk sinkx = by + by sinx + bysin2x + ... + b, sin nx + ...
k=0

sort tiszta szinusz sornak nevezzuk.

A Fourier-sor periodikus fiiggvények trigonometrikus sorral valé
kozelitése, igy periodikus jelenségek vizsgdlatanal van nagy
jelentosége. Ez a kozelités nem egy pontban, vagy annak
kornyezetében kozeliti meg a fliggvényt, hanem egy
intervallumban.
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1.3. Feladat

Legyen f a 27 hosszlsagl intervallumban korlatos és integralhaté
fuggvény. Keressiik azt az

Fn(x) = ap + (a1 cos x + by sin x) + ... + (a cos nx + by, sin nx) (2)

polinomot, amelyre az

/ [F(x) — Fn(x)]?dx

integral a lehet6 legkisebb.

Ebben a széls6értékfeladatban az ismeretlenek az
ao, a1, b1, az, ba, ..., an, by

egyutthatdk.



1.3. Feladat megolddsa

Annak a feltételnek, hogy az f fiiggvény és az Fp(x)
trigonometrikus polinom eltéréseinek négyzetintegralja minimalis
legyen a Fourier-egylitthaték tesznek eleget:

2
1
ap = 2ﬂ_/f(X)dX, bo = 0,
0

2

ag = /f(x) cos kxdx,
0
2

bx = /f(x) sin kxdx,
0

N

k=1,2,3,...,n.
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1.4. Definicio

A Fourier-egyiitthatokkal el6allitott trigonometrikus sort
Fourier-sornak nevezziik.

Megjegyzések

@ Az F,(x) polinom nem egy pont kozelében kozelit j6l, hanem
egy intervallumon.

@ Ha az adott f fliggvény 27 szerint periodikus fiiggvény, akkor
a Fourier-egylitthatékban szerepl6 integralok eredménye nem
véltozik, ha az inteegralds hatarai nem 0 és 27, hanem
tetszOleges 27 hosszlsagul intervallum.

© Ha az f fliggvény a peridéduson beliil szakaddsos, vagy a
fuggvény folytonos ugyan, de a derivaltjanak van szakadasa,
akkor a hatarozott integralndl tanultak alapjan az integralds
szakaszonként végzendé el és az eredmények osszeadanddak.
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Bizonyos esetekben a Fourier.egytitthatékat konnyebben
kiszamithatjuk:

Specidlis esetek

1. Ha f paros fuggvény, azaz

f(x) = f(=x)

és integralhaté [0, 27]-n, akkor

™

ap = 1/f(x)dx,

s
0

T

2
ay = /f(x) cos kxdx,
T
0

by=0, k=1,2,3,..




Specidlis esetek

2. Ha f paratlan figgvény, azaz
f(x) = —f(=x),

és integralhaté [0, 27]-n, akkor

ap = O, dy = 0,
1271'
by = —/f(x) sin kxdx, k=1,2,3,..
s
0
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A Fourier-sorok konvergencidjara érényes tételeket nem bizonyitjuk.

Fontosabb tulajdonsdgok

Egy megadott f(x) periodikus fiiggvényt mindig elédllitja a
Fourier-sora, ha az f(x) fiiggvényre az alabbi feltételek valamelyike
teljesiil:

@ a sorfejtési intervallum belsejében folytonos és korlatos,

@ ha véges szamu hely kivételével folytonos és minden pontban
|étezik a jobb és a bal oldali differencidlhanyados és ezek
korlatosak,

© elegendo kielégitenie az Un. Lipschitz-feltételt, azaz az
intervallum belsejében levo két tetszoleges x1 és xo pontra
|étezik olyan K tetszbleges pozitiv konstans és p > 0 szam,
aelyekre:

[f(x2) — f(x1)] < K- |x — x1|P, 0<p<l.
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purier-sorokra

1.6. Példa

x|, ha —m<x<m

f(x+2r), egyébként [HBEVENY

Hatarozzuk meg az f(x) = {

Fourier-sorat!

Az f fliggvény paros, igy
by =0, k=1,2,..,

azaz a sor tiszta koszinusz sor.
A Fourier-egylitthaték kiszamitasa:

T ™

1 1 1[x21" «
= — f = — = — | — = —
2 7T/ () W/de 7T|:2:|0 2’

0 0

tovabba
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purier-sorokra

2] 2] 2 )
ak = 7T/f(x)cos kxdx = 7T/xcos kxdx = m((—l) - 1),
0 0

azaz k # 0 esetén:

0, ha k péros,
dix =

4
———, ha k paratlan.
k2’ P

A Fourier-sor tehat:

f(x)

7w 4 [cosx H cos3x  cosbx cos(2k — 1)x
2 71| 12 32 o T (2k —1)2
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ourier-sorokra

Ha az x = 0 helyettesitést elvégezziik, akkor a

(A [ +
2 w12 032 52 T (2k—1)2 7
sor adédik, amelybdl m-re adédik, hogy:
L S S S +
8 12 32 52 7 (2k—1)2 7

azaz
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ourier-sorokra

Abrézoljuk az f(x) fuggvény elsé néhany Fourier-polinomjat!

4 4
Fi(x) = g — _cosX, Fa(x) = T_ - [Cosx n Cos3x]

25T

187

05T

-1 0 1 2 3
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yurier-sorokra

-1, ha —7<x<0
Hatarozzuk meg az f(x) = 0, hax=0, x=7m7 |,
1, ha O<x<nm

f(x +2m) = f(x) fiiggvény Fourier-sorat!

Az f fliggvény paratlan, igy
ax =0, k=0,1,2,...
azaz a sor tiszta szinusz sor.

A by egylitthaték szamitdsa:

T 0 ™

by = l/f(x) sin kxdx = 1/(—1) sin kxdx + l/sin kxdx =
m m s
- - 0
_(_1\k
:g_ﬁ’ k=1,2,...
s k
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ourier-sorokra

Innen néhany egylitthatd értéke:

4 4 1
blzia b3:7'77
T T 3
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purier-sorokra

@ lgazolja, hogy az

x2

2
U ™
fx)={ 2 ~ %t ha 0=x<2r
f(x +2m), egyébként
o0
periodikus fiiggvény Fourier-sora a ) osnx
n=1
@ Adott az
gﬂa ha —m<x<0
f(X): T , f(X+27r):f(X)
5% ha 0<x<m

figgvény. Vazolja a fliggvény grafikonjat! Adja meg az f
fuggvény Fourier-sorat!
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