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1. Szamitsuk ki az aldbbi hatarozatlan integralokat!
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2. Vezessiik vissza elemi integralokra a kovetkez6 integralok kiszamitasét!
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1. Szorzatintegraldssal megoldhaté feladatok:

1.
4.
7.

10.

13.

16.
19.
22.
25.
28.
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2. Helyettesitéssel megoldhaté feladatok:
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1. Trigonometrikus és hiperbolikus fliggvények integralasa:

2. Raciondlis tortfiiggvények integralasa:
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1. Szamitsuk ki az alabbi integralokat!
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2. Szamitsuk ki az alabbi integralokat!
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Szamitsuk ki a kovetkezé integrélok értékét!

1

b) [x?sin2zdx; ) [23 V14 22da;
0

} 1
ol+a? 0
% 1 1 312 ¢ 0
d dx; 1 dx; 2 3| dz;
)£1+sinx x; e){x n* xdx; )J2|x+ | d;
1007 3 ™
g) [ V1—cos2zdr; h) [sgn(z —2%)dw; 1) [zsgn(cosz)dz;
0 0 0
. : 2
S dx; k) [z V1—wxde; 1) [——F——duz.
2ve —1 -7 T sin? (2z+—)
s 1
Mekkora teriiletet hatdrolnak az y =22, azy=x+6,x = -2 ésaz v = —1 gorbék?
2

Szamitsuk ki az y = x° és az y = x + 2 gorbék &altal kozrezart sikrész teriiletét!

Hatdrozzuk meg az y = /1 — x2 figgvény és az x-tengely dltal kozrezdrt sikrész tertiletét!

Szamitsuk ki az 1w értékét gy, hogy az y-tengely, az y = /T egyenletii gorbe, valamint e

. (a2
gorbének az g abszcisszajui pontjahoz huzott érintGje altal hatarolt véges teriilet mérészama —
legyen!

Viazoljuk az y = 1 egyenlettel megadott gorbét! A gorbe alatti teriilet a [—b, b] intervallumon

2
T
1. Szamitsuk ki b értékét!

Abrézoljuk ugyanabban a koordindta-rendszerben az f(x) = sinz és a g(x) = cosx fiiggvényt,
majd szdmitsuk ki, hogy mekkora teriiletliek a megadott gorbék altal kbzrezart tartoményok!

Mekkora teriiletii sikidomot zér kdzre az y? = 2x parabola és az 22 + y? = 4z kor?
Mekkora az y = £4/9 + x és az y = /9 — = egyenletli gérbék altal bezart teriilet mérdszama?

Milyen ardnyban osztja ketté az 32 = 2z egyenletii parabola az 22 + y? = 8 egyenletfi kor
teriiletét?

Szamitsa ki az aldbbi gérbék ivhosszat!

(a) y=chz, x€]0,3];
(b) y=v4—22, x€[-272];

_]' i ) |:777i|;
(c) y=Insinz, z € 13

(d) y=In(1-2?), nggé
1 1
(e) y=+/(2+2x)3, 5573

Szamitsa ki az y = V12 — 22, & € [—r,r] gorbe z- tengely koriili forgatdsdval nyert test térfogatat!



13.

14.

15.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

Szamitsa ki az y = sinx gorbe x tengely koruli forgatdsakor keletkez6 ”végtelen gyongysor” egy
gyongyszemének térfogatét!

Az y = 2sin % gorbe egy fél hullamat megforgatjuk az x tengely koriil. Mekkora az igy keletkez6

test térfogata?

Szamitsa ki az alabbi gérbék = tengely koriili forgatasdval nyert testek térfogatat!

(a) y=2a% 2 €]0,1];

(b) y =sinz, z € [0,7];

(¢) y=vr2—a? x €[-rr];

(d) y= oz ¥ 1, x € [4,12):

(e) y=2x+3,2€0,5];
Az y = cite” egyenletii gorbe [0,1n2] intervallum feletti {vét forgassuk meg az z-tengely

koriil. Mekkora az igy keletkezett forgastest térfogata és teljes felszine?

x(t) = 3cost
y(t) = 3sint
a 0 <t <7 intervallumban!

Szamitsa ki az } paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe alatti teriilet mérészamat

x(t) = rcost
y(t) = rsin 2t

a 0<t< % intervallumban (r > 0)!

Szamitsa ki az } paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe alatti teriilet mérészamat

x(t) = 3(t —sint)
y(t) = 3(1 — cost)
egy ive alatti tertilet mérészamat! Készitsen vazlatot a gorbérol!

Szamitsa ki az } paraméteres egyenletrendszerrel adott kozonséges ciklois

Mekkora az
x(t) = cos 2t }

y(t) = cost

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe és az y tengely kozé es6 sikrész teriilete? Készitsen
vazlatot!

Szamitsa ki az r = 44/cos 2¢ gorbe (lemniszkata) teriiletét! Vazolja a gorbét!

Szamitsa ki azon siktartomany teriiletét, amely az r = 1 + cos ¢ gorbén beliil és az r = 1 koérén
kiviil van!

Szamitsa ki azon siktartoméany tertiletét, amely az r = 2y/cos 2¢p gorbén beliil és az r = 1 koron
kiviil van! Készitsen abrat!



25.

26.

27.
28.
29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Hatarozza meg az r = sinp kor altal hatarolt tartomany r = 1 — cos¢ kardioidon kiviil es6
részének a teriiletét! Szdmitsa ki ezen tartomdny ( a kornek a kardioidon kiviili része) keriiletét!

Szamitsa ki integrallal annak a stktartomanynak a teriiletét, amely az r = 4 cos ¢ gorbén beliil, de
az r = 2 cos ¢ gorbén kiviil van! Készitsen abrat!

Hatarozza meg az r = 4 kor és az r = 4,/cos 2¢ lemniszkata kozé esé teriiletet! Készitsen abrat!
hatdrozza meg az r = sin 2¢ négylevelil 16here egyik levelének teriiletét!
Szamitsa ki az r = 1 4 cos ¢ kardioid teriiletét és keriiletét! Vazolja a gorbét!
Szamitsa ki az
x(t) = 3cost
y(t) = 3sint

paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe ivhosszat a 0 < ¢t < 27 intervallumban! Vézolja a
gorbét!

Szamitsa ki az
x(t) = et sint
y(t) = et cost
™
paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe ivhosszat a 0 <t < 5 intervallumban!

Szdmitsa ki az

y(t) =1 — cost

z(t) =t —sint }
paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe ivhosszat a 0 < ¢t < 27 intervallumban! Vazolja a
gorbét!
Szamitsa ki az

y(t) =sin’ ¢

z(t) = cos®t }

m
paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe ivhosszat a 0 < ¢t < 5 intervallumban! Vazolja a
gorbét!
Szamitsa ki az
x(t) = 4(cost + tsint)
y(t) = 4(sint — t cost)
paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe ivhosszat a 0 <t < 7 intervallumban!

Hatdrozza meg az r = e¥ spirdlis ivhosszat, ha ¢ € [0,1n2]!

Hatdrozza meg az r = cos? % gorbe {vhosszét, ha ¢ € [0, 27!
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1. Szamitsuk ki a kévetkez6 improprius integralokat, illetve vizsgaljuk meg, hogy divergensek-e?

00 0 0o 5
1 dz; [ dx; [ e*dz; Jaxe " da;
1 —oo 0
o0 oo oo .
(a) —— d; [3719% dx; [ sinzda; JERE da;
0 0 0
. x . . xz
7T s {e dzx; [ iz dr; [ 5 da
— 00 — 00

8=
U
8

1 1 3
L dx; Inz dx; tgx dx;
[ | j

2

O —NRO— ) O~ ~— R — §——]

0 0
3 Ey
(b) = du; j(;ﬁ dx; {\/91? dzx; {COEQ 57 d;
2 1 -1
cos% 2x dZIJ; -gﬁ dm; f eml—l d‘r; m\/‘i‘/gﬁ

1

|
N

2. Szamitsa ki a kovetkez6 integralokat!

(oo}
(d) [z 2arctgzdz.
1
3. Hatdrozza meg az f(x) = zlnz fliggvény grafikonja és az z-tengely &dltal kozrezart véges sikrész
teriiletét!

4. Legyen
0, hax <0

f(z) = %, ha0<z <1

e hax>1.

Szamitsa ki az

7f(:17) dx és 7:cf(x) dx

integralokat!

5. Hatarozza meg, hogy milyen « érték esetén teljesiil az alabbi egyenlGség?

+oo

/xelfm”dos =1

0



6. Szamitsa ki az alabbi fiiggvényeknek az adott intervallumra vett kozonséges integralkozépértékét:

() f@)=tgg, 0<z<m

™ ™ ™

— 8si - << =

(b)  f(x) 881n(2:c+3>7 5 St 3s

() f(@) =z, 0 <z < 100;
(d) f(z) =10+ 2sinx + 3cosz, 0 <z <2m

10
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0, ha 0<z<1 , 0, ha 0<z<1
Lo Legyen f(2) = 1" ja1<ao<e ®9I@ =01 nat<r<2
Mutassuk meg, hogy

1 2
/ jdg & / fdg
0 1
létezik, de
2
/ fdg
0

nem létezik.

1, ha —-1<z2<0

, 0, ha —-1<x2<0
2. Legyenf(x):{ 0. ha O<az<l esg(x):{

1, ha 0<z<1
Mutassuk meg, hogy
0 1
[rag & [1ag
21 0

létezik, de

nem létezik.

b
3. Szamitsuk ki az [ fdg integralt (ha lehetséges), amennyiben

(a) a=0,b=m, f(z) =2, g(z) =sinz;

o B o _J 0, haxz<0
(b) a=-1,b=1, f(z) = cos Gx’g(z){ 1, haz>0 "’
() a=2b=4, f(x) =z, g(z) = —;
T
1 @
(d) a=0,b= o0, f(x) = 5, g(x) =e”.

b b
4. Szamitsuk ki az [ fdg integralt és az [gdf integrélt, majd alkalmazzuk a Riemann-Stieltjes

a a
integralokra a parcialis integralasrol szolé tételet!

(@) f:[0,1] — R, f(z) a? és 0,1 — R, g(z) = 21’3;

g:
(b) f:[0,7] — R, f(z)=e* é g¢:[0,7] — R, g(x) = cos3z.

1"
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1. Szamitsuk ki az aldbbi sorok Gsszegét!

> ! A = 5 1 © (5
a) n;oﬁ’ ) nz::O (_4> , C) nzijl 27L+2 ’ d) z::1 72”—1 ’ e) nZ: (9”
=1+ (1) = (5)" x (=5)" x 1 x /1
f - h h .
)nzo T )n; (4) ’ )nz::o 42 ) X St i) n; =0
3 x 2 S 1 ©  2n+1 o
k) 2 = T 1 .
3 X:: (n—|—3) )nZ::an_l’ )n§24n2—4n—3’ m) nglnz(n+1)2’ n) n§3Hn+1

2. A divergencia-kritérium segitségével mutassuk ki az alabbi sorokrél, hogy divergensek!
> 5

3n? -1 > 7n Tn+vViAn®+1 4n? + o0
: ¢ Vn2+2n—n); d —

o0 2 3n+2 o0 3 _ TL2 0 1 1+% o0 32774*1 + 5’”*2
1+ = I § B P 1+ = . b)Y I— o
e) Z < + Tl> ) ) n{:l n2 + 9’ g) n{:l < + n) ) ) n{:l 22n+9

3. Az 0Osszehasonlité kritériumok segitségével allapitsuk meg, hogy az aldbbi sorok koziil melyek
konvergensek!

x 1 x 1 > n®+n+5b x n*—n-=6
. b - . . d .
2) n;1n2+27 )n§1n373’ ) 712171372712757 )n§1n4+3n2+5’
& 3 x 2" -1 x Inn < sin’n
. f Z . - h
C) ngl\/ﬁ"_]-, )nz::13n+5n7 )nzl nv )nzz:l n2

4. A Cauchy-féle gyokkritérium segitségével allapitsuk meg, hogy az aldbbi sorok koziil melyek kon-
vergensek!

) M2 _—5n —3 ". 00 (n _|_5) oo 100 . 0o e
>Eﬁmme)’)Z 8 mwons M Eae

5. A D’Alambert-féle hanyadoskritérium segitségével allapitsuk meg, hogy az aldbbi sorok koziil
melyek konvergensek!

> n? > 3" x nl > n?
. b 2 . d R
a> ngl n' , ) n=1 n' C) ngl n" ’ ) ngl 2n ’
o (n +5) 3" > > 2n™ < (n!)?
f : e VDR
ng 4n : ) ngl 2n + 57 g) ngl 3”71" ) ngl (271)'

6. Az integrélkritérium segitségével allapitsuk meg, hogy az aldbbi sorok koziil melyek konvergensek!

a) n§2nlnn’ )n§1n2+2’ C) n§1n2—|—2’ )nzle"

7. A Leibniz-kritérium segitségével allapitsuk meg, hogy az alabbi sorok koziil melyek konvergensek!

9 S5y SEL 9 S o 5yl

vn n=1 n n=1 n! )

12




10.

11.

12.

13.

14.

Vizsgaljuk meg, hogy abszolit konvergensek, feltételesen konvergensek vagy divergensek-e az
aldbbi sorok!

SPaEs n S oSt a5 (1)

n=1 N n=1 n\/ﬁ ’ n=2 n=1
- N ) S Y G VAR S G B
] ntl N . f . A h e .
) ngl( ) n?+n’ ) ngl S 8) n§2 Inn ) 71;2 Inn

Alkalmasan valasztott kritérium segitségével dontsiik el az aldbbi sorokrdl, hogy konvergensek-e
vagy divergensek!

Y nij:lﬁ; b) nijlhl?n ’ <) ni_z 123”’ d) n§1 57(1)lna
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100 n ;
) nijl (lr.b()l)n7 n) :jlﬁz j;;’ 0) §2n ]I-H’I”L’ p) ni;;i?;g%
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oK
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|
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8
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178 3
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3
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1078
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=

8
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]
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2
LU7e
(0]
VS
SEI)
N—
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%) o) oo 3n e’} k 1
)Y (Vatl-ya)y y) L (at2-2/ntl+yn) 2) 3 2) > > (~1) :
n=1 n=1 n=1 N" E=1 i=1 k(k+1)
1 1
N1+ — 4 — 4+ — +. ..
) +1-2+2~4+3 8+ + 2"+

S o] [e’e) n o m2n
a 3mx™, b n"x"; C n.d ;
) n2=:0 ) nz=:1 ) n2=30 (TL + 1)377, ) nzz:O (2?1)'
> (n!)? X (2n n X (@ i X 5n n
&) > ),xn; £) 3 Cu (p 4" g) 3 2 h) 3 27 (z—2)
n=0 (STL) : n=1 n=0 n=0

Fejtsiik hatvanysorba a kovetkezd fliggvényeket és adjuk meg a hozzajuk tartozé konvergenciain-
tervallumokat!
3 1 2
;b T : T _
z+1

a) f(z) =

Irjuk fel a kovetkezd fiiggvények Maclaurin sorét!

W) f@) = 75 b) fle) = T

¢) f(z) =sinz; d) f(x) = shz.

frjuk fel a kovetkez§ fliggvények Taylor sordt a megadott pont koril!

a) f(x) =cosz; xzo=7 b) flx)=ln(x—1); zg=2 c¢) f(x) =sindz; 550:%

Fejtsiik hatvanysorba a kovetkezd fiiggvényeket!

€2z + 6721’ R

&) f@) = cosba; b) fa) = i o) f@) = e d) f@) = (1 + ),
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Fejtse Maclaurin-sorba az aldbbi fiiggvényeket! Hatarozza meg a Maclaurin-sor konvergenciain-
tervallumat!

a) e*; b) ze™%; c) e
1 1
d ; In (1 ) ——;
)1+x7 e) n( +$)7 )1+$2’
1
g) arctgz;  h) Tt i) sinx;
j) sin2?; k) Smx; 1) cosz;
x
1 1

; 0)

m) cos+/z; n) Nk

p) arcsinz; q) In(1+4z); 1) sh2z.

Viézolja az

o ={ 5 e DEIS L S = W

fiiggvény grafikonjat! Fejtse Fourier-sorba f(x)-et!
Fejtse Fourier-sorba az aldbbi fiiggvényeket!

[ Jz|, ha —m<z<mw
@)ﬂ@_{f@+m¢ egyébként

1 1
(b) Felhaszndlva az €l6z6 sorfejtést, szamitsa ki az 1 + 3 + % + ... sor Osszegét!

2

z°, ha —n<ax<nw
(c) f(z)= { flz+2m), egyébként

@ s@={ 5 ST s = i@

-1, ha —7m<z<0

(€ f@)={ 0, haz=0z=r , flz+2r)=Ff(z)
1, ha O<z<m

(f) Felhasznélva az eléz6 sorfejtést, szdmitsa ki az 1 — 3 + 5T + ... sor Osszegét!

T—x
(@ f@=9 2 M OSTET o) = fa)

0, ha z=0

(h) Felhaszndlva az el6z6 sorfejtést, szamitsa ki az 1 — 3 + 5T + ... sor Osszegét!

Hatérozza meg az f(z) = sing (—m <z <), f(x) = f(x 4+ 27) periodikus fiiggvény Fourier-

soraban cos x és sin z egylitthatdjanak az értékét!

Hatérozza meg az f(x) = cosg (—m <z <), f(x) = f(z + 27) periodikus fliggvény Fourier-

soraban cos x és sin z egyiitthatdjanak az értékét!

—r, ha —nm<zr<m
A®mmﬂ@_{f@+%%eg%Mm
az f fliggvény Fourier-sordban az as és by egyiitthatdk értékét!

fliggvény. Vazolja a fiiggvény grafikonjat! Adja meg

z, ha —n7<z<mw .. . . . .
— ) =~ ) , , (00
Adott az f(x) { f(z+2m), ocgyébként fliggvény. Vazolja a fiiggvény grafikonjat! Adja meg

az f fliggvény Fourier-sordban az sin 2x és cos4x egyiitthatéinak értékét!
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22.

23.

24.

T ™
1, ha — 5 S X S 5
Hatdrozza meg az f(x) = 1 - 35 f(z + 27) = f(x) fuggvény Fourier-
—=, ha — <z < —
2 2
sordban as és by értékét!
1,  ha fggxgg
Hatdrozza meg az f(x) = 3 - 3r flx 4+ 27) = f(x) fiiggvény Fourier-
o ha 5 <z < -

sordban ag és by értékét!

E+x, ha —7<z<0

Adott az f(z) = 2ﬂ_ , [z +27) = f(x) figgvény. Vazolja a fliggvény
——z, ha 0<z<m

grafikonjat! Adja meg az f fiiggvény Fourier-sorat!
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8. feladatlap
Analizis II.

Gazdasdginformatikus és Programtervezo informatikus hallgatok részére

1. Hatédrozzuk meg az aldbbi fliggvények elsérendil parcidlis derivéltjait:

(a) flz,y) =2 +4ay —y* +6
(b) f(z,y) =In (2 +97)
(c) f(z,y) =a¥
x+
(@) Sy ==
(e) f(z,y) =e™
(f) f(z,y,z) = varctg —

(h) f(x, Y, Z) = 2x2*2y2+cos\/2
2. Hatédrozzuk meg az aldbbi parcidlis derivaltakat!

— 3,5 2,3 "o __ "o __

(b) f(w,y,2) = ™", f (1,0,1) =2, fyr, (1,1,1) =7
3. Igazoljuk, hogy a z = zaurctgf kétvaltozds fiiggvény teljesiti a 2./ + z;’y = 0 egyenléséget!
Y

4. Mivel egyenld a _z fr+y- fy, kifejezés, ha f(z,y) =y -In/zy ?
Yy

L

5. Mivel egyenld a z - f; +y - f, kifejezés, ha f(z,y) = ?
r+y

2
6. Mivel egyenld a 2z - f, —y - f, kifejezés, ha f(x,y) = 2In z + I,
) Yy

7. Hatdrozzuk meg az alabbi derivaltakat!

X

(a) flz,y) = <9:y, T -y, y);

(b) f(z,y,2) = (wy — xz, 2* +yz);
(€) f(t) = (1, t, % 7).

8. Szamitsuk ki az aldbbi irdnymenti derivaltakat!

(a) f(z,y) =2®+y% P(2,1),v=34)

(b) flay) =sin(z+y) P(5.-5) v=(V31)
(c) f(a,y) = e? —ye; P(0,0), v = (2,5)

@) f o) = 25 Ple,e?), v =(12,5)

16



x .
z+y’

P(1,1), a v vektor p = g szoget zdr be az x- tengely pozitiv irdnydval.

(e) f(z,y) =

(f) f(z,y) =sh(z+y)ch(z —y); P(0,0), a v vektor ¢ = % szoget zar be az - tengely pozitiv
irdnyaval.

(2) f(z,y) =2V**t¥. P (3,7), a v vektor ¢ = 7 szdget zér be az x- tengely pozitiv irdnysval.

(h) f(z,y) =+/zy; P(1,4), av vektor ¢ = % szoget zar be az x- tengely pozitiv irdnydval.

9. Irjuk fel az aldbbi feliiletek feliileti normélisat és érintSsikjanak egyenletét a megadott pontokban!

(a) f(x,y) =2%y* —2y; P(1,2,0)

1
(b) z = e*¥sin (x + y); P<76r,0,2>

(¢) f(z,y)=Iny/22+y? P(1,0,0)
(d) z=2a%"Y; P(1,0,1)
_r~y. _
© ==Y peoLy
(f) zyz — 423 = -30; P(1,1,2)

(g) xzeYcosz=1; P(1,1,1)
(h) 2% +2v =12; P(2,3,2)

10. Adott az f(z,y) = cos kétvéltozds fliggvény.

Y
1‘2 + y2
(a) Irja fel az f fiiggvény Py(2,2) pontbeli gradiensét!

(b) Hatarozza meg az [ fuggvény irdnymenti derivaltjat a Py(2,2) ponton atmend v = (1,1)
irdnyvektori egyenes mentén!

(c) Trjafel a z = f(x,y) feliilet Py(2,2) pontbeli érintdsikjat!

11. Szédmitsa ki az f(z,y) :arctgi2 fiiggvény Py(0,1) pontjadban
)

(a) az irdnymenti derivaltat az a = (2, 2v/3) irdnyban;
(b) a z= f(x,y) felilet Py pontbeli érintdsikjat!

12. Hatdrozzuk meg az aldbbi f : R? — R fiiggvények mésodik derivéltjat (Hesse-matrixat)!

(a) f(z,y)

(b) f(z,y)=(z—1)°+4(y—13)*;
(c) flz,y) =2 —y+e;

(d) f(z,y) = a* = 3y® — 2zy;

17



14.
15.

16.

17.

1 1
(e) fl(z,y) = z " " +zy;
() f(2,y) =2® =3y +v°
Vizsgalja meg az f(z,y) = 2 + y? + 8 — 8zy fiiggvényt szélséérték szempontjabol!

Legyen f(z,y) = x® —2y? —42% + 5y — 3z + 7 fiiggvény adott. Hol van a fiiggvénynek maximuma
vagy minimuma?
3

5 3
Hol van az f(x,y) = % —y? — 222 + ¥~ 5% + 5 fliggvénynek maximuma vagy minimuma?

Hol van maximuma vagy minimuma az f(x,y) = e® 7Y —3% fiiggvénynek?

18



9. feladatlap

Analizis 11.

Gazdasaginformatikus és Programtervezo informatikus hallgatok részére

frja fel a J. j f (x, y)dxdy kettds integralban az integralas hatarait, ha el6szor x, azutan y

szerint integralunk (majd forditva), és a T tartomany

a) x> +y><l16; b) x*+y* <9, y<0;

c) y=x>, x+y<4; d) x=0, y=0, 2x+y=6
egyenesek altal hatarolt haromszog;

e) y? <8x, y<2x, 4x+y<24; f) y<x, 2y>x, xy<2.

Vazolja az alabbi kettds integralok integralasi tartomanyat:

4 dx_x? 1 Vi-x?

a) [ ]G y)dxdy; b [ [fley)xdy;
x=0 y=0 x=0 y=-2x
1 ¥ % 2cos @

o [ [rEyda o [ [r(nedde.
x=0 y=—x 9=0 r=0

Cserélje fel az integralas sorrendjét az alabbi kettds integralokban:

2 2x 3 Jox—x?

) [ [flxy)xdy; b [ [sCey)dxdy;
x=1 y=x x=0 =X
1y 1-x* 1 \/;

o | JrGeydy d [ [ Sy,
x=-1 y=0 Y=0 x=y

Szamitsa ki a kovetkezo kettds integralokat:

a) J% I(x—Z)yzdxdy; b) f[ '6[4y:1dxdy;
x=1 y=0 x=0 y=1 3x
L -

0) [ [sinxdxdy; d) [ [ cose+yydxdy;
x=0 y=0 y=0x=0
4 6

e) j I(2x3y—x2)dxdy; f) H xy’dxdy .
x=1y=3 X2 +y%<16

Szamitsa ki a ” (x— y)dxdy kettds integralt, ha Taz y* =3x, az y* =4—x gorbék és
T

az x-tengely altal hatarolt tartomany!

Hatdrozza meg annak a tetraédernek a térfogatat, amelyet a koordinatasikok és a
2z =12+4x+3y sik hatarolnak!

Hatirozza meg annak a testnek a térfogatat, amelyet az x° + y* =1 egyenes henger, az

xy sik és az x+z =1 sik hatérol!
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

Vazoljaa T={(x,):~-2<x<1;0<y<|x} tartomanyt! Szamitsa ki a
[[ (sinx+2y)dxdy
T

kettOs integralt!

Szamitsa ki az  A(a) = H
To(x? 47 +1)2

dxdy o , 1 ,
+ kettds integralt, ahol T, az origd kdzeéppontu,

a sugaru kortartomany. Hatarozza meg az igy kapott A(a) kifejezés hatarértékét, ha

a—>oo!

Szamitsa ki a H xydxdy kettds integralt, ahol a T tartomdny az origd kozépponti
T

egységnyi sugart kornek az a része, amelyre teljesiil, hogy x>0 és y > % !
Vazolja azt a T siktartomdnyt, amely az » =1+ cos¢@ gorbén belill és az » =1 koron
1
kiviil van! Szdmitsakia || ——
I
Szamitsa ki az alabbi feliiletek altal hatarolt térrész térfogatat:
a) z:S—xz—yZ, z=1;

dxdy kettds integralt!

b) x4y +z =3, 2z=x"+y";
C) z=6-x"-)", z=x"+y%;
d) z=48-x"=y", z=2yx"+)’;

e) xP+yP=2x, z=x+)>, z=0;
2
f) z=4-y7, y:%, z=0;

g) x’+y° =4, z=x+y+10, z=0.
3
Szamitsa ki annak a testnek a térfogatat, amelyet a z=(1+x>+y") 2 ésa z=0

feliiletek metszenek ki az x” + »° = 4 hengerbdl!

Szamitsa ki integralszamitas segitségével az R sugaru gomb térfogatat!

Szamitsa ki annak a térrésznek a térfogatat, amelyet a z=16—/x"+)> kup, a
z=x"+)" paraboloid és az x” + )’ =9 egyenletii henger hatarol!

Legyen T az xy =1 gorbe és a 2x+ y =3 egyenes altal hatarolt tartomany. Hatarozza
meg T tertiletét kettds integrallal!

Szamitsa ki integralszamitas segitségével az R sugaru gomb térfogatat és felszinét!
Szamitsa ki a kovetkezd feliiletek felszinét:

a) 6x+3y+3z=12, x>0, y>0, z>0; b) z=xy, X +y <4;

c) X +y +2°=20, x*+)y° <4, z>0; d) x’+y* =3z, x’+y°<3.

Szamitsakia z=15-x" -y’ ésa z =6 feliiletekkel hatarolt test teljes felszinét!
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20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

Szamitsa ki annak a térrésznek a térfogatat ¢és a teljes felszinét, amelyet a
z=16—+/x"+)* kip, a z=x"+) paraboloid és az x*+)° =9 egyenletii henger
hatérol!

Hatarozza meg annak a tetraédernek a térfogatit és a teljes felszinét, amelyet a
koordinatasikok és a z=6—2x+3y sik hatarol!

Hatdrozza meg annak a testnek a térfogatat, amelyet az x” + y° =1 egyenes henger, az
xy -sik és az x+z =1 sik hatérol!

Hatarozza meg az » =1+ cos ¢ kardioid teriiletét kettds integrallal!

Hatdrozza meg az x” + y° +z° = 4z gdémb azon részének felszinét, amely a z = x* + y°

paraboloid belsejében van!
Szamitsa ki az x* +y’ +z° =25 gdémb azon részének felszinét, amely a z=2 és a

z =4 sikok ko6zott van!

Mekkora a z = arctgZ feliiletnek az x°+ > =4 henger 4ltal kimetszett részének a
X

felszine?
Szamitsa ki a z=5-x>—)" feliilet azon részének felszinét, amely az origd kozép-

pontu 2 sugart hengeren beliil van!
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10. feladatlap

Analizis 11.

Gazdasaginformatikus és Programtervezo informatikus hallgatok részére

Szamitsa ki a kovetkezd harmas integralokat, és vazolja az integracids alaptartoma-
nyokat:

a) j j- jtdzdydx; b) j Jr' j.dzdydx;
x=0 y=0z=0 x=0 y=0z=0

C) _2[ jﬁ j‘xyzdzdydx; d) j‘ jﬁ sz y3zdzdydx )
x=0 y=0z=0 x=0y=0z=0

Oldja meg az alabbi feladatokat henger- vagy gombi koordinatak bevezetésével és

vazolja az integracids tartomanyt!

a) [ | [axdyaz;

b) j j j(x2+ y?)dxdydz

2 z=0
4 Vax—x? 2
c) I I Iz x> + v dxdydz ;
30 Voo o-xioy?
d) I I x* +y? )dxdydz;

x=0 9—y2 z=0

Szamitsa ki a kdvetkezd harmas integralokat:

a) HI(}CZ +y? +22)er, ahol Vaz x* +y* +z*> < R* gémb;
V

b) HI(x+y—z+16)dV,ahol Vaz x* +y° +z° <5 gdmb.
V

C) ”j x’yzdV , ahol a V tartoméany az x” + y° +z° <1 gémb elsd térnyolcadban
V

1évo része.
Hatarozza meg a ” jq/xz +y” + z° dxdydz harmas integral értékét, haa V' tartomanyt
4

az x> + y2 +z2 < I, x >0, z2>0 egyenldtlenségek jelolik ki!
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1

Hatarozza meg az f(x,y,z) = (n=0) integraljat a V térrészen,

(x> +y* +2° )5
amely két origd kdzéppontt a ill. b sugari gomb kozotti térrésze, ahol 0 <a <b. Adja
meg a harmas integralt n-t6l fiiggden!

Szamitsa ki a m zx*|x* + y*dxdydz harmas integralt,ha a V tartoméanyt a
Vv

z=0, z=x>+y*, x*+y’ =4 (felilletek zarjak kozre!

Hatarozza meg a ” J. x2 yzdxdydz harmas integralt a V' véges tartomanyon, amelynek
4

hatirai az x? +y? +z2=1 egyenletii gombfeliilet, az x=0, y=0, z=0 egyenletii
sikok, tovabba x>0, y>0,z>0!

Hatarozza meg a J.J.J. (x+ y+z)dxdydz harmas integrélt, ahol Vaz x>+ y° +z> <6!
Vv

Szamitsa ki a ”_[ zx’\|x* + y’dxdydz harmas integralt, ha a V tartomanyt a
4

z=0,z=+/x>+y", x* + y* =4 feliiletek zarjak kozre!
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