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. Legyen

A:
B
C:

{n € N| n paros};
{neN|n<4};
{neN|n>2}.

Allapitsuk meg az X = (A\ (BN C)) U ((A\B)\C) halmaz elemeit!

. Bizonyitsuk be, hogy csak egy iires halmaz létezik!

. Az alabbi allitdsok koziil melyik igaz és melyik nem? (A és B tetsz6leges halmazok)

(a) (ANB) C (AUB)
(b) (ANB)C

(c) (ANB) C A\B

(d) (A\B) c (AU B);

(e) (AN B) C (A\(A\B)).

. Hozzuk egyszeriibb alakra az aldbbi kifejezéseket!

(a) (AUB)N (AU A);
(b) (AUB)N(BUA)N(AUB).

. Legyen A = {(z,y) €eR?|y=az+b}; B =

paraméterekrol, ha tudjuk, hogy

A\B = A;

A\B = 0

AN B ={(0,0)};
{(1,0),(0,1)} € (AN B).

(a
(b
(c
(d

— — —

. Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B, C' halmazokra:

(a) A\(BUC)=ANBNC;

(b) A\(ANB) = A\B;

(¢) (A\B) N (A\C) = A\(BUC);
(d) A\(BNC) = (A\B) U (A\O).

. Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B, C' halmazokra:

) ANBUCUANCUB=AUBUC,
) [A\N(B N O U[(AB)\C];
)
)

a

(
(b

(c) ANBNANB=ANBNAN B;
(d) An(BAC)=(ANB)A(ANC).

{(z,y) e R? |y = cx + d} . Mit mondhatunk az

. Legyenek x,y, z kiillonboz6 elemek és A := {z,y, z}. Soroljuk fel az A hatvinyhalmazanak elemeit!

a,b,c,d



10.

11.
12.

13.

Legyenek A és Legyenek z, y, z kiillonb6zé elemek és H := {x,y, z}. Adjuk meg az &sszes ekvivalenciareldciot
a H halmazon!

Legyenek A és B adott halmazok. Bizonyitsuk be, hogy

P(AN B) = P(A)NP(B).

Hény kozos eleme van az A x B és B x A halmaznak, ha A = {0;1;2;3}, B ={0;1;2;4}?
Hatédrozzuk meg az (A x B)N (B x A) és (A x B)\(B x A) halmazt, ha A = B!

Legyen A = {1;2;3}, B = {2;3;4}. Hatdrozzuk meg a kovetkezs halmazokat:

(a) (A\B) x (B\A);

(b) (AUB) x (AN B);

(c) (A\B) x (BN A);

(d) (B\A) x (BUA).



2. feladatlap

Analizis 1.
(GEMAN 151B)
I. éves Gazdasaginformatikus és Programtervezd informatikus hallgaték részére

1. Hatédrozzuk meg az aldbbi reldcidk értelmezési tartomdanyéat, értékkészletét és inverzét!

(a) A:={-5,2,3,4,5,9}, B:={-2,1,2,3}, pC AXx B és xpy akkor és csak akkor, ha =4y =17,
(b) A:={0,1,2}, B:={0,3,5}, pC Ax B és xzpy akkor és csak akkor, ha zy =0.

2. Adottak a p = {(1;2),(2;3),(3;1),(4;5),(5;4)} és o = {(1;2),(1;4),(2;4),(3;1),(4;5)} relacidk az A =
{1,2,3,4,5} halmazon.

(a) Hatdrozzuk meg az adott reldcidk értelmezési tartoményéat, értékkészletét és inverzét!

(b) Szamitsuk ki a 02 o p~1 reldciét!

3. Adott a o = {(1;5),(2;4),(3;1),(4;5),(5;3)} bindris relacié az A = {1,2,3,4,5} halmazon. Szdmitsa ki a
o N o3 reldciét!
4. Adottak a p = {(1;2),(2;3),(3;1),(4;5),(5;1)} és o = {(1;5),(5;4),(2;4),(3;1),(4;1)} relacick az A =
{1,2,3,4,5} halmazon.
(a) Hatdrozza meg a (o o p)~! reldciét!

(b) Hatérozza meg a (o o p) N(p o o) reldcidét!

ot

. Legyenek z, y, z kiillonbo6z6 elemek és H := {x,y, z}. Adjuk meg az Osszes ekvivalenciareldciét a H halmazon!

&

Vizsgalja meg, hogy az alabbi relaciok koziil melyik reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranzitiv. Ennek
alapjan allapitsa meg, melyik relacié ekvivalencia, melyik parcidlis rendezés és melyik teljes rendezés!

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(g)

(a,b) | la] = |b|} az R halmazon;
((a,b),(c,d)) |a+d=0b+c} az R x R halmazon;

(a,b) | a || b} a stk Osszes egyeneseinek L halmazén;

{

{

{

p CN XN és xpy akkor és csak akkor, ha x| y;

p CZxZ és xzpy akkor és csak akkor, ha z |y;

{(a,b) | a eltolhaté b-be} a sik Gsszes sokszogeinek S halmazdn;
{

(a,b) lha a=0bvagy b az a egyenesdgi leszdrmazottja, azaz b az a gyermeke,
unokdja, ...} az Osszes emberek F halmazdn;

(h) {(a,b) |ha a ugyanazokbdl a szdmjegyekbdl 4ll a tizes szdmrendszerben, mint b} az N halmazon;
(i) A egy adott halmaz f C P(A) x P(A) és xfy akkor és csak akkor, ha z =y;
(j) A egy adott halmaz f C P(A) x P(A) és zfy akkor és csak akkor, ha z C y.

7. Igazolja, hogy ha p és o az A # () halmazon értelmezett két relacid, akkor:

(a) Ha p és o antiszimmetrikus, akkor p N o és p U o szimmetrikus;
(b) Ha p tranzitiv, akkor p=! tranzitiv;

(¢c) Ha p és o tranzitiv, akkor p N o tranzitiv.
8. Legyenek A, B,C, D, E, F adott halmazok, FF C Ax B, G C C x D, H C E x F. Bizonyitsuk be, hogy

(FoG)oH=Fo(GoH).
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11 1
1. Legyen X := {1, CUCTREI } a < relacioval teljesen rendezett halmaz.
n

(a) Hatdrozzuk meg X legkisebb és legnagyobb elemét!
(b) Hatdrozzuk meg X alsé illetve fels§ korldtainak halmazdt R-ben. Mivel egyenld supX és infX R-ben?

2. Az aldbbi halmazok esetén hatdrozzuk meg supX-et és infX-et (ha létezik)!

1
(a) X = {x€R|x:2n,n€N};

(b) X :=[=1,1];
(¢c) X ={reZ|-5<z<0}

3. A fiiggvényre adott definicié alapjan vélasszuk ki az alabbi reldciok koziil a fliggvényeket:

(a) {(1;4),(2;3),(8;7),(9;5), (13;15)}

(b) {(1:2),(1;3), (1:4), (1;5)};

(c) {(252),(3;2),(4;2),(5:2)};

(d) {(=1:3),(4=7), (8 —1),(9;—7), (10;4) };
() {(=1:3),(2:8),(3:6), (~154), (8 7), (2:4)}

4. Dontsiik el, hogy az aldbbi relacidk koziil melyek fliggvények:

(a) pC N XN és zpy akkor és csak akkor, ha z | y;
(b) P a primszdmok halmaza, f CP x P és zpy akkor és csak akkor, ha z | y;
(¢c) A:={0,2,4}, B:={1,3,5}, p C Ax B és wzpy akkor és csak akkor, ha zy = 0;
(d) A:={0,2,4}, B:={1,3,5}, pC Bx A és xzpy akkor és csak akkor, ha ay = 0;
(e) {(a b) |ha a ugyanazokbdl a szdmjegyekbdl 4ll a tizes szdmrendszerben, mint b} az N halmazon;
(f) fC NxN és zfy akkor és csak akkor, ha 2z = y;
g) fCNxN és xfy akkor és csak akkor, ha 22 = y?;

)

(
(h) f CZxZ és xfy akkor és csak akkor, ha 2 = ¢

5. Az alabbi fiiggvények koziil melyek injektivek, illetve sziirjektivek? Adjuk meg azon fiiggvények értékkészletét,
amelyek nem sziirjektivek!

@) f:R—R,  f(z):=2%

(b) /R —RYU{0},  f(@) =2t
(c) f:RTU{0} — R, flx) == 2%
(d) f:R—R, f(x) :=sinz.

6. Dontsik el, hogy az alabbi fliggvények koziil melyek invertalhatok! Azokban az esetekben amikor f in-
vertalhat6 hatarozzuk meg az inverz fliggvényét!

(a) f:R— R, f(z) =22+ 1;
(b) f:R—R, fx) =%
(© fR{0} —R,  f(x) =

T



1—2
14+

d) fR\{-1} —R,  f(z):=
7. Hatérozzuk meg a @op, Yo, potp és o fliggvényt, ha
(a) p(z) =22 é Y(z) =2% z€R;

(b) o(x) = % és (x) =cosz, x € R\{0};

0, ha =<0 { 0, ha <0

(c) go(x):{% ha x;O ¢ Yl@)= —22, ha a:>0’x€R'

8. Adjunk meg bijekciét a kévetkez6 halmazok kozott!
(a) RT és R;

(b) (0,1] és [1,400);
(c) [0,1] és [a,b] .

9. Legyen A adott halmazrendszer, f C A x A, és AfB akkor és csak akkor, ha A és B egyenld szamossagu.
Bizonyitsuk be, hogy f ekvivalencia-reldcié A-n!

10. Legyen a,b € R és a < b. Bizonyitsuk be, hogy

(a) [0,1) ~ [0, +00);

(b) (a,b) ~(0,1);

(¢) (0,1) ~ (a,+o0);

(d) (a7+00) (o0, —a);
(e) (0,1) ~

11. Bizonyitsuk be, hogy R barmely két zart intervalluma ekvivalens!
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1. Hatéarozza meg az aldbbi halmazok belsé pontjainak, hatdrpontjainak, kiilsé pontjainak, torlédasi pontjainak
és izolalt pontjainak halmazgt!

(a) Hi CR;  Hy =] —1.1U{3}U4,5];
(b) R\Q;

(c) N;

(d) Hs C R; Hg{jl:néN}U{O}.

2. Bizonyitsuk be teljes indukcié segitségével a kovetkez6 allitdsokat!

1 n 1 I 1 _on
1-2 2.3 7 " nn+l) n+l’

(a)

(b) 1-2+2~3+3~4+...—|—n(n—|—1):én(n+1)(n+2);
nn+1)2n+1)

6 )
(d) 1222432 — 4+ (=1)""!n2 = (—1)’1—1@;

(€) (1 - i) (1 N £1>> (1 - (n—il)2) - 22122;

() 12422+ ... +n? =

n 2 _
(0 3 r-12= "0,
k=1 3
(g) 114212+ ..+nl-n=(Mn+1)—-1;
1 2 n—1 1
TR T e
(i) L, 44 >\/n >2
1) — — — n n
vioV2 vn N
(j) 2" > n? n>5
o G ey
(n)? = n+1 -

(1) 85" +2-3""t+1
(m) 94" +15n—1

(n) 5|24+ 43

(o) 7| 32nHL 4 ont2

3. Az (1++/2)" kifejezés binomidlis tétel szeinti kifejtésének harmadik tagja 110. Mekkora a kifejtés utolsé el6tti
tagja?

4. Fejtsiik ki a binomidlis tétel alapjan az (2% — 2y3)® hatvanyt!

5. Szdmitsuk ki a (/2 + /2)™ hatvénykitevdjét, ha a harmadik tagjdban v aSszerepel!

6
1 5
6. Mekkora x értéke, ha (ﬁ + ) kifejezés kozépso tagja 5? Oldjuk meg a feladatot Pascal-haromszog
x

felhasznaldsaval is!

12
7. Szdmitsa ki az E(z) = (:U2 — ) kifejezés binomidlis tétel szerinti kifejtésének azon tagjat, amely nem
T

tartalmazza z-et!



17
8. Adott E(z) = y m3) . Hatérozzuk meg binomidlis tétel szerinti kifejtésének azon tagjat, amelyik

(7=

nem tartalmazza xz-et!

9. Hatarozza meg az aldbbi Gsszegeket!

() ( >+2(2> +3<§>+...+n<2);
© (5)- () () - () ()
@ (o) +2(0) (Z)+ +”+”<n)
@ (3) 2(5) (1)

n
2
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1 o0
1. Adott az {an},—; = {271—:_3} sorozat.
n

n=1

(a) Monoton-e a sorozat?
(b) Korldtos-e a sorozat?

(c) Konvergens-e a sorozat?

4m o
2. Adott az {a,}o, = {1347;} sorozat.

n=1
(a) Monoton-e a sorozat?
(b) Korldtos-e a sorozat?

1 o0
3. Adott az {a,},, = {(—1)” sin} sorozat.
n

n=1
(a) Monoton-e a sorozat?

(b) Korlatos-e a sorozat?

o0 I
4. Vizsgalja meg az {a,},_, = {1 + (—1)”n i } altaldnos taggal adott sorozatot!
n

n=1

(a) Monoton-e a sorozat?

(b) Korldtos-e a sorozat? Ha igen, adjon alsé és felsd korldtot!

5. Hatdrozzuk meg az aldbbi sorozatok értékkészletének infimumat és szuprémumat!

(a) <an> N — R, ap = (_T]I:)n N 1+ (2_1)n;

(b) {an): N—0R, a,:= B+ (-1)")n;

nin+1)
(c) {an) : N—R, ap:=1+2(-1)"+3(-1) 2 ;
(d) {(ap): N —TR, a,:=nlD",

6. Hatdrozza meg, hogy hanyadik tagtdl kezdve esnek a sorozat elemei a hatdrérték adott € sugari kornyezetébe?

n+2\%
(a) {an}y—y = { } =103
3-8/,
0o (_1)n > -2
() {an}, ;= {3+ ;=10
=t n+2 n=1
o 1-243—4+..—2n "
nin=1 — ; = 0,001
(©) {antim {1+2+3+4—|—...+2n}n_1 c
oo
() {an}>, = { | } L e=10
3n+1), 4
1 n o0
- h ’
( . <2> , han paros . e
e) {an}n:1 = 1\" ; € =
<> , ha n péaratlan
3 n=1

—_



7. Hatdrozza meg a kovetkezd sorozatok torlédési pontjét (pontjait), ha létezik (léteznek)!

e ()L
()
o

2n 7r> }OO
sm - ;
n + 2

n=1

(a) {an} s

(b) {an},Zy

(€) {an}nzy

o0

(d) {an}>, = {VclTln”’ -cos(mr)} >0

n=1

8. Vizsgdljuk meg a kivetkez sorozatokat monotonitds, korldtossdg, hatarérték és torlédasi helyek meghatédrozasa
céljabol!

(a) {an},_, = {n: 1}:0_1;
-t

(=)

U

8

( {a"}n 1

(c) {an}n 1

(@) {an};Zy

3n+1 }
-1 )

14+n
( {a"'n 1 n2+n}

9. Igazoljuk, hogy az
a1 = V2 pt1 =V2+a,

rekurziv definiciéval megadott sorozat konvergens!
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1. Vizsgéljuk meg a kovetkez6 sorozatokat konvergencia szempontjibol!

1424 ... 4+n 3nt —2n3 4+ 8n — 10 n® — 14n + 2
a) a, = ; b) a, = D) ap =
2n—3 Vnd —nt +3n n* —2n —18
qQ) a  VAn? +5+ 2n ¢) an = Vn2+6+7 £ ay = (-n™
" YUntlenti—-6 " 4An+3 7 " on
100n (=1)"n? , (=1)+t
g) an=—5——; h) ap = -——; i) a,=-—=;
n?+1 n(n + 6) N
j)  an = cos(nm); k) an=vn?+2—n; ) anp=vIn?2+2n—1-—3n;

2. Szamitsuk ki az alabbi hatdrértékeket!

) ) 2 ) 32n73 _ 7n+1
(a) Mm (=1)"n =7 lmeo =7 dim oy =7
n—so0
) 7n _ 871 ) 2n+1 + 3n . on + 3n+1
) Jim —e—=r lm oem =t i o =7
1—5ntl -1)"+4 2 —5)"
(¢) lim 1=5"" o (D" +4n -2 lim 2+ (=5)" =7
n—oo Hd + 1 n—so009HN + (—1)"_1 n—soo HN 4 21
13
() lim (—1)"0,9999" =? lim {/ = =? lim /123n5 =?
n——-:uo90 n——-mao9>0 n n——:oo
1 -
(© i (LEZHednT o TS e CSPT
n—so0 n? n—so0 /201 n—oomn+2

=7

2
() tm VAFTI-vA=?  lm V@FT-n=r  lm YEEIEVE

9 n n n+2
(2) lim <1 + > =7 lim <1 — 5) =7 lim <1 + 3) =7
n—-00 n n—->00 n n—- 00
=3 (P2V2) L f“ "o

n+1 n n
5””) —7  lim ( ")~ lim <1+1> —

n—soo \ D n

) 1 5n—7 1 2n+4 1 2n
() lim 1-) 7 lim (i’” ) —7  lim <4+) —7
n—oo n n—>:o0 n—1 n—-o00
1
1+ﬁ
&) lim 1+1> — <\f“) lim <‘g\;1) 2
n—aoo n 'n,*m)o n——:oo
n
2
, 14+2+..+2n\" ) e , 3\"
Sreme T AR) o —9 2 —?
o g (S e |G ] = m (14]) =
n

3. Vizsgdljuk meg a kovetkezd sorozatokat konvergencia szempontjabdl!

nl 3nt2 4 (=2)2n+3 (4 - 4n> et

n

ap =

(n—2)! 4n—1 4 22n-5 3—4n
" 1\*
Gn 1—&-7 +(1+—
n
4 4n 5 2
Gn = (1+) +<1—|—>]-
n 2n
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1. Abrézolja és jellemezze a kovetkezd fiiggvényeket!

(a) f(x) =sema + 5

(b) g(z) = wsgna

(¢) h(z) = 2sgn(z + 2)+sgn(l — x)
(d) u(z) =sgn(z? — 5z + 6)

(e) f(z) = —a+sgnz

(f) g(z) = zsgn(sinx)

(&) h(a) = 2

(h) u(z) =|z+4|—2

(i) f(z) =z +2[ - |z -3

(G) g(z) = %x 4‘ + éz+ 1'

(m) f(x) =2[x 2| —sgn(r +1)

2. Vazolja az alabbi racionalis egész fliggvényeket!

(a) f(z) =2 —a%
(b) f(z) =223 — 322+ 1;
(©) fz) = (z—1)(=+2)%
(d) fz) =2°(1—2%)(1 +2);
(e) flz)= (2" —32%)(z +2)%
(f) f(x) =22% —2*.
3. Vézolja a kovetkezo egyvaltozds valds fiiggvények grafikonjait!
o+ 1
(a) f($) - .132(2 _ x)v
T —2
(b) f(z)= m;
% —4
(c) flz)= m7
22 -1
(@ fo) = 5
3 (x —2)

(e) flz) = m;

12



0 £ =2
(@) f)= 55

() f(r) =20~

0 )= o

6) £ =2

09 f) =2+ —

0 sy ="

(m) f(a) = =2
) @)= T PEHD)

. Vizsgalja meg az aldbbi fiiggvényeket korldtossiag szempontjibol!

(a) f:R—R, f(x) :=ax +0b, ahol a,beR és a#0;
(b) f:[0, +o0) — R, f(z) =5~z

(©) f:(0,400) — R, ()=
@ [ R—R,  f(@)= 1
(e) f:R—R, f(z) = 1f7$2

. Vizsgéalja meg a kovetkezd fliggvényeket monotonitds szempontjabol!

(a) f:R—R, f(z) :=azx + b, ahol a,b € R és a # 0;
(b) f:R —R, f(x) == 2 + 22 + 3;

() f:R—R,  f(z):=[z];

(d) f:R—R, f(z) = %

. Dontse el a definicié alapjén, hogy egyenletesen folytonosak-e az alabbi fiiggvények!

(a) f:R—R,  f(z)
(b) f:[0, +00) — R,

= ahol c e R;
f(
() f:]=32[—R,  flz

CT

x)

= 22
) =222 -2 +1;

. Legyen .
R\ {0} — R, f(z):= e

Bizonyitsa be, hogy f egyenletesen folytonos az [1,4o0o[ intervallumon, de nem egyenletesen
folytonos ]0, 1]-en!

13
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1. Dontsiik el a definicié alapjan, hogy az alabbi fliggvényeknek létezik-e hatarértéke az xzy = 0
pontban!

) 42, ha xz#0,
@Rk f@={Th 2

(b) f:R—R, f(z) :=sgnx;
2. Bizonyitsuk be, hogy lim2(2x —5) = —1 gy, hogy minden £ > 0-hoz megadunk egy jé o-t!
xr—

3. Ha be szeretnénk latni, hogy 1im3(2 + 52) = 17 és adott egy e, melyik a legnagyobb 4§, amit

hasznalhatunk?

fliggvény az x = 2 helyen nincs értelmezve. Kozelitsiik meg a 2-t el6szor az

1
sorozattal, majd az 33%2) = 2 4+ — sorozattal, és hatdrozzuk meg a megfelels
n

4. Az f(z) = 2?

T

n+
fliggvényértékek sorozatanak hatarértékét. Ertelmezziik az eredményt!

5. Szamitsa ki az aldbbi hatérértékeket!

a) lim (32° — 2% +2x+6); b) lim1(4x3 — 222 +3x+2); ¢ lim05x2;

x xr— r—

2 x?
Q) lim (2ot 432% — 1) e) lm oo f) dm s
22 +1 a2 —=25 . 3 —1
g) lim —o—s h) lim ———; ) lim ——;
ot —z—12 o2t —4z+3 oot =524+ 2 —4
) im R e o & D i — s
)i a? — z? ) i 2 +3z+2 ) i 2 —2x—3
m im —; n) lim —e—— o) lim ———;
z—> —ax3 — a3’ z—-1 2341 e—322 — 5r+ 6’
. 4?4321 , 1 4 . VT +3-3
p) L ; q) lim - ;1) lim ——m——;
-’E—>OO2£L'2—£E+]_ z—2 \ 1 — 2 1’2—4 z—0 x

Vh—x—2 L 2—Vx -1 . T —/x
m-—: - . x) lim :
:L’*d\/f—l

lim ——; z lim —; zs) lim (vVa?2+1-—1x);
y) x—»lf_q/Q—x )z—>7001/x4_2 )xéoo( )

6. A kovetkez6 feladatok sordn a lim (1 + E) = €% a € R hatarérték felhasznalasaval és

r—00 x

alkalmas atalakitdasokkal jarhatunk el a legcélszeriibben.

3

142z z+2 3 o5
2 2
lim (“L ) —? lim ( $+3> —2 lim (”31> ? =7 Jim (1+ 3tg2)°'9" =7

z2—oco \ . — 1 ‘z—oo \ 14+ 22
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7. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények szakadasi helyeit és azok tipusait:

(a) f:R— R, f(x) := (sgnz)?;
(b) f:R—R, f(z) = [z] + [—=];

1

(¢) f:R—R, f(z) = —

(d) f:R—R, f(z) = 2 ha z #0
01 ha =0

8. Dontsiik el, hogy az aldbbi fliggvényeknek 1étezik-e hatarértéke +oco -ben és —oo -ben:

2

() J:R—R @)=

(b) f:R—R,  f(x):=a—[a];
9. Hatdrozzuk meg a kévetkezd hatérértékeket!

(a) lim f(z) és i“él_of(x) ,ha f(z) _{ Tr—2, hax>2

£—240 3r+5, haz<?2
(b)  lim Jzl és lim m;
r—0+0 2 r—0-0 2
. 3 , . 3
(C) mlqﬂox —4 s ajﬂgllf()x —4’

1 1
d li —_ ¢ li —_—
(d) :v—l»rgl—s-OxQ — Tz +12 o x—lg}—oxz — Tz +12

10. Allitsuk elé az f(z) = 3+ fiiggvény a = 0 szakaddsi helyhez tartozo

(a) bal oldali hatarértékét;

(b) jobb oldali hatérértékét.

(c) Allapl'tsuk meg, hogy a fliggvénynek milyen szakaddsa van ezen a helyen!
)

(d) Vézoljuk fel a fiiggvényt!

11. Allapitsuk meg, hogy milyen szakadédsa van az

f(z)=2%" =xe (—g,w)

fliggvénynek az xo = g helyen, és vazoljuk a fiiggvényt!

12. Abrézoljuk az
[ R— R, f(z) = sgn(x? + 4x)
fliggvényt! Folytonos-e a fliggvény az xy = —4 helyen?
13. Van-e hatdrértéke az f(z) = o fiiggvénynek az zo =0 helyen?
14. Adott az f(z) = e®sgn(l — ) fiiggvény. Szamitsuk ki az aldbbi hatdrértékeket!

lim f(z),ha a=-00; 1—-0; 14+0; 1; 4+ co.
r—a

15



15. Abrézolja az
[sin2z]|, haz>0
fl@y=4q 1, haz =0
27 haxz <0

fliggvényt! Adja meg az értelmezési tartomanyat és az értékkészletét! Folytonos-e a fliggvény?
Ha nem, akkor milyen tipusi szakadasa van?

16. Abrézolja az
2—e® hazxz>0
fl@)=4q 1, haz =0
cos2x, haz <0

fiiggvényt! Adja meg az értelmezési tartomanyat és az értékkészletét! Folytonos-e a fliggvény?
Ha nem, akkor milyen tipusu szakadasa van?

17. Meghatarozhatok-e az a,b,c,d, e paraméterek tugy, hogy a kovetkezo fliggvények az értelmezési
tartoméany minden pontjaban folytonosak legyenek?

3 2
—a?—x+1
w, ha x#0és x # —1

3 2
@@= T
b, ha =0
3+ 1 h. #1
_ ax
(b) f(z) = 7
c ha z=1

cosz, ha z<0
(¢) flx)=4 x+d, ha O0<z<3
e, ha >3

18. Tekintsiik az
f:R—R, f(z) =2 -sgnsinzx

fiiggvényt!

(a) Abrazoljuk a fiiggvény grafikonjat!
(b) Hatarozzuk meg a kovetkezd hatérértékeket!

L b1 _
! z_1>18+0f(x) e z_lg)l—of(x)’

Gn i .
ii x_l)rrg1+0f(x) és xﬁug_()f(m),

i lim, (o) & i f(o)

iv. hm+0f(x) és w_hg}r_of(z);

r—27

v. lim f(z) és lim f().

r—>00
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9. feladatlap

Analizis 1.
(GEMAN 151B)
I. éves Gazdasaginformatikus és Programtervez6 informatikus hallgaték részére

1. Vézolja az alabbi fiiggvények grafikonjat!

(a) fi(z) = sin (arcsinz);

(b) fa(z) = arcsin (sinx) ;

(¢) fs(x) = cos (arccosz);

(d) fa(z) = arccos (cos ) ;

(e) fs(z) = cos (arcsinz);

(f) f(z) = cos(3arccosz);

(g) fo(z) = arcsin(z — 4);

(h) f7(z) = 7 — arccos(x + 2);
(i) fs(x) = arcctg(z + 2);

(i) fo(z) =

2. Szamitsuk ki az aldbbi kifejezések értékét pontosan:

. 1 2
(a) sin [ arcsin 3 + arccos 3)

3 )
(b) cos (arcsm ¥ + arcsin 13)

3. Igazoljuk, hogy

20
2arctgl in-— =
(a) 2arctgl0 + arcsin ol

2 1
(b) arccos \[ — arccos ﬂ =T
3 2V/3 6

4. Vézolja az alabbi fliggvények grafikonjat!

= \/—arctg(x — 1)
= sin?(arctgz);

)
)
)
(d) fa(x) = cos?(arctgr);
)
)
)

) < ) x—i-l)
= sin { arcsin —— ) ;

ctg(arcsin z);

tg(arccos x).

5. Készitse el az f(z) = ctgz+1 fiiggvény grafikonjat! Keresse meg az inverz fiiggvényét és jellemezze!

17



6. Adott az

1
flz) = arcthx T haz <0
T+, haz >0

fliggvény. A jobb és baloldali hatarértékek kiszamitdsaval dontse el, hogy hol és milyen szakadasi
helye van a fiiggvénynek! Szdmitsa ki a lim f(z) hatdrértéket! Indokolja meg, hogy a (—oo, 0]
r—>—00

intervallumon létezik f—!! frja fel az inverz fiiggvényt, adja meg az értelmezési tartomanyat és az
értékkészletét!

7. frja fel az
7r
f(z) = 2tg (x+§) -1, x € (—m,0)

fiiggvény inverzét és vazolja az inverz fliggvényt!

8. frja fel az
f(x):sm(xf§>+2 x € [0, 7]

fliggvény inverzét és vazolja az inverz fliggvényt!

9. frja fel az aldbbi fliggvényeket a legegyszeriibb alakban, majd vézolja Oket!

(a) g1(z) = sh(3z —1);
(b) g2(x) = —2ch(z +2) — 4;
(c) gs(z) = th(z —1) +2;
(d) ga(x) = cth(2z —1);
(e) g5(z) = —2arth(z — 2);
(f) gs(z) = arch(1l — x);
() fi(x) = sh(arshz);
(b) fa(z) = ch(archz);
(i) f3(x) = arch(chz);
(i) fa(x) = sh(archz);
(k) f5(x) = ch(arshz);
(1) fe(x) = 2ch(Inz);
(m) fr(z) = ch(In2z);

10. Széamitsa ki az aldbbi kifejezések pontos értékét!
m o
(a) (lntgz + archl) - | arccos(cos 7) — arcctgy/3 - arccos(—1);
3T
(b) sh(ln2) +1n10-lge+ arctg (2 + tg4> ;
1
(c) tg (arcsm 3) ;

1
(d) ch(In2) — arcsin (—2) + archl+ arcctg0;

. 4
(e) sin (arccos 5) ;

18



5
(f) tg (arccos 13) ;
. 1 3
(g) sin (arcsm 3 + arccos 4) ;
(h) cos (arcsin3 + arccos 1) ;
5 3
(i) sh <arth; + arcth13> ;

1 1
(j) ch (arth8 — arshg) .

11. Fejezziik ki az aldbbi fiiggvényeket e-alapu logaritmussal!

(a) f(x) = arsh2z;

(b) f(x) = 2arshx;

(¢) f(z) = arsh(z +2);
(d) f(x) = 2+arshz;
(e) f(z) = 2archx

12. Oldja meg az alabbi egyenleteket!
(a) arcsinz = arctgz;

(b) arcsinz — arcsin r_T
2 4
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10. feladatlap

Analizis 1.
(GEMAN 151B)
I. éves Gazdasaginformatikus és Programtervezé informatikus hallgaték részére

Gorbék paraméteres és polarkoordinatas megadasa
1. frja fel annak a kornek a paraméteres egyenletrendszerét, amely dtmegy az origén és kézéppontja
az M (3,0) pont!

2. Vazolja az aldbbi paraméteresen adott fiiggvényeket! Kiiszobolje ki a paramétert! Milyen hatdrok
kozott valtozik o és y 7

=t r =sint
a){y:?f2 , teR b){yZCOSZt , teR
- x:3c0s(g~sint)
= T T
c){ v S.mz , teR d) , = <t< =
y =sin“t (T 2 2
y:3s1n(§-smt)
T =sgnt T =sint
e){ y = (sgnt)? ’ teR f){ y=—3+2cost ’ teR
r=1+1> xr =sint
g){y3t , teR h){yCOSQt , teR
. gc:L . r=t+-
i) cost teR j) f ; t € R\ {0}
y = tgt y:t_Z

3. Kiiszobolje ki az asztroida paraméteres egyenletrendszerébdl a paramétert!

3
T = cos’t
. R
{ y =sin®t  te

4. Hatarozza meg az alabbi ellipszis kozéppontjanak koordindtait és tengelyeinek hosszat!

x=2+4cost
{ y=>5+3sint ’ teR
5. Véazolja az alabbi polarkoordinatas egyenlettel adott gorbéket! frja fel a Descartes-koordinatds
egyenleteket is!
a) r =2, b) r = 2cos ¢y, c) r = 8sinp,

d) r =8sin®p, e)r=3sin2y, f) r =2,/cosp,

3
g) r= , h) r=2sin3p, i)r=1+siny,
Cos

j)r=1+cosp, k)r=2-—cosp, 1)r=1-—sinep.

6. frja fel az aldbbi gorbe polarkoordindtas egyenletét!

22y — = /a2 + 2
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11. feladatlap

Analizis 1.
(GEMAN 151B)
I. éves Gazdasaginformatikus és Programtervezé informatikus hallgaték részére

1. Legyen

fR—R, fx) =

z2, ha x raciondlis,
0, ha x irracionalis

Bizonyitsuk be, hogy a fliggvény csak az xo = 0 pontban differencialhatd!

2. Mutassuk meg, hogy az

f:R— R, f(z):{xQ’ ha <1

(r—2)%, ha z>1

fliggvény nem differencidlhaté az xo = 1 helyen!

3. Differencidlja az aldbbi fliggvényeket!

(a) f(z) = 32" + 4a? —7$+§_ é;
(b) f(x) = Va2 — 4V/a5;

LC—!,C?)

() flz) = ——;

(@) flo) = Ve~

(e) f(z) =3sinz + 4cosz — log, x + 2%;
() f(z) = V5T 2z 3%

x? —
W) 1) = oy
() f() = 32~ YT— 22
() fx) = & Vi T
_ kv
xr — ﬁ’

sinx — xcosx

(k) f(z)
) fz) =

~ cosz +xsing’

(m) f(z) = 4arcsin ? +Viz = 22
(n) f(z) = Va? — dz-ctg’s;

(o) f(x) =logslog, z;

(0) f(z) =tn 21

sinx
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4. Az aldbbi f fiiggvényeknél adja meg f’-t!

(a)  flz) =2(32% + a)* f@) =+ _2x2
b  fl@)=z+r+ Jx flz) =2V1+ 22
() @)= -Jet—art3 f@)= -T2t - -
@) f@) =yt vorve F@) = ooz

23 4+ 322 +2 4
(e)  flx)= Towzia f(x) = (a+by/7)

1 1 14 g2
(f) f(x):Hﬁ—l_ﬁ f(x):q/m
(9) S = (bnam™)(1+mam)  f(s) = (1—42)(25 + 1)
(h) f(l‘) = c jn_:minx f(x) — (COS I3)ecosxsinm
(i)  f(z) =sin (cos ;) f(x) =In(v32Z +2 +2e* + 1)
G)  fz) =ao" f(z) =1g% 22
325 + 6
(k)  f(z)=Inlnlnz f(z) = ns CEEnE
(1) f(z) = sinsinsinx f(r)=1In (m‘l + 3@)
P +x+1 . 2
(m)  f(z) =tg® (3) f(x) = arcsin T2
_ - _ sh(2z+1) +ch(3z — 1)
() Jl@) —arctg +1 @)= sh?(z + 2)
(o)  f(z) =th(ln(2z—chz)) f(z) =1 —tha?
(p)  f(z) =arsh(e*™3 — ex/2) flx) = eartha?
2COSZL‘ 9 —

(@)  flx)= W f(z) = log3 cthv/3 — 22
(r)  flz)=2" f(z) = sin (z°°7)
(5)  f@) = (sina)ss fla) = e
) fl@) = a2)* flz) = /z

5. Hatarozzuk meg az
fR— R,

flz) =2 -3z +1

fliggvény grafikonjanak az x = 2 abszcisszaji pontjahoz hizott érint6é és normalis egyenletét!

6. frja fel az xy = 4 hiperbola 1 = 1 és x5 = —4 abszcisszaji pontjaihoz tartozé érinték egyenletét!
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12. feladatlap

Analizis 1.
(GEMAN 151B)
I. éves Gazdasaginformatikus és Programtervezé informatikus hallgaték részére

1. Az aldbbi f fuggvényeknél adja meg f'-t!
(a)  flx)==2" (>0) (d) f(z)=sin(z=") (z>0)
(b)  f(z) = (sinx)*** (ze€R), (e) f(x)=a>che
(¢ [flz)=(Vz)* (x>0) (f) fl@)= =
2. Hatarozzuk meg az aldbbi, implicit alakban megadott fliggvények differencidlhdnyadosat!
(a) 22+ 2zy —y? =22
(b) y* = 2pz
(©) Vi+V3=1a
@) &+ 4
(e)
(f) arctg? =1In /2 432

3. Szamitsuk ki az y., derivéltat, ha

x(t) = 3cost

(2) y(t) = 4sint }
a(t) =12 — 2t

(b) y(t) =2 + 2t }
x(t) = co s t

) () = sin }

4. frjuk fel az aldbbi gérbék megadott M pontjahoz tartozé érintGjének egyenletét!
(0) sy +my =1, M(1;1)
b) 4+ =1,  M(2V2)
z—3)> +1)2 L1
(C)(4) +(y3) =1, P (2 3)

z(t) =1t —sint o
(d) y(t) =1 — cost } to=3
(e) r =1+ cosp, wo=17%
(f) 7=2ycos2p, po=7F
322 +1
5. Mutassuk meg, hogy az y = oy egyenletli gorbe egységnyi ordinatdji pontjaiba hizott
x

érint0k az origéban metszik egymast.

6. Mekkora teriilet{i az az egyenldszari haromszog, amelyet az f(z) = 1++/1 — z fliggvény gorbéjéhez
hizott érint6 a koordindtatengelyekkel bezér?
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7.

10.

11.

12.

13.

Hatdrozzzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely az f(x) = 2 + 322 — 92 + 1 fiiggvény
azon pontjait koti dssze, amelyekhez hizott érint6k parhuzamosak az z-tengellyel!

Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezd fliggvények kielégitik-e a Cauchy-tétel feltételeit az adott inter-
vallumban, és ha igen, szamitsuk ki a megfeleld x értéket!

filx) =22 -2z +3 g1(z) = 2% — 722 + 202 — 5 [1;4]

folw) = e g () = 5 [-3:3]

f3(z) =sinz g3(x) = coszx [0; %]

fa(z) = 2? ga(z) =V [1;4]
Legyen

fz) = x, ha —16 <z <2,
] —22+4+6x—6, ha 2<x<8

(a) Mutassuk meg, hogy létezik olyan £ a [—6, 6] intervallum belsejében, amelyben f/(£) = 0.
(b) Vizsgaljuk meg, hogy teljesiilnek-e a Rolle-tétel feltételei.

Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezo fiiggvények kielégitik-e a Rolle-tétel feltételeit az adott interval-
lumban, és ha igen, szamitsuk ki a megfelel¢ & értéket!

filz) =1- Va2 [
fo(z) = lnsinzx

fa(@) =1 = |z] [

1;1

16
1;1

ﬁ
[IR-NE|

frjuk fel a Lagrange-féle kozépértéktételt az

fla)=4—(z-1)

fiiggvényre a [0;4] intervallumon, és szdmitsuk ki a tételben szereplé belsé pont koordindtéit!
Irjuk fel a Lagrange-féle kozépértéktételt az

flz)=2® - 32 +1

fiiggvényre a [0; 5] intervallumon, és szdmitsuk ki a tételben szerepld bels§ pont koordindt&it!

Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezd fliggvények kielégitik-e a Lagrange-tétel feltételeit az adott
intervallumban, és ha igen, szamitsuk ki a megfelel6 &£ értéket!

fi(z) =lnzx [1;€]
f2(z) = arctgr [0;1]
fa(x) = arcsinz [0;1]
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14. Szamitsuk ki a kovetkezo hatarértékeket!

sin 3z sin 2z . arctgz
im — im lim
z—08in bx z—0 tgdx t—0 T
. r—sinx 1—tgx sin(ln x)
lim ———— im im ——=~
z—0 3 T cos 2z z—1+0 Inzx
Ty
In(z — 1)2 2% — cos?x chx — cosz
(a) im ( ) im lim ————
z5240 g — 2 t—0 arctg2z z—0 x2
. tgr—=x . 1—cosz et —1
lim ——— lim — lim
z—0r — SInx z—0 €T z—0 X
o In(l+x Cox2— 3 )
lim g lim J lim
x—0 x z—1 Jor—1 r—4 —4
. 222 —1 . tgr
lim im ——— lim =
z—oolnbr z—o0e?” — m In(z — =)
(b) z*>§+0 2
. r . Inz . Inz
lim - lim — lim ——
rT—00 r—00 I z—0 Ctg{E

1
lim 2zctgTx lim xsin — lim 2zln’z
(C) x—0 Tr—00 X xr—040
lim 1 lim (7 — 2)tge  lim (Inz)tge
im zln im (7 —z)tg—- im (lnz)tg—z
T——00 T + r—T & g2 xr—0+40 g2
1 1 x 1 2 1
d li - — li — — li —
(d) 20 <a: e””—l) x£n1<ln.r x—l) ) (sian 1—cos1:>
2
lim z1+10Inz lim (sinz)” lim z*
r—> x—0+0 z—04+0
. x _ 1\tgx : _ sin x 3 f _ );
xi%l-s-o(e 1) xhi>no(1 cos ) CEh%moo (2 arctgz
(e) 1 1 2
_ P 3 T
1' x €T 1 t lnl‘ 1. 1 —
1
1 1\" 2% + 3%\ ¢ 1 1
lim | sin— + cos— lim + T lim (= -
xr—s+00 x€X x€X x—0+0 2 r—0 \ & et —1
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13. feladatlap

Analizis 1.
(GEMAN 151B)

I. éves Gazdasaginformatikus és Programtervezd informatikus hallgaték részére

1. Adjuk meg az aldbbi magasabbrend(i derivaltakat!

filz) = 5= (z#0)
fa(z) = 2* (z €R, keN)
fa(z) =xzlnzx (z > 0)
fa(x) = x(xl_l) (x#0,x#1)
f5(x) = 2"e® (z €eR,neN)
fo(x) = shx (r eR)
fr(x) =sinz (z €R)
fs(z) = x3sin 3z (r eR)
2. Mutassuk meg, hogy ha
f(z)=2%Inx,

akkor
fM (@) = (=1)"6(n — 4)12® ",

3. Mutassuk meg, hogy ha

akkor teljesiil az

egyenléség.

4. Mutassuk meg, hogy az

fliggvény eleget tesz a

egyenletnek.

() =?
13 (@) =2
15 (@) =7
fo) _?
15" (@) =?
féloo) —2
;=

8(71,) —9

ha n > 4.

5. Irjuk fel az f (z) = Inz fiiggvény x = 1 helyhez tartozé 6t6dfokd Taylor-polinomjét!

Irjuk fel az f(x) = e® fiiggvény x = 2 helyhez tartozé negyedfoki Taylor-polinomjét!

7. frjuk fel az f(x) = sinx fuggvény z = g helyhez tartozé méasodfoki Taylor-polinomjét!

8. frjuk fel a kovetkez6 fiiggvények 6todfoki Maclaurin polinomjat!
x —x
2) f(@) = cosa; b) [(x) = s

26
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Adott az f(z) = 2* — 22 fiiggvény.

a) Hatdrozzuk meg a fiiggvény zérushelyeit!

b)

(c) Szamitsuk ki a lim f(z) hatarértékeket!
)

(

(b) Szamitsuk ki a szélséérték- és inflexiés pontjainak a koordindtdit!
(d) Vazoljuk a fiiggvény grafikonjat!

Adott az f(x) = zarctge fluggvény.

a) Hatarozzuk meg a fiiggvény zérushelyét!
b

)
)
¢) Szémitsuk ki a lir%f(x) és a lim f(z) hatdrértékeket!
Tr— Tr—00
)

_

Szamitsuk ki a széls6érték- és inflexids pontjainak a koordindtait!

-~

d) Vézoljuk a fliggvény grafikonjat!
SRR
Adott az f(x) = 4a* + — fliggvény.
x

Hatarozzuk meg a fiiggvény zérushelyét!

(a
(b
(c
(d

Szamitsuk ki a szélséérték- és inflexids pontjanak a koordinatéit!

Hatdrozzuk meg a lim f(z) ésa lim f(z) hatérértékeket!
x—0+0 x—0—0

NN NG

Vazoljuk a fliggvény grafikonjat!

Adott az f(z) = zlnz fiiggvény.

(a) Hatédrozzuk meg a fliggvény zérushelyétt!

(b) Szémitsuk ki a szélséérték- és inflexids pontjainak a koordindtdit!
)
)

(c

(d) Vazoljuk a fiiggvény grafikonjat!

Szamitsuk ki a lim f(x) ésa lim f(x) hatdrértékeket!
x—0+0 T— 00

Adott az f(z) = 2?Inz? fiiggvény.

(
(

a) Hatdrozzuk meg a fliggvény zérushelyeket!
b) Szamitsuk ki a szélséérték- és inflexiés pontjainak a koordinatait!
(¢) Szamitsuk ki a ilg%)f(ac) és a mgrilmf(x) hatdrértékeket!
(d) Vazoljuk a fiiggvény grafikonjat!
Adott az f(z) = zlnz? fiiggvény.

(a) Szamitsuk ki a szélsGérték- és inflexids pontjainak a koordindtait!

(b) Szamitsuk ki a lim f(x) ésa lim f(x) hatdrértékeket!
z—0-0 r—0+0

(c) Vézoljuk a fiiggvény grafikonjat!

1
Keressiik meg az f(z) = In — fliggvény monoton illetve konvex és konkav szakaszait!
x

Viazoljuk a fuggvényt a lir% f(z) ésa liril f(z) hatarérték figyelembevételével!
xr— r—1T00
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18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

1
Keressiik meg az f(x) = ez fiiggvény monoton illetve konvex és konkdv szakaszait!
Vazoljuk a fiiggvényt a  lim f(z) ; lim f(z) ésa lim f(z); lm f(z) hatérértékek
x—0-—0 x—04-0 T——+00 T——00

figyelembevételével!

Végezziink teljes fiiggvényvizsgdlatot az f(x) = In(1 + 22) fiiggvényen (zérushely, szélséérték,
inflexié hely(ek), monotonitds, konvexitds), majd vazoljuk a fliggvény grafikonjat!

Hol van széls6értéke az f(z) = li fiiggvénynek?
nx
Vazoljuk a fuggvényt a xgg}rof(x) ; Egrlnwf(x) ; xgrlrlof(x) és a xEI—IQ—loof(m) hatdrértékek

figyelembevételével!

Az f(z) = alnz+ba? + 1 fiiggvénynek milyen a és b értékek mellett lesz az z; = 1 és az xo = 2
helyen szélséértéke?
Milyen tipustak ezek a széls6értékhelyek?

Hatarozzuk meg az R sugart gémbben elhelyezhet legnagyobb térfogati henger sugarat!

Badoglemezbdl 10 literes, feliil is zart hengeres tartalyt akarunk késziteni. mekkorara valasszuk
az alapkor sugardt (r) és a henger magassdgat (m), hogy a tartdly felszine minimdlis legyen?

Egy falragasz teriilete 1,1025 m?. Felsd és alsé margé 10 cm, a két oldalon 7,5 cm. Milyen méretiire
valasszuk a falragaszt, hogy a margokon beliil telenyomtatott teriilet a legnagyobb legyen?

Egy téglalap alaki badoglemez oldalai a és b adottak. Milyen x oldalhossziisdgi négyzeteket
kell a sarkaibdl kivdgni, hogy a fennmaradé részt dobozza hajtogatva, annak térfogata a lehetd
legnagyobb legyen?

Egy ablak keresztmetszete egy téglalapbdl és a téglalap egyik oldala f6lé rajzolt félkorbol all. A
keresztmetszet keriilete L adott hosszisagi. Hogyan vélasszuk meg a méreteket, hogy a kereszt-
metszet teriilete a lehet6 legnagyobb legyen?

Egy feliil nyitott, négyzet alapti doboz készitéséhez 2 m? teriilet{i lemezt hasznalhatunk fel. Hogyan
valasszuk meg a doboz méreteit, hogy térfogata a lehetd legnagyobb legyen?

Egy tiizfal mellett 600 m? -es téglalap alaki teriiletet akarunk elkeriteni. Csak harom oldalon kell
keritést késziteniink, mert a negyedik oldal a tiizfal. Hogyan véalasszuk meg a téglalap oldalait,
hogy a keritéshez a lehet6 legkevesebb drétot hasznaljuk fel?

Keresse meg az y? = 8z paraboldnak azt a pontjat, amely a (6,0) ponttdl a legkisebb tavolsdgra
van!
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