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1 HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

1.1 HALMAZOK MEGADASA

1.1.1. Vizsgalja meg, hogy tires halmazt definidlnak-e az alabbi halmazok!
(a) A={x eR | x+4=4};
(b) B={zeR|2>+1=0};
(c) C={reR|2?=25ésx>5}
1.1.2. Bizonyitsa be, hogy csak egy iires halmaz létezik!
1.1.3. Sorolja fel a kovetkez6 halmazok elemeit!
(a) Ay ={z€Z]|2*-10] < 4};
(b) Ay = {n € N | n oszthat6 3-mal és 4n — 2 < 31};

(c) A3 ={z€Z | 2*+200 < 30z};
-1 | 1Y,
2n — 3 5]

(e) As = {n € N | n pédratlan és 0 < log2; < 1};

(d) A4:{neN\

(f) Ag={neN| —7<2n+5<9};

z—17
A; = 7| ——>2%;

(h) As={z€Z|(z—1)(z+4) <0}.
1.1.4. Sorolja fel a kovetkez6 halmazok Gsszes elemét!

(a) By ={z € R | 2®— 32?4+ 2z = 0};
1
(b) Bgz{azeR\x+—§2ésx>0};
x
1
(c) Bgz{xEZ]Z§2‘”<5};

1
(d) B4—{J:€N\ 10g;;<2};
() Bs={reN|3<|z—5] <10};

() Bo={rez| E+3‘<1}.
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1.1.5. Vilassza ki a helyes éllitasokat!

(a) {1,2} € {1,2,{1,2,3}}; (b) {1,2} € {1,2,{1,2,3}};

(¢) {1,2} e{1,2,{1,2}}; (d) {12} < {{1},{2},{1,2,3}};
(e) {1} e{1,2,{1,2,3}} (6) {1 < {1,2,{1,2,3}};

(g) 1e{l2,{L2}}); (h) {1} < {1,2,{1},{2,3}}.

1.1.6. Abrézolja az alabbi halmazokat derékszogi koordinata-rendszerben:
(a) C1={(z,y) eR* |z +y —2=0}
(b) Co={(z,y) eR?* | 2* —y* > O};
(¢) Cs={(z,y) eR* | y* > 2w+ 1};

@) Ci= {m) R | §>§,x¢o,y#o}.

1.2 MOUVELETEK HALMAZOKKAL

1.2.1. Legyen A = (—1,2] és B = [1,4). Hatédrozza meg és dbrazolja a szamegyenesen az alabbi
halmazokat!

(a) AUB; (b) AN B;
(c) A\ B; (d) B\ A.

1.2.2. Allapitsa meg az X = (A\ (BN C))U((A\ B) \ C) halmaz elemeit, ha

A = {neN|n paros};
B = {neN|n<4};
C = {neN|n>2}.

1.2.3. Legyen A =[-1,3] CR, B=(2,6] CR, és C =[-4,7) CR.
(a) Hatdrozza meg az X = [(AU B)\ C]U[C\ (AN B)| halmazt!
(b) Hatérozza meg az AAB halmazt!

1.2.4. Hatdrozza meg az |J A, és [\ A, halmazt, ha
neN neN

(a) A, ={z€Z]| —n<z<nk

(b) A, ={reN|z=3n—-2vagy z=3n—1};

111 1
Ap=31,2, 2 == b,
(©) { 231 n}
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1.2.5. Az alabbi allitdsok koziil melyik igaz és melyik nem? (A és B tetszoleges halmazok.)
(a) (ANB)C (AUB); (b) (AN B) C A

() (ANB)CA\B; (d) (A\B)cC(AuUB);

(e) (ANB)C(A\(A\B)).
1.2.6. Hozza egyszertibb alakra az alabbi kifejezéseket!

(a) (AUB)N (AU B);

(b) (AUB)N(BUA)N (AU B).
1.2.7. Ha az A, B, C' halmazok paronként diszjunktak, akkor mivel egyenl6 az

X =((A\B)N(B\C) U(C\4)
halmaz?
1.2.8. Ha A C B C C, akkor mivel egyenl6 az
Y =((AnB)UuBNC)UANC))\(ANBNC)

halmaz?

1.2.9. Legyen A = {(z,y) € R? |y =azx +b}; B = {(z,y) € R* | y = cx + d} . Mit mondhat az
a, b, c,d paraméterekrdl, ha tudja, hogy

(a) A\B=4; (b) A\B=0;

() ANB={(0.,0)}: (@ {@,0,0.1}c(AnB)
1.2.10. Igazolja, hogy tetszéleges A, B, C' halmazokra:

(a) A\ (BUC)=ANBNC;

(b)y A\(ANB) = A\ B;

(¢) (A\B)N(A\C) = A\ (BUC);

(d) A\(BNnC)=(A\B)U(A\ ).

)

(e) ANBUCUANCUB=AUBUC,

(f) ANBNANB=ANBNANB;
(g) AN(BAC)=(ANB)A(ANCQC).
1.2.11. A H halmaz A, B és X részhalmazara:

XUAUXUA=B.

Fejezze ki az X halmazt A-val és B-vel!
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1.2.12. Legyenek z,y, z kiillonboz elemek és A := {z,y, z}. Sorolja fel az A hatvanyhalmazanak
elemeit!

1.2.13. Legyen A =P ({a,b}) és B =P ({b,c}). Hatdrozza meg az aldbbi halmazok elemeit!

(a) AUB; (b) AN B;
(c) A\B; (d) B\ A;
(e) AAB.

1.2.14. Hatarozza meg az alabbi halmazok Osszes elemét!
(a) PO); (b) P (P®));
© PP PO))
1.2.15. Legyenek A és B adott halmazok. Bizonyitsa be, hogy
P(ANB) =P(A) NP(B).

1.3 DESCARTES-SZORZAT

1.3.1. Hény kézos eleme van az A x B és B x A halmaznak, ha
A={0:1;2:3} 6 B={0;1:2;4}?

1.3.2. Hatdrozza meg az (A x B)N (B x A) és (A x B)\ (B x A) halmazt, ha A = B
1.3.3. Legyen A = {1;2:3}, B = {2:3;4}. Hatdrozza meg a kivetkez8 halmazokat:
(a) (A\B)x (B\A); (b) (AUB)x (AN B);
() (A\B)x(BNA); (d) (B\A)x(BUA).
1.3.4. Léteznek-e olyan A és B halmazok, amelyekre

(a) Ax B ={(a,2),(a,y),(b,x), (b,y), (c,x),(c,y)};

(b) Ax B ={(a,2),(a,y), (b,2), (b,y), (c,x)};

() Ax B={(5,1),(5,2),(5,3),(6,1),(6,2),(6,3),(7,1),(7,2),(7,3) };

(d) Ax B={(1,1),(1,2),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3), (1, 3)}.

1.3.5. A sik mely részhalmazat jelolik ki a derékszogl koordinata-rendszerben az R x R halmaz
kovetkezd részhalmazai?

(a) [0,1] x [0,1]; (b) {0} x (1, +00);
(¢) [1,400) x (=00,0); (d) Zx 2z

(e) Nx (—mm); () Rx0.
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1.3.6. Dontse el, hogy az R x R halmaz aldbbi részhalmazai el6allnak-e A x B alakban az R halmaz
valamely A, B részhalmazaival!

(a) Dy ={(z,y) |2<x<3,—-1<y<2}
(b) Dy ={(z,y) | 2* +y* =1}

(c) D3 ={(z,y) |z+y=1}

(d) Dy =A{(z,y) |z =3,y eR};

(e) Ds={(z,y) | z,y <0}

(f) D¢ ={(z,9) |0<2z<1-y<1k
() Dr={(z,y) |z —y €L}

1.4 RELACIOK

1.4.1. Hatarozza meg az alabbi relaciok értelmezési tartomanyat, értékkészletét és inverzét!

(a) A := {-5,2,3,4,5,9}, B := {-2,1,2,3}, p C AXx B és xpy akkor és csak akkor, ha
r4+y="T;

(b) A:={0,1,2}, B:={0,3,5}, 0 C Ax B és wzoy akkor és csak akkor, ha zy = 0.
1.4.2. Legyen adott az A = {1, 3,5, 7} halmaz. Tekintsiik az aldbbi relacikat:
p1={(a,b) |a<b} CAxA, p2={(a,b) | a>b} C Ax A,
ps ={(a,b) | a <b} C AxA, ps={(a,b) | a>b} C AxA.
(a) Hatdrozza meg a relacidk értelmezési tartomanyat és értékkészletét!
(b) Mi a fenti relaciék egyméashoz val6 viszonya?
(c) Mi az A x A viszonya az egyes relaciékhoz?
1.4.3. Adottak a
p=A{(12),(23),(31),(45),(5:4)); & o={(12),(14),(%4),(31),(45)}
reldcidk az A = {1,2,3,4,5} halmazon.
(a) Hatédrozza meg az adott relacidk értelmezési tartomanyat, értékkészletét és inverzét!
(b) Szémitsa ki a 0 o p~! reldcidt!

1.4.4. Adott a
o={(1;5),(2;4),(3;1), (4;5), (5;3)}

binaris relacié az A = {1,2,3,4,5} halmazon. Szdmitsa ki a o N o3 relaciét!
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1.4.5. Adottak a
p={(12),(23),(31),(45),(5: 1} & o={(15),(54),(24),(31),(41)}
reldcidk az A = {1,2,3,4,5} halmazon.
(a) Hatdrozza meg a (o o p)~! relaciét!
(b) Hatdrozza meg a (o o p) N(p o o) relacidt!
1.4.6. Legyen A := {a,b,c}. Adja meg az Gsszes ekvivalenciarelaciét az A halmazon!

1.4.7. Vizsgalja meg, hogy az aldbbi relacidk koziil melyik reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus,
tranzitiv. Ennek alapjan allapitsa meg, melyik reldcié ekvivalencia, melyik parcidlis rendezés és
melyik teljes rendezés!

(a) pr={(a;b) | o] = [b]} C R x R;

(b) p2={((a,b),(c,d)) [a+d=b+c} CR* xR

{(a,b) | a || b} C L x L, ahol L a sik Gsszes egyeneseinek halmaza;

(c) ps
(d) ps CNxN és zpyy akkor és csak akkor, ha x| y;

e) ps CZ X7 és xpsy akkor és csak akkor, ha z | y;

(
(f) ps = {(a,b) | a eltolhaté b-be} C S x S, ahol S a sik Gsszes sokszogeinek halmaza,;

) P
)
) P
) P
)
)

(g) pr={(a,b) lha a =>bvagy baz a egyenesagileszarmazottja, azaz b az a gyermeke, unokaja,
..} C E x E, ahol E az sszes emberek halmaza;

(h) ps = {(a,b) |ha augyanazokbdl a szamjegyekbél all a tizes szamrendszerben, mint b} C NxN;
(i) A egy adott halmaz, ¢ C P(A) x P(A) és x¢y akkor és csak akkor, ha = = y;
(j) A egy adott halmaz, ¢ C P(A) x P(A) és xyy akkor és csak akkor, ha = C y.
1.4.8. Igazolja, hogy ha p és o az A # () halmazon értelmezett két reldcid, akkor:
(a) Ha p és o szimmetrikus, akkor p N o és p U o szimmetrikus;
(b) Ha p tranzitiv, akkor p~! tranzitiv;
(c) Ha p és o tranzitiv, akkor p N o tranzitiv.

1.4.9. Legyenek A, B,C, D, E, F adott halmazok, ' C Ax B, G C C x D, H C E x F. Bizonyitsa
be, hogy

(FoG)oH =Fo(GoH).
11 1 L :
1.4.10. Legyen X := {1, O TR } a < relacioval teljesen rendezett halmaz.
n

(a) Hatdrozza meg X legkisebb és legnagyobb elemét!
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(b) Hatdrozza meg X alsé illetve fels§ korlatainak halmazat R-ben. Mivel egyenlé sup X és
inf X R-ben?

1.4.11. Az aldbbi halmazok esetén hatdrozzuk meg sup X-et és inf X-et (ha létezik)!

1
(a) X := {m€R|x:2—n,n€N};

(b) X :=[-1,1];
(c) X :={z€Z|-5<z<0}.

1.4.12. Adjon példat olyan teljesen rendezett halmazra, amelyben van legkisebb és legnagyobb
elem, de amelynek van olyan végtelen részhalmaza, hogy annak sem infimuma sem szupremuma
nem létezik!

1.5 FUGGVENYEK

1.5.1. A fiiggvényre adott definicié alapjan valassza ki az alabbi relaciok kozil a fiiggvényeket:

(a) {(1:5),(=2;3),(6;7),(3;5), (10;5)};

(b) {(1;2),(1;3), (1;4), (1;5), (1;6)};

(¢) {(2:2),(3;2),(42),(5:2)};

(d) {(=1;3), (4 =7), (8 =1), (9 =7), (10;8) };
(e) {(=1;5),(4:8),(3:8), (=1:4),(8;7), (2, 0)}.

1.5.2. Legyen A ={0,1,2,3,4,5}. Allapitsa meg, hogy az alabbi relécick koziil melyek definidlnak
fiiggvényt!

(a) pr={(z,y) |ly=2} CAx A
(b) po={(z,y) [z =4} CAx A
(¢) p3={(2,y) [y=5} CAxA
(d) pa={(z,9) ly#a} CAxA
() ps={(z,y) [y<z} CAxA
() o6 ={(z,y) |y=a+1} CAx A

1.5.3. Dontse el, hogy az alabbi relaciok koziil melyek fliggvények:
(a) pC N XN és xpy akkor és csak akkor, ha x| y;
(b) P a primszéamok halmaza, f CP x P és xzpy akkor és csak akkor, ha x| y;
(c) A:=1{0,2,4}, B:={1,3,5}, pC Ax B és zpy akkor és csak akkor, ha zy = 0;
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(d) A:={0,2,4}, B:={1,3,5}, 0 C Bx A és woy akkor és csak akkor, ha zy = 0;

(e) ¢ = {(a,b) |ha a ugyanazokbdl a szamjegyekbdl all a tizes szamrendszerben, mint b} az N
halmazon;

(f) f C NxN és xfy akkor és csak akkor, ha 2z = y;
(g) fCNxN és zfy akkor és csak akkor, ha z? = y?;
(h) fCZxZ é xfy akkor és csak akkor, ha x? = 32

1.5.4. Legyen A = {0,1}. Adja meg az Osszes [ : A — A fiiggvényt. Ezek koziil melyek injektivek,
illetve sztlirjektivek?

1.5.5 . Az aldbbi fiiggvények kozil melyek injektivek, illetve sziirjektivek? Adja meg azon
fiiggvények értékkészletét, amelyek nem sziirjektivek!

(@) fi:R=R, fix) =2
b) fo:R — R+ U {0}, o) = 2
() fs:RTU{0} =R, f3(x) = 2
(d) fi:R—-R, fu(z) =sinz.

1.5.6. Dontse el, hogy az alabbi fiiggvények koziil melyek invertalhaték! Azokban az esetekben
amikor a fliggvény invertalhaté hatarozza meg az inverz fiiggvényt!

(a) fi:R—R, filz) =20+ 1;
() friR—R fala) = o
(€ fiR\{0} — R\ {0}, fala) = =
(@) fiR\{-1} - R\ {-1} fila) = 1

1.5.7. Vizsgalja meg, hogy az

1, ha =z =1,
fiNoN, f(:v)={

fliggvény bijektiv-e!
1.5.8. Legyen adott az f : [-v/3;v3] = R, f(x) =9 — a* fiiggvény.
(a) Hatdrozza meg f egy bijektiv leszlikitését!

(b) Irja fel a lesziikitett fiiggvény inverzét!
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1.5.9. Legyen adott az f:[0;9] — R, f(z) = &/x — 1 fiiggvény.
(a) Hatdrozza meg f egy bijektiv leszlikitését!
(b) Irja fel a lesziikitett fiiggvény inverzét!
1.5.10. Legyen adott az f:[-1;1] — R, f(x) = /1 — 22 fiiggvény.
(a) Hatérozza meg f egy bijektiv lesziikitését!
(b) Irja fel a lesziikitett fiiggvény inverzét!
1.5.11. Hatarozza meg a pop, o, po) és 1oy fliggvényt, ha

(a) p(x) =2% & o(x) =27, zeR;

1
(b) @)=L & v(@) = cosz, € R\ (0}
0, ha x<0 , - 0, ha <0
(c) gp(a:)—{% ha >0 O w(@_{—ﬁ, ha x>0’x€R'

1.6 HALMAZOK SZAMOSSAGA

1.6.1. Adjon meg bijekciét a kovetkezd halmazok kozott!
(a) RT és RR;

(b) (0,1] és [1,400);

(c) [0,1] és [5,9] .

1.6.2. Legyen A adott halmazrendszer, f C A x A, és AfB akkor és csak akkor, ha A és B
egyenl6 szamossagu. Bizonyitsa be, hogy f ekvivalencia-relacié A-n!

1.6.3. Legyen a,b € R és a < b. Bizonyitsa be, hogy

(a) [0,1) ~ [0, +00);

(b) (a,b) ~ (0, 1);

(¢) (0,1) ~ (a, +-00);

(d) (a,+00) ~ (=00, —a);
(e) (0,1) ~

1.6.4. Bizonyitsa be, hogy R barmely két zart intervalluma ekvivalens!
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1.7 UTMUTATASOK ES MEGOLDASOK
1.1.1. A={0}, azaz A# 0. B=C = .

1.1.2. A bizonyitas indirekt uton konnyen elvégezheto.

1.1.3.
(a) A1 ={-3,3}
(b) Ax ={3,6};
(c) Az ={11,12,13,14,15,16,17,18,19};
(d) Ay ={1,2,3,4,5,6};
(e) A5 ={9,11,13};
(f) As = {1}
)
)

1.14
(a) By ={0,1,2};
(b) By ={1};

1.1.5. A (b), (¢), (f), (g) és (h) allitasok igazak.

1.1.6.
(a) A Cy ={(z,y) € R? | z +y — 2 =0} halmaz elemei az y = —x + 2 egyenes pontjai.




11

= —z egyenesek kozott

=2xésy

10

'

/.

ASOK ES MEGOLDASOK

'

.

1.7 UTMUTAT

{(z,y) € R? | 22 — y*> > 0} halmaz elemei az y

taldlhatéak a Descartes-féle koordindta-rendszerben.

(b) A Gy

{(z,y) € R? | y* > 2z + 1} elemei:

(c) ACs

A parabola pontjai nem tartoznak hozza a C5 halmazhoz.
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1 1
(d) A Cy = {(x,y) € R?| ~> g,x # 0,y # 0 p halmaznak nincs eleme a II. siknegyedben,

tovabba az z-tengely és az y-tengely pontjai sem tartozhatnak a Cy halmazhoz.

PR R PP WSS | Sy R ——
e ot it b v o et it - s St

]

v i i o o o i it

1.2.1.
(a) AUB = (—1,4);
(b) AnB =11,2];
() A\B=(-1,1);
(d) B\ A=1(2,4).
1.2.2. Mivel BNC = {3}, igy A\ (BN C) = A. Az 6sszeg masodik tagja iires halmaz, mert

A\ B ={n €N |n péros ésn > 4},

és igy
(A\ B)\ C ={neN|npédros,n>4,n <2} =0

Emiatt X = AU = A.
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1.2.3.
(a) Ekkor AUB =[-1,6], AN B = (2,3]. Igy
(AuUB)\C =10 és C\(ANB)=[-4,2]U(3,7).

Tehat
X =0U[-4,2]U(3,7) =[-4,2]U(3,7).

(b) AAB = (AUB)\ (AN B) =[-1,2] U (3,6].

1.2.4.
a) UAn=2Z &  NA,={-101}
neN neN
b) Udp={neN|n#3kkeN  é A, = ;
neN neN

(c)UAn:{xER|:c:%,neN} s A= {1},

neN

1.2.5. Igaz az (a), (b), (d) és (e) allitas.
1.2.6.

(a) (AUB)N(AUB)=AU(BNB)=AUD = A4;

) (AUB)N(BUA)N(AUB)=AN(AUB)=(ANA)UANB)=0U(ANB)=ANB.
1.27. X =(AnB)uC=0uC =_C_.
1.2.8. Y = B\ A.
1.2.9. Az adott halmazok R? egy-egy egyenesével szemléltetheték. Emiatt:
(a) Ha A\ B = A, akkor az egyenesek parhuzamosak és nem esnek egybe, tehdt a = ¢ és b # d.
(b) Ha A\ B = 0, akkor az egyenesek egybe esnek, tehdt a = ¢ és b = d.
(¢c) Ha AN B = {(0,0)}, akkor a két egyenes az origéban metszi egymadst, igy a # ¢ és b =d = 0.
(d) Ha {(1,0),(0,1)} € (AN B), akkor két olyan egybeesé egyenesrdl van sz6, amelyekre

a=c=—1 és b=d=1.

1.2.10. A bizonyitasok a halmazokra tanult tulajdonsagok felhasznélasaval konnyen elvégezhetok:
(a) A\(BUC)=ANBUC=AN(BNC)=ANBNC;
(b) AN(ANB)=ANANB=AN(AUB)=(ANA)UANB)=0U(A\B)= A\ B;
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(¢) (A\B)N(A\C)=(ANB)N(ANC)
= A\ (BUC);
(d) A\(BNC)=ANBNC=ANn(BUC)=(ANB)U(ANC)=(A\B)U((A\C);

I
ES
D)
o
D)
=
D)
Q
[
s
D)
™
D)
Q
I
s
D
o
-
Q
[

(e) ANBUCUANCUB = (ANBNC)U(AUC)UB = (ANBNC)U(AUC)UB = AUBUC,
mivel (ANBNC) C B;

(f) Az egyenlSség bal oldala:
ANBNANB=(AUB)N(AUB) = ((AUB)NA) U ((
=(ANA)U(BNA)U(ANB)U(BNB)=0U(BNA)U(
=(ANB)U(BNA)=(A\B)U(B\A)=AAB.

Az egyenléség jobb oldala:

ANBNANB=(ANB)U(ANB)=(A\B)U(B\A)=AAB.
Az egyenl6ség jobb és bal oldalan allo kifejezések tehdat egyenléek, az allitas tehat igaz.

(g) Tekintsiik az egyenl6ség jobb oldalan allé kifejezést!

(ANB)A(ANC) = ((ANB)\(ANC)) U ((ANC)\ (ANB)) =
(ANB)N(AUC)U((ANC)N(AUB)) =
=((ANBNAUANBNC)U((ANCNAUANCNB)) =
=QUANBNC)UDU(ANCNB)=An((BNC)U(CnNB))
— AN ((B\C)U(C\ B)) = AN (BAC).

1.2.11. Alkalmazzuk a bal oldalon a De Morgan azonossagot, majd a disztributiv torvényt:

XUAUXUA=(XNAUXNA) =XN(AUA)=B.
Ebbél X N H = B, azaz X = B adddik. Azaz X = B.

1.2.12. Ha A = {z,y, 2}, akkor
P(A) = {0, {«} {y}, {z} {z, y} {x, 2} {y, 2} {z, p, 2} )

1.2.13. A={0,{a},{b},{a,b}} és B ={0,{b},{c},{b,c}}.
(a) AUB ={0,{a},{b},{c} {a,b},{b,c}};
(b) AN B ={0,{b}};
(c) A\ B = {{a},{a,b}};
(d) B\ A= {{c},{b,c}};
(e) AAB = {{a},{c},{a, b}, {b, c}}.
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1.2.14. Mivel [0] = 0, fgy [P(0)] = 20 = 1, emiatt [P (P(0)) | = 2" = 2 & |P (P (P()))| = 22 = 4,

(a) P(0) ={0};
(b) P(P(0)) = {0, {0} }:

© PP PO)) = {001 {3} 0. 01 )

1.2.15. Legyen H tetszéleges eleme a bal oldalon 4ll6 hatvanyhalmaznak, azaz H € P(A N B).
Ekkor nyilvanval6, hogy H C (AN B). Emiatt H C A és H C B, ahonnan H € P(A) és H € P(B)
adédik, azaz H € (P(A) NP(B)). Tehét

P(ANB) C (P(A) NP(B)).

A forditott irdnyu tartalmazas a felhasznélt kifejezések péaronkénti ekvivalencidja miatt analdg
médon adodik, tehat
(P(A)NP(B)) C P(AN B)

szintén teljesiil, azaz

P(ANB) = (P(A)NP(B)).
1.3.1. [AxB)N(BxA)|=9

1.3.2. Ha A = B, akkor

(AxB)N(BxA) =(AxA)NAxA) =AxA,
(AxB)\(BxA) =(AxA)\(Ax A)=0.
1.3.3. Ha A = {1;2;3} és B = {2;3;4}, akkor

A\B={1}, B\A={4}, AuUB=1{1;2;3;4}, AnB={2;3;}.

Tehét:
(a) (A\B) x (B\A) ={(L4)}
(b) (AUB) x (AN B) ={(1,2);(1,3);(2,2);(2,3);(3,2); (3,3); (4,2); (4,3) };
(c) (A\B)x (BNA)={(1,2);(L,3)};
(d) (B\A) x (BUA) ={(4,1);(4,2);(4,3); (4,4)}.

1.3.4. Az (a) és (c) esetben léteznek a feltételnek megfelelé A és B halmazok, mig a (b) és
(d) esetben nem (pl. a szorzathalmaz szamossdga legaldbb 2 elemii halmazok esetén nem lehet
primszam).
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1.3.5.
(@) [0,1] x[0,1] ={(z,y) eR* [ 0<z <1, 0<y <1}

0.5 |

0.5

(b) {0} x (1,400) = {(0,y) € R? | 1 < y}. A keresett halmaz egy olyan félegyenes, amely a (0, 1)
pontbdl indul és az y tengely pozitiv felével egyiranyd. A (0,1) pont nem eleme a halmaznak.

(¢) [1, +00) x (=00,0);

(d) A Z x Z szorzathalmaz a sik egész koordinataji pontjainak halmaza.
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(e) Az N x (—m, ) halmaz megszamlalhatéan végtelen parhuzamos nyilt szakaszbdl all.

(f) Rx 0 =0.
1.3.6. (a), (d), (e) el6éll, a tobbi nem.

1.4.1. A kért halmazok megadasahoz célszerti el6szor a relaciot megadni halmazként.
(a) p={(4,3);((5,2); (9, =2)}, tehdt
D,={459},  Ry={3:21-2},  p ' ={(3,4);(2,5);(-2,9)}
(b) o= {(0,0): ((0,3); (0,5); (1,0); (2,0)}, tehit
D, ={0;1;2}, R, ={0;3;5}, o' ={(0,0);(3,0): (5 0);(0,1); (0,2)};

Megjegyzés: Lathaté, hogy D, = A, R, = B, azonban 0 # A X B.

1.4.2. Adjuk meg a vizsgalt relacidkat halmazként!

p1 = {(173)5 (175); (17 7>; (375); (3’ 7); (577)}7 p3 = p1 U {(17 1>; (373); (5’ 5); (7, 7)}

és

p2 =1{(3,1); (5,1);(5,3); (7,1); (7,3); (7,5)},  pa=pa U{(1,1);(3,3);(5,5); (7,7)}.
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(a) Dpl = {1a375}7 DP2 = {3a577}7 ng = Dp4 = A,

Ro = {3.5,7}, Ry, = {1,3,5}, R, = R,, = A
(b) p1=p;" CAXA p1 CpséspsCpa

(C) ,02U,03:A><A.

1.4.3.
(a) D, ={1;2;3;4;5} = A, R, = {1;2;3;4;5} = A és
p~t={(2,1);(3,2);(1,3); (5,4); (4,5)},
tovabba D, = {1;2;3;4}, Ry = {1;2;4;5} és
ot ={(1,3);(2,1); (4,1); (4,2); (5,4)}.

(b) Tekintsiik el6szor a o? relaciot!
o? = {((1,9): (1,5): (2,5): (3.2): (3,4)}

Ennek megfelelen:
oo p~t = {(1,2):(1,4); (2,4); (2,5); (3,5)}.

1.4.4. Hatdrozzuk meg el6szor a o2 reldciét!

o’ = {(17 3)3 (27 5); (37 5); (47 3), (57 1)}

2

Mivel 0% = 02 0 7, igy

0’ = {(1’ 1); (27 3); (3’ 3); (47 1); (57 5)}

Tehét o N o3 = (.
1.4.5.

(a) (0o p) ! meghatdrozdsahoz elészor adjuk meg a o o p relaciot!

oop={(1,4);(2,1);(3,5); (4,4); (5,5)}

loy:
(0op)™" ={(4,1);(1,2);(5,3); (4,4); (5,5)}.

(b) Hatarozzuk meg a p o o reldciét!
poo={(1,1);(2,5);(3,2);(4,2); (55)}
A feladat (a) részében mér meghatéroztuk a o o p relaciot, tehét:

(0op)n(poa)={(55)}
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1.4.6. Az A = {a,b,c} halmazon az aldbbi 6t ekvivalenciareldcié adhaté meg:

Ry ={(a,a); (b,b); (¢, c)}; Ry ={(a,a); (b,b); (¢,c); (a,b); (b,a)};
Rz = {(a,a); (b,b); (c,c); (a,¢); (c,a) }; Ry = {(a,a); (b,b); (¢, c); (b, ¢); (¢, D) };
Rs = A x A.

1.4.7.

a) pp ekvivalenciarelacié.

(
(b

)

) p2 ekvivalenciareldcio.
(c) ps ekvivalenciareldcio.

)

(d) ps parcidlis rendezés. A py relécié nem rendezés, mert pl. (3,5) & py és (5,3) & p4, azaz py
nem linedris.

(e) ps reflexiv, tranzitiv, nem antiszimmetrikus (mert pl. (3, —3) € p5 és (—3,3) € p5, de 3 # —3),
nem szimmetrikus, nem linearis relacié.

(f) pe ekvivalenciarelacié.
(g) pr parcidlis rendezés.
(h) ps ekvivalenciarelacié.
(i) ¢ ekvivalenciareldcio.

(j) ¢ parciélis rendezés.

1.4.8. A (cnp) C Ax A, illetve a (0 Up) C A x A reldcidkat az alabbiak szerint értelmezziik
(z,y € A):
z(ocNp)ly < xoy és xpy,

illetve
x(ocUp)y < zoy vagy xpy.

(a) Legyenek o és p szimmertikus reldcidk. Ekkor barmely (z,y) € o esetén (y,z) € o is teljesiil,
tovabba barmely (r,t) € p esetén (t,7) € p is fenndll. Tekintsiink egy tetszOleges (a,b)
elempart a (o N p) relaciébdl. Az értelmezés szerint ekkor (a,b) € o és (a,b) € p egyarant
fennall. Mivel o és p szimmetrikusak, igy (b,a) € (0 N p) azonnal adddik.

Legyen most (¢,d) € (o U p) tetszoleges. A definicié szerint cod vagy cpd teljesiil. Ha cod,
akkor o szimmetridja miatt doc is teljesiil, igy (d,c¢) € (o0 U p). Ha (¢,d) ¢ o, akkor cpd
teljesiil. Mivel p szimmetrikus, ezért dpc is fenndll, emiatt pedig ((d, c) € (o Up), azaz (o U p)
szimmetrikus.
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(b) Legyen (z,y) € p és (y,2) € p. p tranzitivitdsa miatt (z,2) € p adédik. Az inverz reldcié
definicidja szerint ekkor

(yz)ep ',  (zy e€p ', (zx)ep

.....

kovetkezik a p~! reldcié tranzitivitdsa.

(c) Legyen (x,y) € (pNo)és (y,z) € (pNo). Az értelmezés szerint ekkor (z,y) € p, (y,2) € p,
tovabba (x,y) € o, (y,2) € 0. p és o tranzitivitdsa miatt (z,z) € p és (z,2) € o teljesil,
kovetkezésképpen (x, z) € (pN o), tehat (p N o) tranzitiv.

1.4.9. Legyen (a,d) € H o (G o F). Ekkor létezik olyan ¢ € C, hogy (¢,d) € H és (a,c) € (Go F).
Ez utébbi miatt 1étezik olyan b € B, hogy (a,b) € F és (b,c¢) € G. Viszont (¢,d) € H és (b,c) € G
miatt (b,d) € (H o G), igy (a,d) € (HoG)o F.

Megforditva: Ha (a,d) € (H o G) o I, akkor létezik b € B, hogy (a,b) € F' és (c,d) € (H o G).
Emiatt 1étezik olyan ¢ € C, hogy (b,¢) € G és (¢,d) € H. lgy (a,c) € (G o F), ahonnan adédik,
hogy (a,d) € Ho (G o F).

1.4.10.
(a) X-nek nincs legkisebb eleme, max X = 1.
(b) X alsé korlatainak halmaza: (—oo,0]; X fels6 korlatainak halmaza: [1,+00), supg X = 1,
infg X = 0.

1.4.11.
L.
(a) supp X = Y infg X = 0.

(b) supg X =1, infg X = —1.
(c) supg X =0, infg X = —5.

1.4.12. Tekintsiik példaul az
A={geQ| -3<¢<3}CQ

halmazt és a

B={qeQ| —V3<¢<V3}c4

végtelen részhalmazt. Ekkor min A = —3, max A = 3, de inf4 B és sup, B nem létezik, hiszen a
B halmaz esetén az alsé korlatok halmazanak nincs maximalis eleme, a fels6 korlatok halmazanak
pedig nincs minimalis eleme.

1.5.1. Az (a), (c) és (d) reldcidk fliggvények, mert a relacidkhoz tartozé rendezett elempérok elsé
komponensei egymastél kiilonbozéek. A (b) és (e) relaciok nem fiiggvények.

1.5.2. A 1, a @3 és a pg relaciok fiiggvények.



1.7 UTMUTATASOK FS MEGOLDASOK 21

1.5.3.
(a) p nem fliggvény, mert pl. (2,4) € p és (2,6) € p is fennadll.

(b) f fiiggvény, ugyanis barmely pi,ps € P esetén, ha py|ps, akkor p; = po, azaz f a P halmaz

identikus fliggvénye, amely nyilvanvaléan invertalhato.
c) p=1(0,1);(0,3);(0,5)}, tehdt p nem fliggvény.

(
(d

o ={(1,0);(3,0);(5,0)}, tehat o fliggvény.

)
)
(e) o nem fiiggvény, mert pl. (38,38) € ¢ és (38,83) €
(f) f invertalhato fiiggvény.

1.5.4. Az aldbbi négy fiiggvény adhaté meg:
Sr=A00,0: (LD}, f2=A{(0,1);(1,0)},
fs=H(0,0);(1,0)},  fa={(0,1);(1,1)}.

Az fi és fy fiiggvények injektivek és szlirjektivek, azaz bijektivek. f3 és f; nem injektiv és nem
szurjektiv fiiggvények.

1.5.5.
(a) Az fy fiiggvény injektiv és szilirjektiv, azaz bijektiv.

(b) Az f, fliggvény nem injektiv, de sziirjektiv.
)
)

(c) Az f; fuggvény injektiv, de nem sziirjektiv. Ry, = RT U {0}.

(d) Az f, fiiggvény nem injektiv és nem sziirjektiv. Ry, = [—1, 1].
1.5.6.
(a) Az fi fiiggvény bijektiv, azaz invertalhato.

fR—=R, fi'(z) =

DO | —

x
2
(b) Az f, fliggvény nem bijektiv, igy nem létezik inverze.

(c¢) Az f; fiiggvény bijektiv, tehét van inverze.

SRV} RV}, )=

(d) Az f4 figgvény bijektiv, azaz invertalhato.

1—=z
1+a2

RN - RA{-1) () =
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1.5.7. A fliggvény nem injektiv, mert

fgy a fliggvény nem bijektiv.
1.5.8.
(a) Az f fiiggvény egy bijektiv lesziikitése:

Fliosroe) [0, 400) = (=00,9],  flp4o0)(a) = 9 — 2™,

(b) A lesziikitett fiiggvény inverze:

(f|[07+00))_1 : (_0079] - [0’ +OO)7 (f|[0,+00))_1(1') = v 9 — 1.

1.5.9.
(a) Az f fiiggvény egy bijektiv lesziikitése:
f|[0,9} :[0,9] — [-1,2], f|[0,9]($) =/ —1.
(b) A lesziikitett fiiggvény inverze:

(flog) ™+ =120 =[0,9,  (flog) (@) =2® + 1.

1.5.10.
(a) Az f figgvény egy bijektiv lesziikitése:
f|[0,1] 1 [0,1] — [0, 1], f|[071](x) =vV1-2a2
(b) A lesziikitett fiiggvény inverze:

(flpa) ™" [0,1] = [0,1, (floa) ™' (2) = V1 — a2

1.5.11.
() (por)e) =, (Yo u)(a) =2, (pou)(a) =2 = &, (o p)(w) =27
() (00 9)(x) = 2, (¥ 0 0)(x) = cos(cos ), (9o v)(w) = ——,

(10 ¢)(x) = cos -
() (pop)(z)=w(x), (Yop)(r)=1p(x), (Yor)(r) = (poip)(r) =0.
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1.6.1.
(a) f:RT =R, f(z) = log, x;

(b) g: (1,0 = [1,+00), g(x) =

(¢) h:[0,1] — [5,9], h(z) = 4z

1.6.2. f reflexiv, mert AfA nyilvanvaléan barmely A € A esetén fenndll. [ szimmetrikus is,
hiszen ha barmely A, B € A esetén AfB, azaz A ~ B fenndll, akkor B ~ A is teljesiil, azaz
BfA kovetkezik. f tranzitivitasianak megmutatasahoz tekintsiink olyan A, B, C' € A halmazokat,
amelyekre AfB és BfC. Ekkor A ~ B és B ~ C miatt A ~ C' azonnal adddik, azaz AfC teljesiil.
f mindezek értelmében ekvivalenciarelacio.

1.6.3.

() f1:00,1) = [0,400),  filz) = tg=r;

2
(b) f2:(0,1) = (a,b), fo(z) =a+ (b—a)z;
© f3:10,1) = (a,+00),  fyle) =a—1+;
(d) fa:(a,+00) — (=00, —a), faz) = —a;

(e) f5:(0,1) — R, fs(z) = 1 +

1.6.4. Legyen a < b, ¢ < d tetsz6leges valds szamok. [a,b] ~ [c,d], mert az

d—c cb — ad
T+

:b—a b—a

fola, bl = [e.dl, f(x)

fliggvény bijekcio.



2 A VALOS SZAMOK HALMAZA

2.1 INDIREKT BIZONYITASOK

2.1.1. Bizonyitsuk be, hogy /5 irracionalis szam!
2.1.2. Bizonyitsuk be, hogy /35 irraciondlis szam!
2.1.3. Bizonyitsuk be, hogy /45 irraciondlis szam!

2.1.4. Bizonyitsuk be, hogy /2 4+ /5 irracionalis szam!

2.1.5. Igazoljuk, hogy négy irracionalis szam kozott mindig van harom, amelyeknek az Osszege is

irracionélis!

2.1.6. Lehet e a 3 - nem feltétleniil kiillonbozo6 - egész kitevos hatvanyai koziil ezernek az Gsszege

éppen 33337

2.1.7. Bizonyitsuk be, hogy ha az 1111...1, azaz n darab 1-esbdl all6 szam prim, akkor n is prim.
—_—

Igaz-e az allitas megforditdsa?
2.2 A TELJES INDUKCIO

2.2.1. Igazoljuk, hogy barmely n € N esetén:

1)(2 1
12+22+...+n?:n(7“r )6( nt ).

2.2.2. Bizonyitsa be teljes indukcié segitségével a kovetkezd egyenloségeket!

(a) 1 n 1 4o+ 1 n
a) — + —— + ... = ;
1-2 23 nn+1) n+1’

1
(b) 1-2+2-3+3-4—|—...—|—n(n—|—1):gn(n+1)(n+2);

(c) 1292432 4+ (_1)7171”2 _ (_1)n1n(n2—{— 1);
(d) 3 (2% —1)% = M;
k=1 3

(&) Yok = <ik>2;

k=1

(£) (1—%) (1—%)...(1_ﬁ>:27;_122;

(g) 1+2+22+ ... +20t=2"—1;
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(h) 11-14+21-2+ .. 4+nl-n=(n+1)-1;
) 1 2 n—1 1
2.2.3. Bizonyitsa be teljes indukcioval, hogy az aldbbi egyenlétlenségek igazak!
(a) 2" >n? han>5én€N;

(b) 3" >n3 han>4ésneN;

1 1 1
(c) — +...+—=>1,han>2éneN;
n n+1 n?
1 1 13
d ..+ —>— han>2éneN;
& gttt gphanz2én
()1+1++1>\/_h >2ésneN
e) —=+ —+ ...+ — n,han>2ésn :
NARRVD) NG
2n)! 4m
(f) (n)2> ,han>2éneN.
(n!) n+1

2.2.4. Bizonyitsa be teljes indukcioval, hogy az aldbbi oszthatdsagi tulajdonsigok teljesiilnek!
(a) 47" 43"+
(b) 3| 4™+ 5;
(c) 9]4" + 15n — 1;
(d) 5|29t 4+ 3;
(e) 7|32 F 4 2n+2,
(f) 85" +2-3""1+1;
(g) 120 | n® — 5n® + 4n.
2.2.5. Bizonyitsa be, hogy n darab egyenes a sikot legfeljebb W részre osztjal

1 1
2.2.6. Tegyiik fel, hogy a + — egész. Bizonyitsa be, hogy a™ + — is egész (n € N, a € R)!
a a”

2.2.7. Tudjuk, hogy a + b = 2 és a® + b* = 4. Bizonyitsa be, hogy
a" +b" =2",
han>2éneN, abeR!
2.2.8. Bizonyitsa be, hogy barmely n € N esetén fenndll az alabbi egyenldség!
2+1)(22+1) .. (2 +1)=2"" -1
2.2.9. Igazoljuk a

: 1
o sin2tly )
coSx - cos 2z - cos4x - ... - Cos2 Rl S - (sinx # 0, n € NU{0})

trigonometrikus azonossagot!
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2.3 A BINOMIALIS TETEL

Az aldbbi feladatokban a hatvényok binomidlis tétel szerinti kifejtésében k-adik tagon (kK =
0,1,...,n) azt a tagot értjiik, amelynek egyiitthatéja (Z)

2.3.1. Mutassa meg, hogy n,k € NU {0} és k < n esetén fenndll az
n n n+1
+ =
k k+1 E+1

2.3.2. Bizonyitsa be teljes indukcioval a Newton-féle binomidlis tételt!

Osszefliggés!

2.3.3. Az (1 +v/2)" kifejezés binomialis tétel szerinti kifejtésének mésodik tagja 110. Mekkora a
kifejtés utolso el6tti tagja?

2.3.4. Fejtse ki a binomiélis tétel alapjén az (2% — 2y%)° hatvanyt!

a 16 P
2.3.5. Hatarozza meg az (— — \/§> hatvany binomialis tétel szerinti kifejtésének kozépso tagjat!
x

) 3 9 12
2.3.6. Irja fel a (ZW + gﬁ) hatvany binomidlis tétel szerinti kifejtésének negyedik tagjat!

2.3.7. Széamitsa ki a (/x++/x)" hatvanykitevdjét, ha a binomiélis tétel szerinti kifejtésének masodik
tagjaban v x° szerepel!

1\ ¢
2.3.8. Mekkora x értéke, ha a (\/E + —) kifejezés binomidlis tétel szerinti kifejtésének kozépso
x

tagja §? Oldja meg a feladatot Pascal-haromszog felhasznalasaval is!

9\ 12
2.3.9. Szamitsa ki az E(x) = (:c2 — —) kifejezés binomidalis tétel szerinti kifejtésének azon
T

tagjat, amely nem tartalmazza z-et!

1
2.3.10. Adott F(z) = (
Va?

tagjat, amelyik nem tartalmazza x-et!

17
+ v x3> . Hatarozza meg binomialis tétel szerinti kifejtésének azon

3 2 \"
2.3.11. A <Z Va2 + §ﬁ> hatvany binomialis tétel szerinti kifejtésének hanyadik tagjaban lesz
x egytitthatéja 77

18
2.3.12. A (\/? + /%) hatvany binomislis tétel szerinti kifejtésének hényadik tagjaban lesz
Yy xr
x és y kitevije egyenld egymassal?

2.3.13. Szamitsa ki a ) (Z) Osszeget!
k=0
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1\" ,
2.3.14. Az | z\/z + 5_) binomidlis tétel szerinti kifejtésében az egytitthatdk osszege 128. Irja
x

fel a kifejtésnek azt a tagjat, amelyben x 6todik hatvanyon szerepel!

2.3.15. Hatdrozza meg az alabbi Osszegeket!

0 ()25
0 ()06 -rl)
@ (3)+2() +3(3) ++ e (2):
@ (3)+2(3) +3(;) +-+ - (7).

2.4 NEVEZETES EGYENLOTLENSEGEK

2.4.1. Igazolja a Bernoulli-egyenlétlenséget! Mutassa meg, hogy ha n € N és x > —1, akkor
(I1+2)" > 14 nz,
és egyenldség csak akkor all fenn, ha vagy n = 1 vagy (n > 1 esetén) z = 0.

2.4.2. Igazolja, hogy barmely a,b € RT U {0} esetén teljesiilnek az aldbbi egyenlStlenségek!

b
<a>m§“§;

a+b\? a?+b?
b < .
()( 2) <

2.4.3. Bizonyitsa be, hogy az azonos keriileti téglalapok koziil a négyzet a legnagyobb tertileti!

2.4.4. Bizonyitsuk be, hogy barmely derékszogii haromszog befogdinak oOsszege sosem nagyobb,
mint atfogdjanak v/2-szerese!

2.4.5. Bizonyitsa be, hogy barmely « hegyesszogre
tga + ctga > 2.
2.4.6. Bizonyitsa be, hogy minden olyan pozitiv a, b szamra, amelyre
a+b=1,

igaz a kovetkezo egyenlGtlenség:



2.4 NEVEZETES EGYENLOTLENSEGEK 28

2.4.7. Bizonyitsa be, hogy barmely harom a, b, c € R szamra érvényes a kovetkezo egyenlétlenség:

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abc.

4
2.4.8. Milyen x értékre lesz az

5>— (a,b € RT) tort értéke a legkisebb?
T

2.4.9. Legyen n € Nés x;,y;, € R (i =1,2,...,n). Bizonyitsa be, hogy

n

<m1+x2+...+xn)2< T34 a5+ ..+ 22
J— n .

2.4.10. Igazolja a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-féle egyenlotlenséget, azaz mutassa meg, hogy
neNés z;,y;, €ER (i =1,2,...,n) esetén fenndll a

(&) = (5) (5)

2.4.11. Legyen n € Nés x;,y; € R (i = 1,2,...,n). Bizonyitsa be, hogy

egyenlGtlenség!

i(xz +yi)? < ixf + iyﬂ
i=1 i=1

=1

2.4.12. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges x;,p; € Rt (i = 1,2,...,n) szdmok esetén érvényes a
kovetkez6 egyenl6tlenség:

(P11 + pazo + oo+ Putn)® < (p1 + po + oo+ o) (p13] + Pox3 + .o + paal).

2.4.13. Igazolja, hogy tetszéleges 1, o, 3 € RT U {0} esetén fenndll a kovetkezd egyenlStlenség:

1 +1 +1 2<
—XT - -
2 1 3 2 6 3 -~



2.5 UTMUTATASOK ES MEGOLDASOK 29

2.5 UTMUTATASOK ES MEGOLDASOK

2.1.1. Tegyiik fel, hogy v/5 racionalis. Ekkor felirhaté két egész szam hanyadosaként:
VE=2,
q

ahol p,q € Z, g # 0 és (p,q) = 1. A felirt egyenl6ség mindkét oldaldt négyzetre emelve, majd ¢*-tel
atszorozva kapjuk, hogy

5¢° = p°.
Vizsgéljuk meg a két oldalon allé szamok primtényezds felbontasat! Mivel négyzetszam primtényezds
felbontasaban minden kitevd paros, igy a jobb oldalon 5 paros kitevéji hatvanya all, a bal oldalon
pedig paratlan. Ez ellentmond a szdmelmélet alaptételének, tehat ellentmondésra jutottunk. /5
nem racionalis.

2.1.2. A bizonyitas a 2.1.1. allitas igazolasdhoz hasonlo, itt is vizsgdlhatjuk az 5 kitevojét a két
oldalon.

2.1.3. A bizonyitas a 2.1.1. és a 2.1.2. éallitasok igazolasdhoz hasonld, itt is vizsgalhatjuk az 5
kitevojét a két oldalon.

2.1.4. Itt az indirekt feltevés és a négyzetre emelés utan 1/10-r6l kell az elézéekhez hasonléan
igazolni, hogy irracionalis.

2.1.5. Tegyiik fel, hogy nincs, azaz barmely harom irracionélis szam Osszege racionalis. Jelolje a
négy irraciondlis szamot a, b, c és d. A feltétel szerint

a+b+c=ry,
a+c+d=ry,
a+b+d=rs,
b+c+d=ry,

ahol rq, o, 13,74 € Q. Négy raciondlis szam Osszege racionalis, tehat
rm+ret+rs+ry=3a+b+c+d) =rs, (r5 € Q).
Nyilvanvalo, hogy
s
a+b+tc+d= 5 =7
szintén racionalis szam. Ekkor
a+b+c+d=r+d=rs,

azaz
d=r1e—11,

tehat d € Q, mert el6all két racionalis szam kiilonbségeként. Ellentmondasra jutottunk. Tehat
négy irracionalis szam kozott mindig van harom, amelyeknek az 6sszege is irracionalis.
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2.1.6. Tegytik fel, hogy lehetséges a feladat allitdsa. Jeldlje a legkisebb kitevojii hatvanyt 3¢,
(a € Z). A felirdsban szerepld Osszes tobbi hatvény

3. 3P, (b € N)

alakid. A hatvanyok Osszege megegyezik egy szorzattal, amelynek az egyik tényezdje 3%, a masik
pedig 1000 darab péaratlan szam oOsszege, ami paros. Ha a nem negativ, akkor a szorzat paros
szam, mert egyik tényezbje paros. Ha a negativ egész, akkor egy paros szamot osztunk egy paratlan
szammal, tehat eredményiil vagy paros szamot kapunk, vagy nem egész szamot. fgy ellentmondésra
jutottunk, mert 3333 nem lehet a hatvanyok osszege.

2.1.7. Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy n nem prim. Ekkor n =1 vagy n = ab, ahol
a>1,b>1 n=1-reasziam nem prim, tehat az allitas err6l nem mond semmit. Ha n = ab, ahol
a > 1,b > 1, akkor osszuk az n darab 1-es szamjegybdl allo szamot b darab olyan szamra, amelyek
mindegyike éppen a darab 1-esbdl all.

n

111...1111...1...111...1
——— N —

a a a

Az a darab 1-esbdl allé szamot jelolje ¢ (t > 1):
t=111...1.
—_—
Az eredeti n jegyi szam felirhaté a kovetkezd alakban:
a 2 b—1
11 .. 1=t (1410"+10* + ... +10**"V),

ahol a masodik tényezo is nyilvanvaléan nagyobb, mint 1. A vizsgalt szam tehdt nem lehet prim,
mert két egynél nagyobb természetes szam szorzata. Ellentmonddasra jutottunk, ezért az eredeti
allitas igaz.

A megforditas nem igaz, mert pl. n = 3 esetén 111 = 3 - 37.

2.2.1. Teljes indukciéval bizonyitunk.
(1) Konny ellenérizni, hogy az éllitds n = 1 esetén igaz.
(2) Tegyiik fel, hogy az 4llitas k € N esetén teljesiil, azaz

12k +1
]?+?+“A49=kw+ §k+ »

(3) Bizonyitunk (k 4 1)-re. Bizonyitandé, hogy

E+1)(k+2)(2k+3
ﬁ+2”w“+ﬁ+%k+w2:(*_x 2)( 3
Tekintsiik a bizonyitandé allitas bal oldalan allé kifejezést és alkalmazzuk az indukcids fel-

tevést!

k(k + 1)(2k + 1)
6

P4+22 4+ + 2+ (k+1)7° = +(k+1)?=
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(k+ 12k +Tk+6) (k+1)(k+2)(2k+3)

6 - 6
Az éllitast tehat igazoltuk, mert a bizonyitandé allitas jobb oldaldn all6 6sszefiiggéshez jutot-
tunk.

2.2.2. Teljes indukciéval bizonyitjuk a feladat Osszes allitasat.
(a) Harom lépésben igazoljuk az allitast.

(1) Konny ellenérizni, hogy az éllitds n = 1 esetén igaz.

(2) Tegyiik fel, hogy az 4allitas k € N esetén teljesiil, azaz

11 1k
T2 23 T REA D kel
(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandé, hogy
1 1 1 _k+1
T2 23 T HiDki2 ki2
Tekintstik a bizonyitandoé allitas bal oldalan all6 kifejezést és alkalmazzuk az indukcios
feltevést!
1 1 1 _k 1 B
T2 23 T AN ) kil ke DE+2)
k(k+2)+1 k* + 2k +1 (k+1)?2  k+1

k+1)(k+2) (k+1)(k+2) (E+1)(k+2) k+2
Az allitast igazoltuk, mert a bizonyitandé allitas jobb oldalan &llé Gsszefliggéshez jutot-
tunk.

(b) Hérom lépésben bizonyitunk.

(1) Konnyt ellenérizni, hogy az éllitds n = 1 esetén igaz.

(2) Tegyiik fel, hogy az &allitds k € N esetén teljesiil, azaz
124234344 .. +k(k+1) = %k(k+1)(l-c+2).
(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandd, hogy
1-242-343-4+..+kk+)+(k+1)(k+2) = %(k:+1)(k+2)(k+3).

Tekintsiik a bizonyitando allitas bal oldalan &ll6 kifejezést és alkalmazzuk az indukcids
feltevést!

1-2+2-3+3-4+...+(k+1)(k+2):%k(k+1)(kz+2)+(k+1)(l€+2)=

1)k +2) (%m 1) _ %(k 1)+ 2)(k + 3).

Az allitast igazoltuk, mert a bizonyitandé allitas jobb oldaldan &ll6 Gsszefliggéshez jutot-
tunk.
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(c) Ebben az esetben is hdrom lépésben bizonyitunk.

(1) Konnyen ellenérizhetd, hogy az éllitas n = 1 esetén igaz.
(2) Tegyiik fel, hogy az allitds k € N esetén teljesiil, azaz

1222432 — 4+ (=) = (—1) 5

(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandd, hogy

292 (1) 1) = (1B 1)2(’“ 2

Alkalmazzuk az indukciés feltevést!

=22 43—+ (-DFk+1)2 = (—1)’“*@ + (=DFE+ 1) =
_ (_1>k2(k +1)* = k(k+1) _ 1) (k+ 1)(k +2)
2 2 ‘
Az allitas igaz.
(d) Az
12432452+ .. +(2n—1)%= w

egyenldséget kell igazolni, amely az el6z6 bizonyitdsok mintajara konnyen elvégezheto.
(e) Az
n%(n + 1)*
4

egyenloséget kell igazolni. Teljes indukciéval harom lépésben konnyen igazolhatd az allitas.

PB+224+34+ .. +nd=

(f) Harom lépésben teljes indukciéval bizonyitunk.

(1) Konny ellenérizni, hogy az éllitds n = 1 esetén igaz.

(2) Tegyiik fel, hogy az 4llitds k € N esetén teljesiil, azaz

<1 N i) <1 N %) (1 B (k:il)2) - 22:122'

(3) Bizonyitunk (k4 1) € N-re. Bizonyitandd, hogy

(1 - i) (1 - %) (1 - (k+12)2) - zkk:i’

Tekintstik a bizonyitandoé allitas bal oldalan &all6 kifejezést és alkalmazzuk az indukcios

feltevést!
T I D RN S D A TR S
4 9 (k+2)? 2k + 2 (k+2)?




2.5 UTMUTATASOK ES MEGOLDASOK 33

k+2 (k+2)2%*-1 k* + 4k + 3 k+3

T2k+1) (k+22?  2k+1(k+2) 2k+4
Az allitast igazoltuk, mert a bizonyitandé allitas jobb oldaldan &llé Gsszefliggéshez jutot-
tunk.

(g) Hérom lépésben igazoljuk az &llitast.
onnyu ellenorizni, hogy az allitas n = 1 esetén 1gaz.
(1) Konnyii ellenérizni, hogy az llitd 1 tn ig
(2) Tegyiik fel, hogy az allitdas k € N esetén teljesiil, azaz
1+2422 4. 428 =2F 1.
(3) Bizonyitunk (k4 1) € N-re. Bizonyitandd, hogy
1+2+22 4. 28 =2k 1,

Tekintstik a bizonyitandoé allitas bal oldalan &all6 kifejezést és alkalmazzuk az indukcios
feltevést!

1+2422 4. 4284 oh=0F 142" =2.2F 1 =2M1_ 1,
Az allitast igazoltuk.
(h) Hérom lépésben igazoljuk ezt az allitast is.
(1) Konny ellenérizni, hogy az éllitds n = 1 esetén igaz.
(2) Tegyiik fel, hogy az 4allitas k € N esetén teljesiil, azaz
142124+ +k-E=(k+1) -1

Bevezetjiik az
Sp=1-1421-2+ .. +Kl-k

jelolést. A feltétel értelmében:
Sp=(k+1)! -1

(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandé, hogy
142024 4k E+k+D) - (k+1) =(k+2)! -1,

aZaZ

Tekintstik a bizonyitandoé allitas bal oldalan &all6 kifejezést és alkalmazzuk az indukcios

feltevést!
142024 Kk -E+E+D- B+ =G+ =1+ R+ 1) (k+1),
Sk
Ser1
azZaz

Sen =+ DI(k+2) —1=(k+2)! -1
Az allitast tehat igazoltuk.
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(i) Itt is teljes indukciéval bizonyitunk harom lépésben.

(1) Konnyen ellenérizhetd, hogy az éllitas n = 1 esetén igaz.

(2) Tegyiik fel, hogy az 4llitds k € N esetén teljesiil, azaz

1 1 2 k—1 1
BT TR T T
Vezessiik be az Lo b1
TR R
jelolést!
(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandd, hogy
] 1 2 k—1 ko
2l 31 7kl (k+1)!
azaz
G 1
T R+ 1)
Tekintstik a bizonyitandoé allitas bal oldalan &all6 kifejezést és alkalmazzuk az indukcios
feltevést!
] 1 2 kE—1 ko1
o2 3k (k1) R
Si
ki1
azaz
S k+1—Fk 1
LT R D) T k+ )

Az allitast igazoltuk.

2.2.3. Valamennyi egyenl6tlenség bizonyithato teljes indukciéval.
(a) Hérom lépésben igazoljuk az &llitast.

(1) n =5 esetén az allitds igaz, mert 2° > 5% (32 > 25).

(2) Tegyiik fel, hogy az 4llitds k € N esetén teljesiil, vagyis 2 > k2.

(3) Bizonyitunk (k + 1)-re. Bizonyitandd, hogy 21 > (k + 1)2.
egyenlGtlenség bal oldalabdl és alkalmazzuk az indukcids feltevést!

oftl — 9. 9% > 2. k2,
Megmutatjuk, hogy
2. k%> (k+1)%
aAzZaAZ
k* > 2k +1.

Ha k > 4, akkor k? > 4k > 2k + 1. Az &llitds tehdt igaz.

Induljunk ki a felirt
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(b) Harom lépésben bizonyitunk.
(1) n = 4 esetén az 4llitds igaz, mert 3* > 43 (81 > 64).
(2) Tegyiik fel, hogy az allitas k € N esetén teljesiil, vagyis
38 > kP
(3) Bizonyitandé, hogy 3! > (k + 1)3, azaz
3-3% > k* 4+ 3k + 3k + 1.

Az indukcids feltétel miatt
3-3F > 3k

Azt kell tehat belatnunk, hogy
3k% > k* + 3k* + 3k + 1,

azaZz
2k3 > 3k* + 3k + 1.

Figyelembe véve, hogy k > 3, adddik, hogy
K > 3k?,

tovabba
E =k -k>9>3k+1.

Emiatt
23 = k3 + k2 > 3k% + 3k + 1.

Az allitas igaz.

(c) Itt is hdarom lépésben végezziik el a bizonyitast. Alkalmazzuk az

1 1 1
Sp=—+ +ot
n n+1
jelolést!
(1) n = 2 esetén az &llitas igaz, mert
1 1 1 13
2T 3T

(2) Tegyiik fel, hogy az allitas k € N esetén teljesiil, azaz Sy > 1.
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(3) Bizonyitunk (k + 1)-re. Bizonyitandé, hogy Sky1 > 1. Kénnyen belathatd, hogy

B BN
k? +1 k24+2k+1 kK
Az indukciés feltételt alkalmazva adodik, hogy
Sky1 > 1+k2;+1+”'+m_%
Mar csak azt kell belatni, hogy
1 1 1
EEE R T
mert ekkor
Sp1 > 1

is teljesiil. Helyettesitsiik a felirt egyenlotlenség bal oldalan all6 2k+1 tagu 0sszeg minden
tagjat az osszegben szereplo legkisebb taggal:

1 2k +1 2k+1
Bl TR skl RBiohkil Rikiktl
Alkalmazzuk most a k > 2 feltételbdl adédd k? > k + 1 egyenlStlenséget:
2k+1 2k +1 2k+1 1

+ .

Riktktl Rkt i K2kt D) K

azaz
1 1

T R U |
teljesiil, igy az eredeti allitas is igaz.

1
> =
~ k

(d) Hérom lépésben bizonyitunk.

(1) n = 2 esetén az &llitas igaz, mert
1,17 _ 1413
3 4 12 247 24
(2) Tegyiik fel, hogy az allitas k € N esetén teljesiil, azaz

1 n 1 n n 1 - 13
E+1 k+2 2k 24
(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandd, hogy
1 1 1 13

Fr2 k+3 oy 24

Ehhez azt kell igazolni, hogy a kimaradd és az tjonnan hozzavett tagok kiilonbsége
pozitiv. Ez igaz, mert
1 1 1 1 1 1

bl 22 Eel 24l 2i2  @han@kty) Y
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(e) Harom lépésben igazoljuk az allitést.

(1) Az éllitas n = 2 esetén igaz, mert

1
14+ — >+2
V2

(2) Tegyiik fel, hogy az allitds k € N esetén teljesiil, azaz

1 1 1
ﬁ+ﬁ+...+ﬁ>\/§

(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandé, hogy
1

1 1
— =t > VEk+ 1.
V1 \/_ VEF1
Alkalmazzuk az indukcios feltételt!
1 1 1 kv Ek 1
—t+ =t ot ——=>Vk+ _VRVER AL
vioV2 v v+ VE+1

Nyilvanvals, hogy vk + 1 > vk (Vk € N), igy

VEVE+1+41 \/E\/E+1:

> k—+1.
vVk+1 Vk+1

Az allitas tehat igaz.
(f) Harom lépésben igazoljuk az allitast.

(1) Az éllitas n = 2 esetén igaz, mert

(2k)! 4k

(3) Bizonyitunk (k4 1) € N-re. Bizonyitandd, hogy

2k + 1) 4k
(k+1N* " k+2

Alakitsuk 4t a bal oldalon 4ll6 tortet és alkalmazzuk az indukcids feltételt!

(2k+2)!  (2k)! 2(2k+1) 4% 22k +1)
(k+1)° (D2 k+1 “k+1  k+1l
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Nyilvanvalo, hogy

4k 202k+1) 4 (B+2)(2k+ 1) - gt
k+1  k+1  k+2 2(k +1)? k+2

mert
(k+2)(2k+1)  2k*+5k+2

20k +1)2 2k2 44k +2

Az allitast tehat igazoltuk.

2.2.4. Az 0Osszes allitas teljes indukcioval igazolhato.
(a) Hérom lépésben igazoljuk az &llitast.

(1) n =1 esetén az allitds igaz, mert 7' + 3> = 16 =4 - 4.
(2) Tegyiik fel, hogy az &llitds k € N esetén teljesiil, azaz 4 | 7% + 3+1,

(3) Bizonyitunk (k + 1)-re. Bizonyitandd, hogy 4 | 751 4 382 Alakitsuk 4t az allitdsban
szereplo kifejezést:

k+1 k+2 _ =~ =n cantl 4 qntl n n+ly _ 4 . an+l
T4 3T =7-T"+7-3 4-3 (7T 43") —4-3" .

Az indukcids feltétel miatt 4 | 7(7" + 3"*1). Nyilvanvald, hogy 4 | 4 - 3"t {gy
A 7(T 43" — 430
amibol azonnal adddik a bizonyitando allitas.
(b) Hérom lépésben igazoljuk az &llitast.
(1) n =1 esetén az allitas igaz, mert 4 +5=9 =3 - 3.

(2) Tegyiik fel, hogy az allitds k € N esetén teljesiil, azaz 3 | 4% + 5.

(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyftandd, hogy 3 | 4**! + 5. Alakitsuk 4t az 4llitdsban
szerepl6 kifejezést:
k+1 4k _ gk gk
4" 45 =4-4"4+5=4"+5+3-4".

Az indukciés feltétel miatt 3 | 4¥ + 5. Nyilvanvald, hogy 3 | 3 - 4%, {gy azonnal adédik a
bizonyitando allitas.

(c) Hérom lépésben igazoljuk az allitést.
(1) n =1 esetén az &llitas igaz, mert 4+ 15—-1=18=9 2.
(2) Tegyiik fel, hogy az 4allitdas k € N esetén teljesiil, azaz

9| 4F +15n — 1.
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(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandd, hogy
9 | 4" 4+ 15k + 14.
Alakitsuk at az allitasban szerepl6 kifejezést:

AR 415k + 14 =4-4" 4+ 15k + 14 = 4" + 15k — 1+ 3 - (4" +5).
N e’

—_——
Az indukecids feltétel miatt 9 | 4% +15k — 1. A 2.2.4. feladat (b) részében igazoltuk, hogy
3|4k +5, {gy
93 (4" +5).
Tehat

94" + 15k —1+3- (4" +5).
Az allitas igaz.
(d) Harom lépésben igazoljuk az allitast.

(1) n =1 esetén az allitds igaz, mert 2° +3=32+3=35=5-7.
(2) Tegyiik fel, hogy az allitdas k € N esetén teljesiil, azaz

5] 2%+t 4 3.
(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandé, hogy
5] 2%+ 13,
Alakitsuk at az allitasban szerepl6 kifejezést:

4k+5 _ 1@ . odk+1 _ odk+1 _odk+1
2 +3=16-2 +3=2 +34+15-2 .

Az indukcids feltétel miatt 5 | 2%+1 + 3. Nyilvanvald, hogy
5115 2%+,

Tehéat
5] 2%+ 13,

Az allitas igaz.
(e) Harom lépésben igazoljuk az allitést.
(1) n =1 esetén az 4llitds igaz, mert 3> + 23 =27 +8=35="7-5.

(2) Tegyiik fel, hogy az allitas k € N esetén teljesiil, azaz

7 ‘ 32k+1 4 2k+2'
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(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandd, hogy
7 | 32k‘+3 + 2k‘+3'
Alakitsuk at az allitasban szerepl6 kifejezést:

2k+3 | ok+3 _ q . 92k+1 Cok+2 _ o | (92k+1 k+2 92kt
3 +2=9.3 +2-2 g (3 v+2 Z+7 3 .

Az indukciés feltétel miatt 7 | 2 - (32F+1 + 28+2) Nyilvdnvaléan teljesiil, hogy
7 ’ 7. 32k+1.
Tehat 7 | 323 4 263 Az 4llitas igaz.
(f) Itt is hdrom lépésben igazoljuk az &llitast.

(1) n =1 esetén az allitds igaz, mert 8 | 5+ 2+ 1, azaz 8 | 8.
(2) Tegyiik fel, hogy az allitas k € N esetén teljesiil, azaz

8|58 +2-31 41,
tehat felirhaté az alabbi egyenloség:
5F4+2.3"1+1 =84,

ahol A € Z*. Atrendezve:
5F =84 —2.3F1 1.

(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandé, hogy
8|5t 4238 +1.

Legyen
B=5%4+2.3"4+1=5.5"+2.3.3"1 4 1.

Behelyettesitve a feltételt:
B=584-2-3""—1)+6-3"" 41 =404 -4(3"" +1).

3~ mindig paratlan, ezért a zardjeles kifejezés mindig paros. Ennek négyszerese os-
zthaté 8-cal. 40A nyilvanvaléan oszthaté 8-cal, tehat

8| B.
Az allitas igaz.
(g) Héarom lépésben igazoljuk az &llitast.

(1) n =1 esetén az allitds igaz, mert 120 | 1 — 5 + 4, azaz 120 | 0.
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(2) Feltessziik, hogy az éllitas k € N esetén igaz, vagyis
120 | k° — 5K + 4k,
igy felirhaté az alabbi egyenlOség:
k> — 5k* + 4k = 1204,

ahol A € Z+.

(3) Bizonyitunk (k + 1) € N-re. Bizonyitandd, hogy
120 | (k+1)° = 5(k +1)* + 4(k + 1).
Legyen
B=(k+1)°—=5k+1)*+4(k+1) = k° + 5k* + 5k* — 5k — 6k.
Atalakitva és behelyettesitve a feltételt:

B = k® — 5k + 4k +5k* 4+ 10k — 5k* — 10k,
~—_——
120A

vagyis
B =120A+5(k — 1)k(k + 1)(k + 2).

A jobb oldalon a masodik kifejezésben négy szomszédos szam szorzata all, kozottik
biztosan van 3-mal oszthaté és van két paros szdm is. Ezen paros szamok egyike 4-gyel
oszthaté, ezért

2:3-4-5|5(k—1Dk(k+1)(k+2),

azaz

120 | 5(k — D)k(k +1)(k +2).

Tehat
120 | 120A + 5(k — Dk(k + 1)(k + 2),

120 | B.

Az allitas igaz.

2.2.5. A bizonyités teljes indukciéval torténik:

(1) Egy egyenes a sikot két részre osztja. n = 1-et behelyettesitve

14+1+2
T2
2
adodik, az osszefliggés tehat n = 1 esetén helyes.
n?+n+2

(2) Tegyiik fel, hogy n darab egyenes a sikot legfeljebb — 5 részre osztja.
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(n+1)*+(n+1)+2

(3) Igazoljuk, hogy (n+ 1) egyenes a sikot legfeljebb részre osztja. Ha az

(n+1)-edik egyenes az eléz6 n darab egyenes mindegyikét metszi, akkor n darab metszéspont
és ezaltal (n + 1) darab 1j sikrész keletkezik. Felhasznélva a feltételt, a sikrészek szama:

n?+n+2 n+n+2+2n+2 (n+1+n+1)+2

1=
5 +n+ 5 5 )

az allitas tehat igaz.

1
2.2.6. Teljes indukciéval bizonyitunk. Tegytik fel, hogy a + —, a € R egész.
a

(1) n =1 esetén nyilvanvaléan igaz az allitas. Vizsgéaljuk az n = 2 esetet! Ekkor

1 1\2 1 1\2
a2+—2=(a+—) —2a-—:(a+—> -2,
a a a a

ami egész, tehat ebben az esetben is igaz az allitas.
(2) Tegyiik fel, hogy k € N esetén igaz az allitds, azaz

1
ak—i——kEZ.
a

Ekkor (k — 1) € N esetén is fenndll az allitds, azaz

1
k—1
a +FEZ.

(3) Bizonyitunk (k4 1) € N esetén, azaz igazoljuk, hogy

1
k+1
a +WEZ.

Az alabbi felbontas jobb oldalan szereplé valamennyi tag egész szam a feltételek értelmében:

1 1 1 1
k+1 _ k k—1
g (o) () - ()

az allitas tehat igaz.

2.2.7. A bizonyitést teljes indukcioval végezziik.
(1) n =1 esetén nyilvdnvaléan igaz az allitds. Ha a + b = 2 és a* + b* = 4, akkor
(a+b)?=a*+b*—2ab = 2ab=0,

azaz,
a=20 vagy b=0.

Tehat n = 2-re is igaz az allitas.
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(2) Tegyiik fel, hogy k € N esetén igaz az &llitds, azaz, ha a + b = 2 és a* + b* = 4, akkor

a® +bF =28,
(3) Bizonyitunk (k + 1) € N esetén, azaz igazoljuk, hogy
qF 1 4 pktl — okt
Alakitsuk 4t a bizonyitandé allitas bal oldalan allo Gsszeget:
a" L B = (a + b)(a* + bF) — ab(abL 4+ bFL).
A masodik tag ab = 0 miatt 0, igy
a" LB = (a4 b)(aF + bF) = 2. 28 = ok+L,

Az allitas igaz.

2.2.8. Teljes indukciéval bizonyitjuk az allitast.
(1) n =1 esetén az egyenléség bal oldala
(2+1)(2°+1)=3-5=15,

jobb oldala:
2% _1=2"-1=16—-1=15.

Az allitas igaz n = 1-re.

(2) Tegyiik fel, hogy k € N esetén igaz az allitas, azaz
2+1)(22+1)- ... (22’“ + 1) — o

(3) Bizonyitunk (k4 1) € N esetén. Igazoljuk, hogy

2k+1 2k+2

(2+1)(22+1)-...-<2 +1):2 Y

Alkalmazzuk az indukcids feltételt:

2+1)(22+1) ... (22’““ + 1) — (22’““ . 1) - (22’““ + 1) ,

és az (a + b)(a — b) = a® — b? azonossdgot! Ekkor

(22’““ . 1) - (22’““ + 1) - (22“1)2 A L )

Az allitas tehat igaz.
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2.2.9. A bizonyitast teljes indukciéval végezziik.
(1) Az allitas n = 0 esetén igaz, mert

sin 2x 2sinx cosx

cosxT = = , sinx # 0).
2sinx 2sinx ( 70)
(2) Tegyiik fel, hogy k € N esetén igaz az allitas, azaz
i okl
R SIn2¥Tg .
cosT - cos2x - cos4dx - ... -cos2 T = g (sinz # 0)
(3) Bizonyitunk (k + 1) € N esetén. Bizonyitandd, hogy
L ok42
. : o cos 2k k1, _ SIn27TT i
cosx - cos2x - cosdx - ... -cos2x-cos2"Tx = g (sinz # 0).
Tekintsiik a bizonyitandé allitas bal oldalat és alkalmazzuk az indukcids Osszefiiggést! FEkkor:
sin 281y
cosx - cos2x - ... -cos2Fx-cos 2y = T . cos 2y =
2k+1 sin
_ 2sin28M g cos 26 sin 2V
N 2k+2 gin o - 2k+2gin g

amit bizonyitani kellett.

2.3.1. Ismert, hogy

<Z> - #‘—w & <ki1> - (k+1)!-(:;!— (k+ D)

Végezziik el az osszeadast:

n n n! n!

(k)+<k+1>:k;!-(n—k)!+(k+1)!-(n—(k5+1))!:
nl-(k+1)+n!-(n—k) nl-(k+14+n—-k)  nl-(n+1)

=k - (k+1)! (=R kD)l (n—R)-(k+1)

B (n+1)! _(n+1
S n=k)(k+1) \k+1)
2.3.2. A Newton-féle binomidlis tétel: Barmely a,b € R és n € NU {0} esetén

(a+0b)" = i <Z> a" FuF,

k=0

n n n n n
h" = n n—lb n—2b2 bn—l b
(a+ D) (O)a —|—<1)a +(2>a + +(n_1>a +(n)

Bizonyitas:
A tételt teljes indukcioval bizonyitjuk.

azaz
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(1) n =0 esetén (a+b)" =1 miatt az allits igaz.

(2) Tegyiik fel, hogy (n — 1) -re is igaz az 4llitds, azaz

n—1 __ n—1 n—1 n—1 n—2 n—1 n—1
(a+0b) —( 0 )a +( 1 )a b—l—...+<n_1>b :

(3) Bizonyitunk n-re:

(@a+b)"=(a+b)" 1 (a+b)=

:Kngl)aﬁ—l +ot (Z:;)abn—2 + (Z:Db"—l} (a+0b) =
:(n g 1) a” + (n I 1) av b+ ..+ <Z : ;) a?b"=2 + (Z : 1) ab™ 1+
+(n;1)a"‘1b+ (";1)an—252 T ++<Z:;>ab”‘1 ; (Z:Db” _
:(n g 1)a" + {(n; 1) + (n 8 1)] a1+ ...+ (Z)bn =
:(0>an " (1) b + (2) T ( " 1)abn—1 s () o,

1
mert (Z) + (k ﬁ 1) = (n—]: ) Az éllitas tehat igaz.

2.3.3. A kifejtés 2. tagja:
n 2 n
(va) = (1) -2=1w,
(5)(2) = (5) 2= 0

n!
——.2=110
2l(n —2)! ’

ahonnan atrendezéssel az aldbbi masodfoku egyenlet adddik:

S

azaz

n?—n—110 = 0.

Mivel n € NU {0}, gy csak az n = 11 gydk fogadhaté el megolddsként. A kifejtés utolsé el6tti

tagja emiatt:
n n—1 11 10
(v2) - (va2) =352
() () = () () =0
2.3.4. A binomialis tétel alapjan:

=2 = () + (]) @2+ (5 )@ emi + (§) @ty
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) )
+ (4) (%) (—2y*)* + <5> (—2°)° = 2% — 102> + 4025¢° — 802y 4 80x%y'? — 32¢"°.

2.3.5. Han € NU {0} péros, akkor a kifejtés g—edik tagjat a kifejtés kozépso tagjanak nevezziik.

A keresett tag tehat:
8

(—1)8(186) (9)8 (Va)" = 12870- =,

T

2.3.6. A binomidlis tétel szerinti kifejtés k-adik tagja az a tag, ahol az egytitthaté (Z) A kifejtés

negyedik tagja tehat:
12\ (3 .\" (2 b 40095 o
(4)(4 a) (3 \/a) ~ 1096

2.3.7. A binomialis tétel szerinti kifejtés masodik tagja:

(5) o )"

2 -~ _
Vs
Azaz
n—2 1 _n— 1 B 5)
2 2
amibdl adédik, hogy
n = 6.

Emiatt:

azaz

Innen pedig egyszerii szamolassal
r=6-v6
adodik.

2.3.9. Tegyiik fel, hogy k € NU {0} esetén kapjuk meg a binomidlis tétel szerinti kifejtésnek azt a
tagjat, amelyik nem tartalmazza z-et. Az F(x) keresett tagjanak altalanos alakja:

(e ()
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() 0 (2) (2 2.

A keresett tag x-et a nulladik hatvanyon tartalmazza (azaz nem tartalmazza z-et), igy

Nyilvanvalo, hogy

24 -3k =0,

azaz

k=8

(182) (zH)*- (%2)8 = 126720.

2.3.10. Tegyiik fel, hogy k € NU {0} esetén kapjuk meg a binomiélis tétel szerinti kifejtésnek azt
a tagjat, amelyik nem tartalmazza z-et. Az F(z) keresett tagjanak dltaldnos alakja:

()= () v

adodik. A keresett tag tehat:

A keresett tag x-et a nulladik hatvédnyon tartalmazza (azaz nem tartalmazza z-et), igy
17k = 153,

azaz

adodik. A keresett tag tehat:

2.3.11. A hatodikban.
2.3.12. A kilencedikben.

2.3.13. A Newton-féle binomidlis tételbol a = b = 1 esetén adédik, hogy
" /n n n n
= . =(1+1)"=2"
2 (0) = () () e () e

2.3.14. Az el6z6 feladat eredményét hasznaljuk fel, emiatt:

m m .
Z(k):128:27:2 ,

k=0
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azaz

m="1.
A kifejtés k-adik tagja:
k

()™ (+3) = ()=

A keresett tagban x az 6todik hatvanyon szerepel, azaz meg kell oldani az alabbi egyenletet:
63— 11k
— =

Ennek k£ = 3 a megoldasa. A keresett tag:

™. 5 5
= 35x°.
<3>x .
2.3.15. Vezessiik be az alabbi jeloléseket!

(a) 51=(1)+2(Z)+3( )+ —l—n(Z);
() ()= (6) ()
(Z) 4o+ (n+1) (n>
g)+3(z> n—l)(Z).
(a) Az S) Gsszeg kiszamitdsdhoz tekintsik az aldbbi (n + 1) sorbol és (n + 1) oszlopbdl 4ll6
tablazatot! ) ) ) )
0+ Q)= G) v ()
@+ ()= G) v ()
HRN RN CRYG

A megoldasok:

6) « ()= G+ -+ ()
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Minden sorban és a foatloban allo osszeg is a 2.3.13. feladat értelmében:

()= ()« () e () ==

A 6416 alatt és felett a tagok Osszege mindkét esetben éppen Sy, igy felirhaté az aldbbi

Osszefliggés:
251 +2"=(n+1)-2",

azaz

251 =nNn- 2”,
amibol adédik, hogy

Sl =n- 2“71.

(b) A Newton-féle binomidlis tetelbél a = 1 és b = —1 valasztassal szamolhaté az S Gsszeg:
N k(T _ n_
Sy = (-1) (k) = (1+(=1)"=0.

k=0

(¢) Konnyen lathat6, hogy
_ - n _ n—1 n __ n—1
83_51+k§zo<k)_n-2 +2" = (n+2)- 271

(d) Valasszuk le az S; 6sszegh6l Sy-et! Ekkor

Sy =51 — [(T)+(Z)++(2)] — S (2" —1)=n-2" 2 41,

Sy=(n—-2)-2""1+1.

azaz

2.4.1. Teljes indukciéval bizonyitunk.
(1) Az 4llitds n = 1 esetén egyenléség forméjaban igaz.
(2) Tegyiik fel, hogy az allitds n > 1 estén minden x > —1-re teljesiil.
(3) Bizonyitunk n + 1 esetén.
142" =0+2)"1+2)> (1 +n2)(l+2z) =1+ (n+ 1)z +na’.

Nyilvanvalo, hogy
1+ (n+Dx+nz®>1+ (n+ 1),

mert nz? > 0 (Vo > —1), igy
(1+z)""' > 14 (n+1)z.

Egyenldség csak na? = 0 esetén, azaz x = 0 esetén teljesiil.
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2.4.2. Emeljiik négyzetre az egyenlotlenség mindkét oldalat, majd szorozzunk néggyel. Ekkor az
4ab < (a +b)?

egyenlotlenséget kapjuk. Vegytink el mindkét oldalbdl 4ab-t és végezziik el a négyzetre emelést. Az
egynemi tagok Osszevonasa utan az alabbi egyenlotlenséget irhatjuk fel:

0 < a?—2ab—1?,

azaz

0< (Cl—b)2,

amely nyilvanvaléan minden a és b valds szam esetén igaz. Kovetkezésképpen a

\/%Sa;b

egyenlGtlenség szintén teljesiil. Egyenléség a = b esetén all fenn. Az elobb igazolt egyenlétlenség
atirhato az )
a+b a® + b?
<
2 -2

ekvivalens alakba. Ha elvégezziik a négyzetre emelést a bal oldalon, mindkét oldalt megszorozzuk
4-gyel és minden tagot jobb oldalra rendeziink, majd elvégezziik az egynemii tagok Osszevonasat,
akkor a kovetkezo egyenlotlenséget kapjuk:

0 < 2a* + 2b* — (a® + 2ab + b*) = (a — b)?,
ami, ahogyan azt korabban is lattuk, nyilvanvaléan igaz.

2.4.3. Jeloljik a-val ill. b-vel a téglalap oldalait. Ekkor a téglalap keriilete

K =2(a+1b),
tertilete pedig
T = ab.
frjuk fel a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenséget!
a+b\> K2
T=ab< = —.
w= ( 2 ) 16

A téglalap tertilete akkor lesz a legnagyobb, ha egyenléség all fenn, azaz a = b, tehat az adott
kertiletl téglalapok koziil a négyzet a legnagyobb tertileti.

2.4.4. Jeloljik a-val és b-vel a derékszogli haromszog befogéit és c-vel az atfogojat. Ekkor
a> + v =2

A 2.4.2. feladat (b) részében igazolt Osszefliggésbdl adddik, hogy

a-+b 1
< —Va?+ b2,
2 T V2
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azaz b
a c
+ < <

> =

igy
a+b<V2-c

2.4.5. A 2.4.2. feladat (a) részében igazolt egyenl6tlenséghdl adddik, hogy

tga + ctga > 2\/tga - ctga = 2.

2.4.6. A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlotlenséget fogjuk alkalmazni. A 2.4.2. feladat
(b) részében szerepld egyenltlenséget irjuk &t a kovetkezd alakra:

% +y? o [Tty 2.
2 - 2

Hasznaljuk az alabbi jeloléseket!
r=a+ — és y=>b+—.
a

Ekkor

1\ 2 1\’
> - = .
2 4
A feltételek szerint a + b = 1, igy

azaz
1\?2 1\2
(“a)*(“z) L/ a+b\?
> - (1 ,
2 4 ab
tehat ) )
1 1
(a+a) +<b+5> g 1+1 5
2 — 4 ab)

1
Az o tort értéke akkor a legkisebb, ha a nevezo a legnagyobb értéket veszi fel. Ennek vizsgdlatahoz
a

tekintsiik djra a szamtani és mértani kozép kozotti Osszefliggést! A 2.4.2. feladat (a) részében
szereplé egyenlGtlenségbdl azonnal adédik, hogy

2
ab < (a—l—b) )
2
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Az a + b =1 feltétel miatt adodik, hogy
ab < 4,

tehat ]
— >4 és 1+—>5.
ab

Ebbdl kovetkezik, hogy

(“+§>2+(b+%)2>1< )’

2 =4

2.4.7. A 2.4.2. feladat (a) részében szerepld egyenlStlenség alapjén:

(I—f—bz\/%’

2
b
;Cz\/b—c,
c+a

> \Jca.

5 2
Szorozzuk Ossze a felirt egyenlétlenségeket! Ekkor

(a+0b)(b —g c)(c+a) S VAR — abe.

azaz,
(a+0)(b+ c)(c+ a) > 8abe.

2.4.8. Alkalmazzuk a 2.4.2. feladat (a) részében szerepld egyenldtlenséget! Ekkor

b 4
a+2x =%+bx222 %bx2:2\/ab.
x T \V

Egyenléség akkor all fenn, ha

a
—2 = bl’2,
T
azaz ha
a
2= 4/=.
b

Ekkor a legkisebb a tort értéke.

2.4.9. Igazoljuk, hogy n darab pozitiv szam szamtani kozepe nem nagyobb az n darab szam

kvadratikus kozepénél, azaz

I1+Q32++$n 2
n

e e SO
)

IN

n
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haneNésx;,y; € R (i=1,2,...,n). A bizonyitashoz induljunk ki abbdl, hogy

(x1+x2)2<x%+$§ . (933+934)2<$:2>,+5U421

2 2 2 2

A felirt egyenl6tlenségekbdl kovetkezik, hogy

T1 + X9 T3+ T4 2 Ty + T 2+ T3+ T4 ?
($1+!E2+$3+!E4>2 2 + 2 2 2

< )
4 2 - 2
tovabba , )
21 + T2 + T3+ T4 x§+x§+x§+xi sy e
2 2 <« 2 2 _Tmitr Azt
2 - 2 4 ’
azaz

T1+ To+ 23+ 24 2<x%—|—x§+x§—|—xi
2 - 4 '
Hasonléképpen abbdl, hogy

(x1+x2+x3+x4)2< R
2 = 1

és

T5 + 6 + T7 + T8 2<x§+x§+x$+x§
2 - 4 ’
adédik, hogy

T+ 22 +2x3+ ... + 3 2 < x%—l—m%—i—x%—i—...—kmg
8 - 8 '
A fenti eljarast folytatva igazolhatjuk a felirt allitast 2™ darab tetszéleges szamra. Megmutatjuk,
hogy ha a tétel igaz n + 1 darab szamra, azaz

(%)

I

Ty + T+ o+ Ty + Tpgy 2< 22+ a3+ a2+l
n+1 - n+1

akkor n-re is igaz. Helyettesitsiik be a (x) egyenl6tlenségbe x,,,1 helyébe az alabbi tortet:

1+ ZTo+ ...+ Ty
- .

Ekkor a kovetkezd egyenlotlenséget kapjuk:

TNy T
n

x%+x§+...+xi+(

Y

(Q?l +£C2—|—...—|—l'n+1>2 <

n—+1 n—+1
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tovabba

1+ To+ ...+,
Ty By b Ty d gy T T2 T -

n+1 n+1
n+1

Gttt ) g4,

n+1 n
Azaz a fenti egyenlGtlenség atirhato az alabbi ekvivalens alakba:

T +xo+ ...+, 2
n

(%)

(Il +x9+ ... + 2,

2 xf+:c§+...+:c%+(
n ) o

n+1

Szorozzuk meg a (xx) egyenl6tlenség mindkét oldaldt n + 1-gyel:

1+ 29+ ...+ T,
n

T —|—372—|——|—[L‘n)2

2
) gx§+x3+...+xg+<
n

(n+1)(

majd vegyiik el mindkét oldalbdl az

1+ 2o+ ...+, 2
n

négyzetet, majd osszunk n-nel! Ekkor a bizonyitandé egyenlétlenséget kapjuk:

<x1+$2+...+$n)2< 3425+ .+ 22

n n

Megjegyzés: A teljes indukcids bizonyitassal ellentétben, amely az n-edik allapotbdl az n + 1-edik
allapotba valé atmenetet vizsgalja, a fenti bizonyitas az n+1-edik allapotbdl az n-edik allapotba vald
atmeneten alapul. A matematikai tételek bizonyitasanak ezt a médjat forditott indukcios eljardsnak
nevezziik.

2.4.10. A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-féle egyenlotlenség fontos szerepet jatszik a matem-
atikdban. Nézziik egy lehetséges bizonyitasat! Induljunk ki a kovetkezo egyenléséghdl:

(%) (221 +y1)? + (222 + y2)? + oo+ (22 +yn)* =

= (%27 4 2zm1y1 + yi) + (P05 + 2230y0 + Y5 + ... + (272 4 22T,y0 + Y2) =
= A2+ 2Bz +C,
ahol

B = 11 + T2Y2 + ...+ TnlYn,
C=yi+ys+..+02.
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A (x) egyenlGség bal oldala négyzetisszeg, igy semmilyen z érték mellett sem lehet negativ. Akkor
sem, ha

B
Ha z helyébe ezt az értéket irjuk a (x) egyenl6ség jobb oldaldn kapott kifejezésbe, akkor az aldbbi
Osszefiiggést kapjuk:

B? B AC — B?
A— —2B— =—2>0.
Ve " +C ) > ()
Mivel A > 0, ezért
AC — B%* >0,
tehat
B? < AC.

Ha A, B és C helyébe beirjuk a megfelel6 0sszegeket, akkor éppen a bizonyitandé allitast kapjuk.

2.4.11. Tekintsiik a kovetkezo egyenloséget:
(T1+ 1)+ (T2 +12)° + . + (T +y0)? =

(1 +y1)zr+ oo+ (T + Yn)Tn + (21 +y1)y1 + oo+ (21 4 Y1) Yn,

zart alakban:
n n

Yot u) =) (@t y)w+ Y (@ + y)y

=1 =1 i=1

frjuk fel a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-téle egyenlétlenséget!

(&) = (5)- (&)

a =21+, a2 =2To+Y2, .. QA =Tyt Yn,

Legyen

tovabba
b1 = T, bgzl’g, bn:xn-

Ekkor a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-téle egyenlétlenség értelmében:

n n

Z (i +yi) 2 < Z (@i +:)* - 2%2

i=1 =1

Hasonléképpen addédik, hogy

Z (i + i) yi < Z (x; + yi)2 : ny
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Adjuk 6ssze az utobbi két egyenlétlenséget! Ekkor az alabbi egyenl6tlenség adodik:

n n

Z (2 +1:)° < Z (zi +y:)° 23322 + ny
i=1 i=1

i=1 i=1

Osszuk el a kapott egyenldtlenség mindkét oldalat /> (z; + yz‘)z—el, ekkor a bizonyitando allitast
i=1
kapjuk:

n

Z(ﬂfz +yi)? < Z%Q + Z?Jﬂ-
i=1 i=1

=1

2.4.12. frjuk fel a bizonyitandé egyenlétlenséget zart alakban:

(£r) = () ()

[rjuk fel a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-féle egyenlétlenséget!

(£0) =(5) (52

Legyen most barmely ¢ = 1,2, ..., n esetén

Ezzel a helyettesitéssel aCauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-féle egyenlotlenségbol azonnal addédik az
allités.

2.4.13. frjuk fel n = 3 esetén a 2.4.12. feladatban szerepl6 egyenlotlenséget!

() - ) (5

Legyen most

1 1 1
P1—2, p2—3, P3—6-
Ekkor
i:lpl_pl b2 p3—2 376 "
igy a fenti egyenl6tlenségbol adddik, hogy
LR SR 2<12+12+12
o1 Ty T g ) =TTyt T gt
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3 VALOS SZAMSOROZATOK

3.1 KORLATOS ES MONOTON SOROZATOK

3.1.1. Vizsgalja meg korlatossag és monotonitds szempontjabdl az aldbbi sorozatokat!

@ ez - {22 o - {2

oo_n—l Ooi Oo_n2+1;°'
@ lobm={23) @ Ay {5
(e) {en}n:1 - {3—71}“1’ (f) {fn}n:1 - { 5n nfl’
—1)» 2n+1 o nz 2 o]
® = {5 gk = et
. Sy 1 1 1 OO' . Sy 1—-243—4+...—2n "
(1) {Zn}nzl_ {1+§+?++2_n}n_1’ (J) {]n}nzl - {1+2+3+4++2n}n_1

1 oo
3.1.2. Adott az {a,}. -, = {(—1)” sin—} sorozat.
n

n=1

(a) Monoton-e a sorozat?

(b) Korlétos-e a sorozat?

1 o0
3.1.3. Vizsgdlja meg az {a,}, -, = {1 + (—1)"n i } altalanos taggal adott sorozatot!
n

n=1

(a) Monoton-e a sorozat?

b) Korlatos-e a sorozat? Ha igen, adjon alsé és fels6 korlatot!
g )

3.1.4. Hatérozza meg az alabbi sorozatok értékkészletének infimumat és szuprémumat!

(a) {an}z‘;—{(‘”"+“(‘”"}w ; (b) (b)) = {3+ (1)),

n 2 et

© ek = {1+2-0 130"} (@ {dn}72y = {0}

n=1

(e) {en}nly = {\/;_LH}:;

. : . . 1-3:5-...-(2n—1)"
3.1.5. Vizsgdlja monotonitds szempontjabdl az {a,}, -, = { } sorozatot!
! 2:4-6-...-(2n) J,_,
0 1-3-5-...-2n—1)1"
3.1.6. Vizsgalja monotonitds szempontjabdl az {a,}, _, = { 5 <| n >} sorozatot!
menl nel
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3.2 KONVERGENCIA ES DIVERGENCIA

3.2.1. Hatarozza meg, hogy hanyadik tagtdél kezdve esnek a sorozat elemei a hatarérték adott e
sugari kornyezetébe?

n+21%
n = ; =107
(a) {a }n 1 {3n -8 }n_l €

e
{ —2+3—-4+..-2n
B

(b) {an},Zy =

. . £=0,001
( {(I }nl +2+3+4+ +2n} . €

} e=10"2

(d) {an},2y =

1 oo
<§) , ha n paros
(e) {an}iil = 1\ ; e=10"2.
(—) , ha n paratlan
3 n=1

3.2.2. Hatdrozza meg a kovetkezd sorozatok torlédasi pontjat (pontjait), ha létezik (1éteznek)!

@ At = o= (2 2)) o iz, = {EEEEL

n=1

© fakm = { e (1)} @ o = {2 costum) )

n=1 n=1

3.2.3. Vizsgalja meg a kovetkez6 sorozatokat monotonitas, korldtossag, hatarérték és torlddasi
helyek meghatérozédsa céljabol!

(2 {an}?lz{”“};; (b) {an}ﬁ:{”‘l}:

n n -+ 2

@ o ={2 ) @ torm = {55

(e) {an},—y = { — }:0:1 '

n?2+n

. [ee]
sinn
3.2.4. Konvergens-e az {a,} -, = { } sorozat?
n
n=1

3.2.5. Konvergens-e az {a,} ., = {ln(n+ 1) —Inn}, ~ sorozat?

Vnsin(nle®)
CE )

n—+1

3.2.6. Adja meg az {a,}. ., = sorozat hatérértékét!

n=1
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3.2.7. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket, ha léteznek!

(a) lim 3n* —b5n+ 10 (b) lim 6n* +7Tn+2
n—oodn3 + 10n — 6’ n—oo3n? +5m + 7’
™m?2+n+5 n® —Tn3 4+ 4
ARt d) lim T2
T T S
o V/n2+6+5 . V4n?2 +5n
(e) lim ———; (f)  lim ———;
n—oo  4n + 2 n—oo N +4

2
vVn?+1
(g) lim (VrZ+1+n) ; (h) lim
n—oo  /nb 41 n—00 vn+1

3.2.8. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket, ha léteznek!

(2) lim (Vo7 +1-n); () Jim (V5Z £ 1 n);

n—00 n—0o0

(c) lim (\/W —Bn); (d) lim (\/M—Qn);

n—00 n—0o0

(e) lim (n - \/m>, (f) lim <4n - \/M)

n—oo n—oo

3.2.9. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket, ha léteznek!

6" — 8" 6" — 8"

I ; b) i -

(a)  Hm —— (b) i o
3n+1 571

() lm =12 (@) lim ((0,4)" - 5)

. 52n—3 — 4. 6n+3 ) .
) i =g (f)  lim (-0,99999)"

. 32n+3 —7. 5n+2 ) 2n+3 + (_6)2n+2
(g) nlLHOlo (_2)3n+1 + gn+2 ) (h> nh_{go on+1 + Hn—2

3.2.10. Szamitsa ki az aldbbi hatarértékeket, ha léteznek!

(a) lim V/7n: (b) lim \/@

n—oo n—oo n ’
] 3n? ] 5n? 5
li —_— li — + 1= .
() JHm 4/ = (d)  lim (\/ 3 TV

3.2.11. Konvergens-e az {a, }o o = { 7%}20:2 sorozat?

3.2.12. Igazolja, hogy az {a,} -, = { /n? + 2n + 4} sorozat konvergens!

n=1
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k n
3.2.13. Igazolja, hogy barmely k egész szamra lim (1 + —) = " teljesiil!
n

n—o0

3.2.14. Szamitsa ki az aldbbi hatarértékeket, ha léteznek!

(a) lim (1+%>n; (b)

n—oo

=

=

—_
|

n—oo

—_
_|_
w Slw 3o I

n—oo

©
=
7 N\
—_
I
»-l>|cﬂ
N———
. S
S
=

n—oo

n+2

S
+

©
S~—
B
VR
Ut ot
S| 3
||+
=
~~_
3
t
=
=
/\/?\/—\/—\
+
~ N~ ~
g
Jr
. [N

S
+
—_

3.2.15. Szamitsa ki az aldbbi hatarértékeket, ha léteznek!

()  lim (u%)n; (b) lim (” ;nﬁ)n
(

© lm (2n+3>"+1_

2n—+1

1 1 n 4n—2
0 Jm (5+5) o Jm(s-7)

)y

3.2.16. Igazolja, hogy az {a,} -, = {<
n= \/ﬁ

)
n—o0

sorozat divergens!

n=1

3.2.17. Szamitsa ki az aldbbi hatarértékeket, ha léteznek!

o (oo ()) 0 = (5

2n +3\" 2 1\"
(e) =) (1) i (ST
n—oo \ 2" 4+ 1 n—oo \n? +n+1
3.2.18. Igazolja, hogy az {a,},_, = {(1 + —2> } sorozat konvergens!
n n=1

1 o0
1\ 1
3.2.19. Mutassa meg, hogy az {a,} -, = { (1 + —) } sorozat Cauchy-sorozat!
n

n=1

2n)
3.2.20. Konvergens-e az {a, },.; = { (1 + cos(mr)) } sorozat?
n
n=1
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3.2.21. Vizsgalja meg a kovetkezd sorozatokat konvergencia szempontjabol!

(a) {a,}. 2, = {711_2 + TQL—Z + ...+ M}m ;

n=1

(b) {ba)>, = {1—12 + % ot — (7j+ 3 }:;,
R e A
(36D (DF,

3.3 REKURZIV SOROZATOK
3.3.1. Egy val6s szamsorozatra a; =1 és ani1 = 2a, + 1. Bizonyitsa be, hogy
a, =2" —1

teljesiil!

3.3.2. Egy valés szamsorozatra a; = 3 és a, = 2 — , ha n > 2. Igazolja, hogy a sorozat

ap—1
konvergens!
. [ . ay_; +5 .
3.3.3. Egy valés szamsorozatra a; = 4 és a, = 6 ha n > 2. Igazolja, hogy a sorozat
konvergens!

3.3.4. Egy valds szamsorozatot a kovetkezo rekurziv definicidoval adunk meg:

’ Qn, + An+41
ap =0, ax;=1 ¢és anHZT.
Igazolja, hogy a sorozat konvergens és hatarozza meg a lim a,, hatarértéket!
n—00

3.3.5. Igazoljuk, hogy az a; = V2, any1 = /2 + an (n € N) rekurziv definiciéval adott sorozat
konvergens!

3.3.6. Legyen b > 0 rogzitett valds szdm. Definidljuk az {a,}. -, sorozatot az aldbbi rekurziéval:

1 b
a; > 0 tetszoleges valds szam és Qpi1 = 3 <an + —) )

Igazolja, hogy
(a) a, > Vb, han > 2,

(b> G, Z anp41, ha n Z 27

(¢) lim a, = Vb.

n—oo
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3.4 UTMUTATASOK ES MEGOLDASOK
3.1.1.

(a) A sorozat korlatos, mert

2 2 1)+1
0<a, = n+3 _ (n+1)+ _

2
+1 n+1 +n+1

<2+4+1=3.
A monotonitas vizsgalatahoz nézzik meg az a, — a, 1 kiillonbség eléjelét!

2n+3 2n+5 1
n+1 n+2 (m+1)n+2)

Qp — Qpiq = > 0,

azaz minden n € N esetén a,, > a,1, a sorozat tehat szigorian monoton csckkend.

(b) A sorozat korldtos, mert
2 2
1<b, =221+ 2<3
n n

Vizsgéljuk meg a b, — b, kiilonbség eléjelét!

n+2 n+3 2
n n+1 nm+1)

bn - bn+1 - > O,

azaz barmely n € N esetén b,, > b,,1, tehat a sorozat szigorian monoton csokkend.

(c) A sorozat korldtos, mert

n—1 3
0<¢c,= =1~ <1
= ¢ n—+ 2 n—+1
Vizsgaljuk meg a ¢, — ¢, kiilonbség eldjelét!
n—1 n -3

Cn — Cpt1 = < 0,

n+2 n+3 (n+2)(n+3)
azaz barmely n € N esetén ¢, < ¢, 11, tehat a sorozat szigorian monoton névekvo.

(d) A sorozat korlatos, mert
0<d, <1.

A monotonitas vizsgdlatdhoz nézziikk meg az d,, — d,, 1 kiillonbség eléjelét!

44 - n?41 (n+12+1 2-n
T T 24 412 4n+1 nn+1)(n+2)

azaz d, > d,y1, ha n < 2, ekkor szigorian monoton csokkeno a sorozat. Ha pedig n > 2,
akkor d,, < d, 1, tehat a sorozat szigorian monoton novekvo.
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(e)

A sorozat korlatos, mert

1
O<e,=3—— <3.
e 3n

A monotonitas vizsgalatdhoz nézziik meg a d,, — d,,1 kiillonbség el6jelét!

_3n+1_1 3n+2_1_ 2 0
€n =~ Entl = 3n o gn+l - _3n+1 <Y,
tehat
e, < €n+i,

azaz a sorozat szigorian monoton novekvo.

A sorozat nem monoton, mert tagjai valtakozé elgjellel kovetik egymést. A paros indexii
tagok pozitiv elojeliiek, a paratlan indexii tagok pedig negativ eldjeliiek. A sorozat korlatos:

A sorozat korlatos, mert:

<

N o

A sorozat pozitiv tagi, de nem monoton, mert pl. g; < go, de go > g3.
A sorozat nem korlatos. Ha n > 3, akkor

| |>n2+2 n2+2 n+1>
an = — _— = — —_
n-+n 2n  2n 2 n

SIE

Tehat barhogyan rogzitjiikk a K szamot, ha

n
— > |K
2 | | 7
azaz
n > 2|K|,
akkor
la,| > K,

tehdt a sorozat nem korlatos. A sorozat nem monoton, mert az elemei valtakozo elGjellel
kovetik egymast.

1
A sorozat korlatos. A sorozat n-edik eleme egy q = 3 kvécienst 7 = 1 kezd6tagi mértani

sorozat n-edik részletosszege. A felso korlat kiszamitdsahoz felhasznaljuk a mértani sorozat
n-edik részletosszegére vonatkozo Osszefliggést.

1 1 11— (H) 1\ "
0<in:1+—+—+...+—:(—2):2 1—(—) < 2.

2 22 2n 1-1 2
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A monotonitds vizsgdlatdhoz tekintsiik az alabbi kiillonbség eléjelét!

Z.n_in—i—lz
S T L NI
- 9 22 on 9 22 on on+1 | © 9n+l ’

a sorozat tehat szigorian monoton novekvo.
(j) A sorozat n-edik tagjanak szamléléja:

1-243—-44+...-2n=(1-2)+3B—-4)+...+((2n—1) —2n) = —n.
T 1 T

Az n-edik tag nevezdjének kiszamitasahoz vegyiik észre, hogy a nevezd egy olyan szamtani
sorozat 2n-edik részletosszege, ahol a kezdoelem és a differencia is egyarant 1. Tehat

1+ 2n)2
1+2+...+2n=#=n(1+2n).

Azaz
1-243-4+..-2n -n -1

T 1424344+ +2n n(l+2n) 2n+1

Vizsgaljuk elészor a sorozat monotonitasat!

Jn

. ) —2

<0,

azZazZ
jn < jn—l—l-

A sorozat szigoriian monoton novekvo. A sorozat korlatos, mert negativ tagu, azaz K = 0 és
a szigorian monoton novekedés miatt a sorozat elsé eleme egyben alsé korlat is:

1
—— =71 <4, <0.
3 h>J

3.1.2. A sorozat nem monoton, mert tagjai valtakozé eléjellel kovetik egymést. A péros indexti
tagok pozitiv el6jeltiek, a paratlan indexl tagok pedig negativ elGjeltiek. A sorozat korlatos:

—-1<a, <l

3.1.3. Ez a sorozat sem monoton, mert tagjai valtakozé elGjellel kovetik egymast. A paros indexti
tagok pozitiv eléjeltiek, a paratlan indext tagok pedig negativ eldjeltiek. A sorozat korlatos:

—-1<a,<3.

3.1.4. A megoldas soran célszeri a sorozat altaldnos tagjat vizsgalni.
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0 -n" 14 (=)™~ L _
(a) Az {an} -, = {( n) + (2 ) sorozat altaldnos tagja:
n=1
1 .
—+ 1, han péros
_)n
a, =
1 )
——, ha n paratlan.
n
. ; . . , 3
Konnyen lathato, hogy inf a, = a3 = —1 és supa,, = ay = 5

(b) A {b.}.—, ={(B+ (—1)")n}, -, sorozat altaldnos tagja:
4n, ha n paros
= { 2n, ha n paratlan.
A sorozat alulrdl korlatos, de feliilrél nem korlatos, igy nincs supremuma.
infb, =b; = 2.

n(n+1)

() Ade}, = {1 +2(—1)" + 3(—1)T}Oo sorozat elemei ciklikusan valtakoznak:

n=1

—4, han=4k+ 1,k € Z*,
0, han=4k+2 ke Z",
2, han=4k+3,kecZ",
6, han=4k,kecZ".

fgy infc, = —4, supc, = 6.
(d) A{d.}o2, = {nt"D"}>  sorozat altalanos tagja:

n, ha n paros
d, = 1

, ha n paratlan.
n

A sorozat feliilr6l nem korldtos, igy supremum nincs. A sorozat alulrél korlatos.

inf{d,} = 0.

(e) A sorozat szigortian monoton névekvé és korldtos.

2
E.

sup{e,} = 3, és inf{e,} = e, =

1-3-5-...-(2n—1
3.1.5. Ha a, = (2n >, akkor a1 =
2:4-6-...-(2n)

1-3:5-...-(2n+1)
2:4-6-...-(2n+2)
an+1_2n+1
a,  2n+2

. Ekkor

<1

Y
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azaz
Upt1 < Ap.
A sorozat szigorian monoton csokkend.
1-3-5-...-(2n—1
3.1.6. Ha a, = (2n ), akkor
27 - n!
1-3:5-...-(2n+1)
Ap+1 = 1 .
2ntl . (n+1)!
Ekkor
ant1  2n+1  2n+1 -1
a, 2(n+1) 2n+2 7
azaz

An+1 < ap,.

A sorozat szigorian monoton csokkend.

3.2.1. A feladatok megoldasanak elso 1épése a hatarérték kiszamitasa.

2 o
(a) Az {an} o, = nt sorozat hatérértéke:
" n—8J, 4
oon+2 1
lim = -.
n—oodn —8 3

Ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, hogy hanyadik tagtol kezdve esnek a sorozat elemei a
hatérérték € = 1072 sugari kornyezetébe meg kell oldanunk az aldbbi egyenl6tlenséget:

L <1072
an — = )
3
azaz ) )
n 4+
— - <107?
3n—8 3'
ahonnan
14 < 0,01
In — 24 T
n > 158,22

adédik. A sorozat elemei a 159. tagtdl esenek a hatdrérték e = 1072 sugart kornyezetébe.

—1)» )
(b) Az {a,} =, = {3 + %} sorozat hatarértéke:
n

n=1

_1)n
lim (3—1—( ) ) = 3.
n—00 n—+2
Ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, hogy hanyadik tagtol kezdve esnek a sorozat elemei a
hatérérték € = 1072 sugari kornyezetébe meg kell oldanunk az aldbbi egyenl6tlenséget:

la, — 3| <1073,



3.4 UTMUTATASOK £S MEGOLDASOK 67

azaz
1

1000’

ahonnan n > 998 adddk. A sorozat elemei a 999. tagtdl esnek a hatérérték e = 1073 sugart
kornyezetébe.

Az {a ), = {

__1 n
3+u—3‘<
n -+ 2

1—243—-4+...—2n)%
+ - n} sorozat altalanos tagja:

1+24+3+4+...4+2n

n=1
—n 1
an = = — )
n(1+ 2n) 1+2n
A sorozat hatéarértéke: .
lim a,, = lim =0
n—oo n—%m1-+»2n

Meg kell oldanunk az alabbi egyenlotlenséget ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, hogy hanyadik
tagtdl kezdve esnek a sorozat elemei a hatdrérték e = 1072 sugard kornyezetébe:

la, — 0] <1073,

azaz

<1073,

’_1+2n

Innen n > 499, 5 adédik. A sorozat elemei az 500. tagtdl esnek a hatarérték ¢ = 1072 sugart
kornyezetébe.

1 o0
Az {a,}" | = {3n 1 } sorozat hatérértéke:

n=1

lim a,, = 0.

n—oo

Meg kell oldanunk az alabbi egyenlétlenséget ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, hogy hanyadik
tagtdl kezdve esnek a sorozat elemei a hatarérték e = 1072 sugart kornyezetébe:

la, — 0] <1072,
azaz
<1072
o
Innen n > 5 adddik. A sorozat elemei az 5. tagtdl esnek a hatérérték ¢ = 1072 sugard
kornyezetébe.
(1)n ) (o]
5) ha n paros
Az {a,} | = A\ sorozat hatérértéke:
(—) ,  ha n paratlan
3 n=1
lim a,, = 0.

n—oo

A sorozat elemei a 7. tagtél vannak a hatarérték megadott € sugarid kérnyezetében.
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3.2.2. A torlédasi pontok meghatarozasahoz célszert a sorozat altalanos elemét vizsgalni.

3 oo
(a) Az {a,}, ", = {(—1)"_2 (2 + —2> } sorozatnak két torldddsi pontja van, mert
n

n=1

2+ =

[0
n2

3
3 2+ —, ha n paros,
e (I B

3
—2— —, han paratlan.
n

, 3 3
Igy t; = lim (2 + —2) =24ésty = lim (—2 — —2> = —2, tehat a sorozat divergens.
n—oo n n—oo n

sorozatnak is két torlédéasi pontja van, mert

(b) Az {an}Zy = {52(-;13”}&

n=1
5 2
5+ (—1)"n? —i—_nQ’ ha n péros,
e N
1, ha n paratlan.
. 5+’ . . , i :
Emiatt ¢; = lim 5 5| = —1és iy =1. A sorozat divergens, mert két torléddsi pontja
n—0o0 —n
van.
. 2n ., 1 £ 1 .
(c) Az {a,}, ., = 7 Sin (na) sorozatnak szintén két torlddasi pontja van.
n n=1
T 0, ha n paros,
sin? <n—> =
2 1, ha n paratlan,
emiatt
0, ha n paros,
2n o ( T
a, = sin (n—) = m
n+1 2 , ha n paratlan.
n+1
2n

Azaz t; =0 és ty = lim = 2. A sorozat divergens, mert két torlédasi pontja van.

n—oo M

(="

(d) Az {a,},~ = { l . cos(mr)} sorozatnak egy torlddési pontja van. Felhasznélva, hogy
—n

n=1

o0

cos(nm) = (—=1)",
adddik, hogy
D" (=pr_ (=D)° 1

- cos(nm) = = =
1—n 1—n 1—n

és

t=1li

A sorozat konvergens.
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3.2.3. A feladat megoldasa:

1 oo
(a) Az {an} - = {n + } sorozat korlatos, mert Vn € N esetén

n n=1

1
k:0<an:n+

1
=14+-<2=K.
n n

A monotonitas megéllapitdsahoz az a,, — a, 1 kilonbség eléjelét vizsgaljuk!

n+l n+2 1
n n+1 n(m+1)

p — Api1 = > 0,

emiatt Vn € N esetén
an > An+1,

tehdat a sorozat szigorian monoton csokkend. A sorozat konvergens, hatarértéke:

1 1
limnJr = lim <1+—):1.
n—oo N n—0o0 n

A sorozat konvergenciajabdél addédik, hogy egyetlen torlédasi pontja van a sorozatnak, ami
éppen a hatarérték.

T
(b) Az {a,} —, = {n " 2} sorozat korlatos, mert Vn € N esetén
n

n=1

-1 2—-3 3
k=0<a,—"—~_"% —1- <1=K.
n+ 2 n+ 2 n -+ 2

A monotonitas megallapitasahoz az a, — a,,1 kiilonbség el6jelét vizsgaljuk!

n—-1 —n -3
n+2 n+3 (n+2)(n+3)

p — Qi1 = < 0,

emiatt Vn € N esetén
an < Qpy1,

tehdat a sorozat szigorian monoton novekvo. A sorozat konvergens, hatarértéke:

A sorozat konvergenciajabdél adddik, hogy egyetlen torlédasi pontja van a sorozatnak, ami
éppen a hatarérték.

5n—2 1% ., . p
(c) Az {an}. 2, = {m} sorozat szigorian monoton névekvd, mert
— 10n

n=1

5n—2  5(n+1)—2 5 0
Ap — Apy1 = - = )
T 5 -10n 5-10(n+1) 25— 100n2
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azaz
Gn < Gpy1 VYN € N

A sorozat korlatos, mert

3
k:alz—ggan<0.

A sorozat konvergens, mert szigorian monoton novekvo és feliilrol korlatos. A sorozat

hatarértéke: .
li = ——,
LT

A sorozat konvergenciajabol adodik, hogy egyetlen torlodasi pontja van a sorozatnak, ami a

hatarérték.
e R b
(d) Az {a,} ~, = {3—n} sorozat korlatos, mert Vn € N esetén
n=1
Jntl—1 3.3 1 1
k=0<a, = < ——=3-—<3=K.
¢ 3" 3 3 3

A monotonitas megallapitasahoz az a,, — a,41 kiilonbség eléjelét vizsgaljuk!

gntl 1 3nt2 _q -2
Ap — Qpy1 = 3n - Jntl = Jntl < 07
emiatt Vn € N esetén
ap < Ap+1,

tehdt a sorozat szigorian monoton novekvo. A sorozat konvergens, hatarértéke:

3l — 1
lim —— = 3.

A sorozat konvergenciajabol adodik, hogy egyetlen torlodasi pontja van a sorozatnak, ami a
hatarérték.

© Ar fu, - |

1+n° ™ ) .
sorozat korlatos, mert Vn € N esetén

2
n“+n nel

1 2 2
k=0<aq, — " F" g
n24+n n4+n?

A monotonitas megallapitasahoz az a, — a,,1 kiilonbség el6jelét vizsgaljuk!

L+n* 1+ n+1)72> 2—n
n2+n (m+12+n+1 nn+1)(n+2)’

Ap — Apy1 =

azaz
>0, han<?2,

ap —api1 4 =0, han=2

<0, han>2,
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tehat a sorozat szigorian monoton csokkend, ha n < 2 és szigorian monoton névekvo, ha
n > 2. A sorozat konvergens, hatarértéke:

. 1+ n?
lim

3 =1.
n—ooN* + N

A sorozat konvergenciajabol adodik, hogy egyetlen torlodasi pontja van a sorozatnak, ami a
hatarérték.

3.2.4. —1 <sinn <1, vagyis

-1 sinn 1
— < < —.
n - n - n
Mivel ] ]
lim — = lim — =0,
n—oo N n—oon,
igy a rendor-elv miatt _
sinn
li =0.
n—oo M

A sorozat konvergens, mert van véges hatarérték.

3.2.5. Vizsgdljuk a sorozat altaldnos tagjat:

1 1
an:ln(n+1)—lnn:1nn+ :ln<1+—).
n

Felhasznéljuk, hogy

o1
lim — =0,
n—oon,

igy X
lim a,, = lim In (1+—) =Inl=0.
n

n—oo n—oo

A sorozat konvergens.

3.2.6. —1 <sin(nle™) <1, vagyis

—/n < V/nsin(nle™) - vn

n+1~ n+l ~“n+l
Mivel
1 1
lim —¥~ = lim @ —0 & lim — lim \/ﬁl —0
n n

igy a rendor-elv miatt
nsin(nle”
Jigg Y Sin(nle”)

=0.
n—00 n+1

A sorozat konvergens.
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3.2.7. A hatarértékek kiszamitasanal felhasznaljuk, hogy

lim — = 0.
n—oon,

3n% — 5n + 10 3-54 3
(a) lim 30 —5n+10 _ lim %:0;
n—>004n3—|—10n—6 n—>004—l— - 3
6n*+7m+2

b -
( ) naoo3n2+5n+7

™m>4+n+5
im————— =
n—oon + 54n — 1

(c)

n® — T3 + 4
d) lim —m8M8 = :
(d) fim s = oo

vni+6+5 \/1+ +5_1.

v4n? + 5n B

n—oo N+ 4

3.2.8. A hatarértékek kiszamitasanal felhasznaljuk, hogy

lim — = 0.
n—oomn,

vn2+1+n
a hrn <\/n2—|—1—n): hm <\/n2+ —n)—
( ) n—00 n—00 [ \/nz + 1+7’L

1
— lim ——— — 0
n—ooy/n2 +1+4n

vinZ+1+n
b) lim (\/5n2+1—n> = lim <v5n2—|—1—n)-—
(b) n—o0 n—o0 Vin2+1+n

. 4n? _ Ant+ 1 1

THOO V2 +1+n
1
(¢) lim <\/9n2 +2n—1- 3n> =3

n—oo
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(d) lim (m - 2n> — 92

n—o0

(e) lim (n - m> = —00;

(f) lim <4n Vit 16) = +o00.
3.2.9. A hatarértékek kiszamitasanal felhasznaljuk, hogy
lim¢" =0, hal|q| <1 és lim ¢" = 400, ha ¢ > 1.
6" — 8" 6\" 8\"
" [ ()]

(b) 1 6" — 8

.3t 4sn . 3.3+ 0" : 3\" 5\"
© Jin g = G = (5 (§) (€

(d) lim ((0,4)" —5) = —5;

n—o0

I

52n—3 —4. 6n+3

(e) ,}Lrﬁlo antl  gnitz = +00;

(f) lim (—0,99999)" = 0;
32n+3 —7. 5n+2 1

li —
<g) nl_{{.lo(_2>3n+1 + gn+2 3’

] 2n+3 + (_6)2n+2
(h> Jl_)ngo 6+l 4 Fn—2 = +oo.

3.2.10. A hatarértékek kiszamitdsanal felhasznaljuk, hogy

lim /n =1 és lim /c = 1,

ha c € RY.
(a) lim ¥/7n = lim V/7- lim /n=1-1=1,
23 o3 Jim V23
(b) lim {/— =1 == =-=1
n—oo \ N n—oo {Yn lim ¢/n 1

302 /3n? JE{}O% (lim /n)’
m =

¢) lim\/— = 1 = e =1
( n—oo \ 31 n—oo (/31 lim v/31

n—oo
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.1 5n2 5
d) li —_ Vf— 1 =1+1=2.
<>n£20(v 13+\/n4> +

3.2.11. n > 2 esetén
1< n=1/n< Vn.

A rendér-elv alapjan kapjuk, hogy

lim "Vn = lim /n= lim1=1.

n—oo n—oo n—oo

3.2.12. A rendér-elvet alkalmazzuk. Nyilvanvald, hogy
1< ™n2+2n+4< Vm2=137 (%)2

Tekintettel arra, hogy

lim /7 (Yn)* =1-12=1,

n—od

azonnal adodik, hogy

lim 3n\2/712 +2n+4=1.

n—oo

3.2.13. El6szor nemnegativ k egész szamokra igazoljuk az allitast. & = 0 esetén az allitas ny-
ilvanvaldan teljesiil. £ € N esetén harom 1épésben teljes indukciéval bizonyitunk.

(1) k=1 esetén az e szam definiciéja miatt az allitds igaz.

n—oo

k n
(2) Tegyiik fel, hogy k > 0 esetén lim <1 + —) ="
n

(3) Bizonyitunk (k + 1) € N esetén.

1 n
lim (1—|—k+ > = lim

n—00 n n—00

n+1+E\" /n+1\" ntl
n+1 n n+1+k

B\ n\" 1
= lim |1+ A1+=) - —| =e"e-1=€"h
) . k n+1 L n N o ) .
Itt felhasznaltuk, hogy lim ([ 1+ e =14 — ) =e". Eznyilvanvaldéan igaz, mert
n—00 n n

1 n+1 o0 1 ny oo
a 1+ sorozat részsorozata az 14+ — sorozatnak.
n+1 » n -

Legyen mos k negativ egész szam. Ekkor végezziik el az aldbbi atalakitast:

(1+5)n— 1 1
n e N R R e
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Azonnal adédik, hogy n > |k| esetén
E\" 1
lim (14— ) = =",
nbo ( * n) Lok ©

3.2.14. A hatarértékek kiszamitdsanal felhasznaljuk, hogy

nm(1+9>:=w,
n

n—oo

n \" 1
li = -
(g) lim n+1) .
3 n+2
(h) lim (n il ) =¢?
n—oo \n + 1

3.2.15. A hatarértékek kiszamitdsanal felhasznéljuk, hogy

. aN"™
lim <1 + —) = e,
n

n—0o0

ha o € R.
. A" : 2\"
(a) lim (2+—) = lim2" - lim (1+—) = 4o0.
n—o0 n n—oo n—oo n

o (252) < () (14 52) o
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n+1
(¢) lim (2n—|—3> =e.

n—oo \ 2n + 1
on \" 1
d) 1 = —.
(d) no (2n—|—1> e

3.2.16. A sorozat altaldnos tagjat a Bernoulli-egyenlGtlenséggel becsiiljiik:
1+ To +/n
ap, = — | > n.
vn

Mivel lim (1 + \/ﬁ) = 400, igy

n—oo

1 n
nhiEO (1 + %) = +00.
A sorozat divergal 4oo-hez.

3.2.17. A hatarértékek kiszamitdsanal felhasznaljuk, hogy

lim (1 + 9) —
n

n—oo

ha o € R.

1\" A 1 2n
(a) lim (1—1— (5) ) = lim (1—|—2—n) =e.

2\" 1 1
(b) Mivel lim (1 - —) —e?= — < 5 igy valamely n € N indextél teljesiil, hogy
e

n—oo n
0< (1 2\ < L
n) — 2
Ezért, a rendor elv miatt:

n2 n n n
0 < lim ("‘2> — lim ((1—3)> < lim <1> —0.
n—oo n n—0o0 n n—oo \ 2
2n+1

. n—1 2n+1 . 1 2n+1 1 n - L
() () (0 e

1\" 1\" 1\" 1
(d) lim (1——2) = lim (1——) - lim (1+—> =--e=1
n—oo n n— o0 n n— o0 n e
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2" + 3\"
I =1
() Jimn, (2" + 1)

2 n
(f) lim (n—n+1) =e 2

n2+n+1
1\ o
<1+—2) ] =e’ =1
n

3.2.19. Minden konvergens valds szamsorozat Cauchy-sorozat, igy elegendé megmutatni, hogy az
{a,}.2, sorozatnak van véges hatarértéke. Nyilvanvald, hogy ¥n € N esetén teljesiil, hogy

1
Vi< {1+ =< V2
n

Mivel lim ¥/1 = lim ¥/2 = 1, {gy a rendér-elv értelmében
[ 1 1\~
lim {/1+ — = lim (1—}——) =1.
n—oo n n—o0 n

. . " 1\ 1\ "
lima, = lim (14 — =lm(l+—)-lim (14+—-) =1-1=1,
n—o00 n—oo n n—00 n n—oo n

azaz a sorozat konvergens, tehat Cauchy-sorozat is.

3.2.18. lima, = lim

n—oo n—oo

Emiatt

3.2.20. A sorozat divergens, mert két torlodasi pontja van:

1 2n 1 2n 1
n—00 n n—00 n e

3.2.21. A sorozatok altalanos tagjanak zart alakjat teljes indukcids bizonyitas segitségével lehet
igazolni a sejtések kialakitasat kovetden.

(a) A sorozat altalanos tagja:

12 22 (n—1)> (n+1n@2n—-1) 2n°—-3n*+n
B n3 n3 B n3 '

A sorozat konvergens és hatarértéke: lim a, = 2.

n—oo

(b) A sorozat altaldnos tagja:

R S
"T1-2 2:3 7 n-(n+1) n+l

A sorozat konvergens és hatarértéke: lim b, = 1.

n—oo
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(c) A sorozat dltaldnos tagja:

1 )
1 9 (—1)"n —5 ha n paros,
Gh=— st ——=
non " , ha n paratlan.
2n
A sorozatnak két torlodasi pontja van:
t L 2 t L
= —= és =—.
P2 272
Emiatt a {c,}. ., sorozat divergens.
N o0 1 1 I\1™ o
(d) Vizsgaljuk az {d,}, _, =4 (1— 5) 1— 1) 1-— o sorozat monotonitasat!
n=1
dn+1 1

igy dni1 < d,, a sorozat tehat szigorian monoton csokkend. A sorozat minden eleme pozitiv,
ezért a sorozat alulrél korldtos. Mivel a {d,, } -, sorozat szigorian monoton csékkend és alulrél
korlatos, ezért konnvergens.

3.3.1. A bizonyitas teljes indukcioval torténik.
(1) n=1re a; =2 —1=1 adddik, ami igaz.
(2) Feltessziik, hogy k € N esetén igaz az allitas:

ap = 28 — 1.

(3) Bizonyftandé: aj,; = 28T — 1. A képzési szabélyt és a feltételt felhasznalva:
a1 =2- (28 = 1)+ 1=2F1 1.

Az allitas tehat igaz.

3.3.2. Képezziik a sorozat elsé 6t elemét!

5 7 9 11
—_ A = — a) = — ar = —.
3 ) 3 5 ’ 4 77 5 9

Az a sejtéstink, hogy a sorozat szigorian monoton csokkend és alulrél korlatos. Elészor teljes
indukciéval azt igazoljuk, hogy az {a,} -, sorozatnak 1 alsé korlétja.

ay = 3, as =

(1) n=1-re a; = 3 > 1, tehat az allitas igaz.
(2) Feltessziik, hogy k € N esetén igaz az allitas:

ap > 1.
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(3) Bizonyitandd: axyq > 1. A képzési szabdlyt és a feltételt felhasznalva:

1
g1 =2——>2-1=1,
ag

1
mert a feltétel szerint a, > 1, azaz — < 1. Az allitas tehat igaz, a sorozat alulrél korlatos.
Qg

Azt is teljes indukcioval igazoljuk, hogy a sorozat szigortian monoton csokkend.
(1) Nyilvanvald, hogy a; > as teljesiil.
(2) Tegyiik fel, hogy k£ € N esetén:

ar < Gp_1, azaz ap — ap—1 < 0.
(3) Bebizonyitjuk, hogy ar1 < ax. A képzési szabdlyt és a feltételt felhaszndlva:
1 1 1 1 — ag_
ak+1—ak:(2——>—<2— ): ——:M<O,
ay k-1 ap—1 Qg QAp—1 - Ak

mert ap_q - a; > 1, hiszen a sorozat minden eleme 1-nél nagyobb, valamint a feltétel szerint
ap — ap—1 < 0. Az allitas tehat igaz, a sorozat szigorian monoton csokkeno.

Az {a,} | sorozat szigorian monoton csokkend és alulrdl korldtos, igy konvergens.
3.3.3. Képezziik a sorozat elsd 6t elemét!

» 7 23 283 54004
=% =5 Gmagn T aogs 95T 50

A sorozat minden eleme pozitiv. Az a sejtésiink alakulhat ki, hogy a sorozat szigorian monoton
csOkkend és alulrdl korldtos. Elészor teljes indukciéval igazoljuk, hogy az {a,},- , sorozatnak 1 als6
korlatja.

(1) n=1-re a; =4 > 1, tehat az allitas igaz.
(2) Feltessziik, hogy k € N esetén igaz az allitas:

ap > 1.

(3) Bizonyitandd, hogy ax.1 > 1 teljesiil. A képzési szabdlyt és a feltételt felhasznalva:

2
a2+5 145
> =1
6 6 ’

Q41 =

mert a feltétel szerint aj, > 1, emiatt ai > 1. Az 4llitds tehdt igaz, a sorozat alulrdl korldtos.

Azt is teljes indukcioval igazoljuk, hogy a sorozat szigorian monoton csokkend.

1 5
(1) A sorozat masodik eleme: ay =2 — = = —. Nyilvanvald, hogy a; > as teljesiil.

3 3
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(2) Tegyiik fel, hogy k£ € N esetén:

ar < Gp_1, azaz ap — ap—1 < 0.

(3) Bebizonyitjuk, hogy a1 < ar. A képzési szabdlyt és a feltételt felhasznalva:

a2+5 a’ +5 1
k41 — A = k6 — k16 :6'(a%_ai—1)<07

mert a; — a?_, = (ay + ap_1)(ax — ax_1) < 0, hiszen a sorozat minden eleme pozitiv, igy

ap + ap_1 > 0 tovdbba a feltétel szerint ap — ap_1 < 0. Az allitds tehat igaz, a sorozat
szigoruan monoton csokkeno.

Az {a,},., sorozat szigorian monoton csokkend és alulrél korlatos, emiatt konvergens.

3.3.4. Képezziik a sorozat elsé hat elemét! Ismert, hogy a; = 0 és ay = 1. Alkalmazzuk az

(pio = % rekurzids Osszefiiggést a tovabbi elemek képzéséhez!
1+0 1 1
a3 = ——= — = ]_ - =,
2 2 2
1
s+1 3 1 1
2
pu— = — = 1 —_—— —_—
M= Ty 2 1
3,1
S+5 05 1 1 1
473
— —_ - = 1 _— = _— =
T TR SIS
242 11 L1
T T T 274 816

Sejtésiink az, hogy a sorozat altalanos elemét az n valtozd fliggvényeként az alabbi Osszefiiggéssel
tudjuk megadni:
R G
Upio=1— =4+ -+ ...+ ——.
= 2 ' 4 on

A bizonyitast harom lépésben teljes indukciéval végezziik.
(1) Az allitas az as, a4, as és ag tagok esetén teljesiil.

(2) Tegyiik fel, hogy a,, és a,.1 esetén az &llitas igaz, azaz

I VI ) T VI
ap=1—-=-+-4+. +———ill a1 =1—=+~-+ ...+ ——
2 ' 4 -2 i 2 ' 4 -1
o 11 (=1)" ) )
(3) Bebizonyitjuk, hogy a,,2 =1 — 3 + 1 + ..+ o A feltételeket felhasznalva:
N o an + An+1
n+2 — 92 )
e 1o (—1)-2 11 (—1)n-1
l— -4l — -
B B R = R R R T
n+2 — —

2
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11 (=12 1 (=1
=14 -+.. y =
R T R R T

BN N N

2 4 A 2 PAla

11 (G O Gt D GO
=l +—+.. .
Sttt st

Az allitast tehat igazoltuk.
Az altalanos tag egy q = —5 kvéciensi mértani sorozat n-edik részletosszege, azaz

1 ok

2) 2 2 (1)”
. 33 U2) 0
1 —

T3

Apt2 =

fgy

1 n
mert lim <—§) = 0.

3.3.5. frjuk fel a sorozat els6 harom tagjat!

@ =vV2,  aa=\2+V2,  az=1\/2+\2+ V2

Sejtésiink, hogy a sorozat szigorian monoton novekvé. Igazoljuk teljes indukciéval!

li n — 5
1m a 3

n—oo

(1) ay < ag, mert a? =2 < 2+ /2 = al.

(2) Tegyiik fel, hogy n € N esetén:
ayn < Ap+1-

(3) Bizonyitjuk, hogy a,.+1 < a,.o. A feltételbdl adédik, hogy
an +2 < apiq + 2,

igy:
Apt+1 = an+2 < \/an+1+2:an+2.

Az allitas tehat igaz, a sorozat szigorian monoton névekvo.

Igazoljuk, hogy a sorozat feliilrél korlatos. Teljes indukciéval bizonyitunk!
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(1) a1 < 2 nyilvanvaléan teljesiil.

(2) Tegyiik fel, hogy n € N esetén:
an < 2.

(3) Bizonyitjuk, hogy a,1 < 2. A feltételbél adodik, hogy

Unp1 = V2 +a, < V2+2=2.
Az allitas tehat igaz, a sorozat feliilrél korlatos.

A sorozat szigorian monoton névekvé és feliilrdl korlatos, tehat konvergens.

3.3.6. b > 0 rogzitett valés szdm, tovabba az {a,} -, sorozat az aldbbi rekurziéval adott:

1 b
a; > 0 tetszoleges valds szam és Qpi1 = 3 <an + —) )
an

(a) A szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget alkalmazva becsiiljiik a,1-et, han > 1.

Ekkor:
1 b / b
an+1:—<an+—)2 an-—:\/l;,
2 an an,

azaz a, > Vb, ha n > 2, vagyis a sorozat alulrél korlatos.

(b) Azt kell megmutatnunk, hogy a sorozat monoton csokkend. Ehhez felhasznédljuk az (a) rész
eredményét:

Qn

Y

1 b 1 a2—=b 1 (an— D) (an+Vb)
2(%*—)—5' =3 =0

ap —Apy1 = 0Gp — 3 =
7 Qn
han > 2.
(c) Az {a,}, ., sorozat konvergens, mert monoton cs6kkend és alulrél korldtos. Legyen
lim a,, = x.
n—oo

A sorozatot definialé rekurzids egyenlet mindkét oldalanak hatarértékét véve azt kapjuk, hogy
1 N b
r=—-(z+—),
2 T

z=Vb

amibél z > /b miatt

adédik, tehat lim a, = v/b.

n—oo



83

4 EGQYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK

4.1 KORLATOSSAG ES MONOTONITAS

4.1.1. Vizsgélja meg az aldbbi fliggvényeket korldtossag szempontjabol!
(a) f:R— R, f(z) =ax+0, ahol a,b e R és a #0;

(b) f:[0, +00) — R, f(z) =6—a%

(©) 50,400 — R, f() =
@ R—R @)=
© [ R—R  J@)=10

4.1.2. Adjon meg olyan A € R valés paramétert, hogy az alabbi R — R fiiggvények korldatosak
legyenek!

(a) filz) =5~ Az

(b) fula) = 2
(©) Fo(w) = cosla + A);

(d) fa(z) = V/|z + Al

4.1.3. Vizsgélja meg a kovetkez6 fiiggvényeket monotonitds szempontjabol!
(a) f:R— R, f(z) =ax +0, ahol a,b € R és a #0;

(b) f:R—R, f(x) =2° + 2z + 3;
€ fR—R,  f(z)=I[z];

d) f*R—R,  f(z)=

4.2 PAROS ES PARATLAN FUGGVENYEK

4.2.1. Van-e péaros vagy paratlan fiiggvény az alabbi R — R fiiggvények kozott?

(a) fx)=a*—3; (b)  fox) = 2® — 3u;
(c) fi(z) =" — 3z; (d)  falx) = 2t — 32%
(e) fs(x) = |z| +2; () folz) = |z +2;
(g) fr(z) =3% (h)  fs(z) =3"+37%
() fole) =3 -3 () fola) = o

3z 417
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4.2.2. Igazolja, hogy
(a) két paros fiiggvény Osszege paros;

(b) két paratlan fiiggvény Osszege paratlan;
)
)

(c) két péros fliggvény szorzata paros;

(d) kat paratlan fiiggvény szorzata péros.
4.2.3. Adjon meg olyan paros és olyan paratlan fiiggvényt, amelyeknek

a) az 0sszege pPAros;

a szorzata paros;

(a)
(b) az Osszege pératlan;
c)

(
d) a szorzata paratlan.
(

4.2.4. Adjon meg olyan p € R valdés paramétert, hogy az alabbi R — R fiiggvények péarosak
legyenek!

(a) file

=225 — pa* + 322 + 1;

)
(b) fo(x) = 5a* + pa® — 32?;
(¢) fs(x) = (2% + px — 1)
(d) fi(@) = (@° -z +p)(a®+ 2 +p)

4.2.5. Hatarozza meg az Osszes olyan f : R — R fiiggvényt, amelyik paros és paratlan is!

4.3 PERIODIKUS FUGGVENYEK

4.3.1. Bizonyitsa be, hogy az
FR-R f0) -

Dirichlet-féle fiiggvénynek minden 0-t6l kiillonb6zo raciondlis szam periédusa! Van-e olyan irra-
ciondlis szam, amelyik periédusa f-nek?

1, ha x raconalis,
0, ha x irracionalis

4.3.2. Legyen f: R — R olyan fiiggvény, amelyre valamely p # 0 valés szammal
f(@+p) = —f(x)
minden x € R esetén. Bizonyitsa be, hogy az f fliggvény 2p szerint periodikus!
4.3.3. Legyen f: R — R olyan fiiggvény, amelyhez van olyan a,b € R, a # b, hogy
fla—z)=fla+z) & flb—x)=[f(b+x)
teljesiil minden = € R esetén. Bizonyitsa be, hogy f periodikus!
4.3.4. A valés szamok halmazéan értelmezett f fliggvényre fennéll, hogy
o+ 1)+ flo—1) = V2f(a),

ha = € R. Igazolja, hogy f peridikus fiiggvény!
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4.4 SZAKASZONKENT LINEARIS FUGGVENYEK

4.4.1. Mely valos szamokra igaz, hogy

(a) sgnz = x; (b) sgnz < x;
(c) sgnz > (d) [sgnz|=|z[;
(e) [sgnz| < |zf; (f) [sgnz|> |z

4.4.2. Adja meg az 6sszes olyan z € R szamot, amelyre az

o
I +sgnz 1— (sgnx)?

egyenléség fennall!

4.4.3. Vazolja az alabbi egyvaltozds valds fiiggvényeket!

(a) fi(z) =sgnz+ %; (b)  fo(x) = xsgnuz;
(c) fs(z) =2sgn(z +2) +sgn(l — z); (d)  fa(z) = sgn(2? — bz + 6);
(e) fs(z) = —z+sgnu; () folz) =z (sgn)”.

4.4.4. Abrézolja és jellemezze a kovetkezo fliggvényeket!

@ o) =12 () oa(e) =lr+4] -2,

(©) osle) =l +2] — | — 3] @ (o) =[50 -4+ |3 1]
(©) gole) =19 —a% 2, (0 gola) = 1l9 22 ~2%

(8) orle) =20 2/ —smm(e + 1)

4.4.5. Abrazolja és jellemezze a kovetkez6 fiiggvényeket!

(@) Mix) =[] - () ha(e) =2+ fa);

(¢) hs(z)=[z—1]+1; (d)  hu(x) = —[2 +2] +2;

(©) hofa) = b (0 ho(w) = [of + [}

(@) hila) =2+l () hs(w) = [a] + [

0) hola) =+ fx) 0 ) ={1}.

4.4.6. Meghatdrozhat6-e az A € R paraméter értéke gy, hogy az f : R — R, f(z) = [z] + A
fliggvény paratlan legyen?
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4.5.1. Dontse el a definicié alapjan, hogy az alabbi fiiggvényeknek létezik-e hatarértéke az xy = 0

4.5 FUGGVENYEK HATARERTEKE
pontban!

(a) fiR—R fm:{
(b) f . R — R7

f(z) = sgnu;

ha z # 0,
ha =0

4.5.2. Bizonyitsa be, hogy lim2(2x —5) = —1 gy, hogy minden € > 0-hoz megadunk egy jé 6-t!

4.5.3. Ha be szeretné latni, hogy lim3(2 + 5x) = 17 és adott egy &, melyik a legnagyobb §, amit
hasznalhat?

4.5.4.

[e%S) o0 [e'S) 1 o0
elOszor az {x%l)} =<1+ n sorozattal, majd az {xg)} =924+ —
n=1 n+1}, n=1 n

Av fla)= 5>

X

fiiggvény az xo = 2 helyen nincs értelmezve. Kozelitse meg az xg = 2-t

sorozattal,

n=1

és hatarozza meg a megfelelo fiiggvényértékek sorozatanak hatarértékét. Ertelmezze az eredményt!

4.5.5.

Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!
|
lim :
z—0x2 — 1
|
lim :
z—1x — 1
lim 2 —4dxr+3
a—1x2 —2x + 1’
y a? — x?

im

, 1 4
im — :
=2\ —2 x2—-4)"

2?2 =25
lim :
z—5 T —H

x2—x—12‘

lim
z—4 x—4
ot =5+ 2r—4
lim ;

—2 22 —3x+3

o o224+ 3r 42
lim ——;
z——1 a3 41

4?4+ 3rx—1
lim—m.
e—1 222 —x + 1

lim

z—0

Vit3-V3
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4.5.7. Szamitsa ki az aldbbi hatdrértékeket!

(a) lim (325 — 22 + 2z + 6); (b) linq(llx?’ — 22% + 3z + 2);
(c) 1iII(1)5$2; (d)  lim (2z* + 323 — 1);

. a? . 22
(¢)  Jlim =5 0 im0

4.5.8. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket! A feladatok megoldasakor a
. a\*
lim (1—1——) = e, aeR
r——+00 €T

hatarérték felhasznalasaval és alkalmas atalakitasokkal jarhat el a legcélszeriibben.

9\ 1422 9 + 3\ T2
(a) liIJP (x i 1) ; (b)  lim ( T ) ;
r——4oo \ I — T—+00 1 + 233
23
3 2 .
: . : ctgx
(c) IEIJPOO ($3 — 1) ; (d) xl_l}{)&()(l + 3tgx)etsr.

4.5.9. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket! A feladatok megoldasakor a

sinx
=1

lim
z—0 X

hatarérték felhasznalasaval és alkalmas atalakitasokkal jarhat el a legcélszertiibben.

sin 5x sin 2x
I ; b) i -
(a) lim——; (b)  lim———;
x
3sin? =
L e : 4
() lim=—; (d)  lim——omo
. tgx _ x?
1 : f) lim————;
(¢) 2m0sin g’ (£) 2201 — cos
1—cosx tgx —sinx
lim———; h) lim———.
(g) e SR (h) e sin®

4.5.10. Adott az f: R — R,

) = Tr—2, hax>2,
= 3r+5, hax<?2

fliggvény. Hatdrozza meg a ligr}rof(x) és 1ir2n0 f(z) féloldali hatarértékeket! Ertelmezze az

eredményt!

x x ,
4.5.11. Hatarozza meg a lignou és a 1ign0u féloldali hatarértékeket! Ertelmezze az eredményt!
z—0+0 I z—0-0 I
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4.5.12. Hatarozza meg a hgo és a liano féloldali hatdrértékeket! Ertelmezze az

eredményt!

4.5.13 . Hata li ! ¢ li ! féloldali hatarértékeket!

.5.13 . Hatdrozza meg a lim ——— és a lim ————— féloldali hatarértékeket!
&% her? —Tr 112 o300 — 7o + 12

Ertelmezze az eredményt!
4.5.14. Van-e hatarértéke az f(z) = e 32 fiiggvénynek az xo =0 helyen?

4.5.15. Adott az f(x) = e®sgn(l — z) fiiggvény. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket!

(a)  lim f(z); (b)  lm f(z);
() lim f(a); (d)  lim f(x);
(e) lim f(z); (f)  lim f(z).

4.5.16. Szamolja ki a

. (sin2z) - tg 3z , . (sin2z) - tg 3z
lim és lim
z—0 bx?-cosx e—=  Hr?-cosw

hatérértékeket!

4.5.17. Szamolja ki a

i | (20— 250 o
im T — -ctgx
z—0 sin4x &

hatéarértéket!

4.5.18. Hatarozza meg a

Va2 —-2x+1 i . 2 —2x+1
hm— es ].lm S —
z—1 2 —1 T—+00 22 —1

hatéarértékeket!

4.6 TFUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA, SZAKADASI HELYEK

4.6.1. Van-e olyan o € R, amelyre az f : R — R,

1, ha x racionalis,
o) ={

0, ha =z irracionalis
fiiggvény folytonos?

4.6.2. Abrézolja az f 1R — R,
f(z) = sgn(2? + 4x)

fliggvényt! Folytonos-e a fliggvény az xo = —4 helyen?
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4.6.3. Hatdrozza meg az aldbbi f : [—3,5] — [0, 3] fiiggvény szakaddsi pontjait!

5

1Y

4.6.4. Hatarozza meg a ' € R paraméter értékét ugy, hogy az f: R — R,

2
-1
L 6, ha = #4,
flay=4 w4
C, ha r=4

fliggvény folytonos legyen!
4.6.5. Hatarozza meg az f : R — R,

fliggvény szakadasi pontjait!
4.6.6. Folytonos-e az f(x) = [z] fiiggvény a [3, 4] intervallumon?
4.6.7. Hatarozza meg a C, D € R paramétereket tugy, hogy az f : R — R,
322 -1, ha <0,
fx)y=<¢ Cx+ D, ha 0<z<1,
Vr+8, haz>1
fiiggvény mindenhol folytonos legyen!

4.6.8. Hol és milyen szakadédsa van az f: R — R, f(x) = [2z] — 2z + 2 fiiggvénynek?
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4.6.9. Allitsa el6 az f (x) = 3z fiiggvény xo = 0 szakadasi helyhez tartozé
(a) bal oldali hatarértékét;
(b) jobb oldali hatarértékét.
(c) Allapitsuk meg, hogy a fliggvénynek milyen szakadasa van ezen a helyen!
(d) Vazoljuk fel a fiiggvényt!
4.6.10. Allapitsa meg, hogy milyen szakadédsa van az

flx) =2 g€ (—g,ﬂ>

fiiggvénynek az xy = g helyen és vazolja a fliggvényt!

1
4.6.11. Hol és milyen szakaddsa van az f(x) = — i egyvaltozés valds fliggvénynek?
sin 2z

4.6.12. Meg lehet-e adni az A, B € R paramétereket 1gy, hogy az aldbbi f : R — R fiiggvény
folytonos legyen a valds szamok halmazan?

sin 2x m T
—_—— ha —— <ax < — ¢ 0
a2t Mgy sesl
fla) = A, ha z =0,
B, egyébként.

4.6.13. Megvalaszthato-e gy az A € R paraméter, hogy az f : R — R,
sinx

fay=3 -
A, ha =0

ha x # 0,

fliggvény folytonos legyen a valds szamok halmazan? Vazolja a fiiggvény grafikonjat!
4.6.14. Folytonos-e az ¢y = 0 helyen az
sin x
= | s
6, ha =0

ha xz € R\ {0},

fiiggvény! Hol nem folytonos f7
4.6.15. Megvilaszthaté-e igy az A € R paraméter, hogy az f : (—o00,2] — R,

11—z z+1
tg )
fly=q 1o 2

A-sgny/r—3, ha-1<z<2

ha x < —1,

fiiggvény folytonos legyen az o = —1 helyen?
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2
4.6.16. Milyen A € R paraméter esetén folytonos az f : [—?, +oo) — R,

iz +2—+/6x+4
o) = =2
A, ha r =2

2
, haxZ—?ésx#Q,

figgvény?

4.6.17. Abrézolja az
sin2z|, hax >0,
flx)=< 1, ha z =0,
27, haz <0

figgvényt! Adja meg az értelmezési tartoméanyat és az értékkészletét! Folytonos-e a fiiggvény? Ha
nem, akkor milyen tipusu szakadésa van?

4.6.18. Abrazolja az
2—e® hax>0,
flz)=1<¢ 1, ha x =0,
cos2x, hax <0

fliggvényt! Adja meg az értelmezési tartomanyat és az értékkészletét! Folytonos-e a fliggvény? Ha
nem, akkor milyen tipusu szakadasa van?

4.6.19. Folytonos-e az f: R — R,

cosx — 1

0, haz =0
fliggvény?
4.6.20. Vazolja az f : R — R,

1—2%, hax<0,
flx)=¢ (1—-2)? haO0<ux<2,
4—x, ha z > 2

fliggvényt! Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem, akkor milyen tipusu szakadasa van?

4.7 RACIONALIS EGESZ ES TORTFUGGVENYEK
4.7.1. Vazolja az alabbi racionalis egész fliggvényeket!

() filz) = o —a% (b) folw) =22° =32 + 1
(© folo) = (@ -1 +2)% (@) fale) = 2%(1 = 2?)(1 +2);

(&) folw) = (2" — 30 (x + 2)* () folx) = 20% — .
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4.7.2. Vazolja a kovetkezo racionalis tortfliggvények grafikonjat!

@ @)= g ) £ = i

© D)= @ o) =5

© i) = 0 fi@="

@ hw =5 ) file) =20 -

O )= 0 o) ="

0 b =ot 0 folw)=a- T
) fal) = D ) fule) = ZEZDEED,

4.7.3. Vazoljaa g : R\ {-3,—-1,1} — R,

xt— 2 —8x2 + 122

9(w) = 203 4+ 622 — 22 — 6

fliggvény grafikonjat! Hol és milyen szakadasa van a fliggvénynek?
4.7.4. Megvalaszthato-e az A, B € R paraméterek értéke ugy, hogy az f : R — R,

(223 — 222 — 12
x3 — 322 — 10z’

flz) = A, ha z = -2,

ha z € R\ {-2,5},

B, haz =5
fliggvény folytonos legyen a valds szamok halmazan?

4.7.5. Megvélaszthato-e az A, B € R paraméterek értéke gy, hogy az f : R — R,

(22 —4x+3
xz—_, hal’eR\{O,l},
fz) = S A, ha z =1,
B, haxz =0

\

fiiggvény folytonos legyen a valds szamok halmazan? Adja meg a fiiggvény hatarértékét —oo-ben

és +oo-ben!
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4.7.6. Megvalaszthato-e az A, B,C' € R paraméterek értéke gy, hogy az f : R — R,

(23— 92

i R\ {—

A, ha z = -3,
fla) =

B, ha z =0,

e hax =3

fliggvény folytonos legyen a valds szamok halmazan?
4.7.7. Megvalaszthato-e az A, B,C' € R paraméterek értéke gy, hogy az f: R — R,

-2 —x+1
a3 + 12

flx) = A, ha z = —1,

, hax#0,ésx#—1

B

\ )

haz =0

fiiggvény folytonos legyen a valés szamok halmazan?

4.8 TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK ES INVERZEIK

4.8.1. Vazolja az aldbbi fiiggvények grafikonjat!
(a)  fi(z) = cos3; (b)  fo(z) =1 — sin4x;
(¢) f3(x) =2sinz + cosx; (d) fi(z) =cosz —sinwz.

4.8.2. Vazolja az alabbi fliggvények grafikonjat!

() fix) = sin (arcsinz) ; () folw) = arcsin (sinz) ;
(c) fs(w) = cos (arccos z); (d)  fa(z) = arccos (cos x) ;
(e) fs(w) = cos (arcsinz); (f)  fo(x) = cos(3arccos );
(g) fr(x) = arcsin(x — 4); (h) fs(z) =7 — arccos(z + 2).

4.8.3. Szamitsa ki az alabbi kifejezések értékét pontosan!
(@) s . () ¢ -
a) sin | arccos - |; arccos — |;
5 Y g 13 Y

3 1 1
(¢) cos <arcsin R + arccos §> ; (d) sin (arccos 5 arctg 2) .
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4.8.4. Igazolja, hogy

S

20 2 1+ T
2arctg 10 in— = m; b 2 _r
(a) 2arctg 10 + arcsin ol =" (b) arccos \/; arccos — 7 5

4.8.5. Igazolja az
arcsinx + arccosx = 1

azonossagot!

4.8.6. Vazolja az aldbbi fiiggvények grafikonjat!

() i) = arcty - () folw) = v/~ arctale — 1)
(c) fs3(x) = sin®(arctg z); (d)  fa(z) = cos?(arctg z);
(e) fs(x) =sin (arcsin L —5 1) ; (f)  fo(x) = x - ctg(arcsin z);

(g) fr(z) =z - tg(arccos z).

4.8.7. Készitse el az f(x) = ctgz + 1 fliggvény grafikonjit! Adja meg f egy bijektiv lesziikitését és
irja fel a lesziikitett fiiggvény inverzét és vazolja!

4.8.8. Adott az

1
fz) = arctgzx 7 haz <0
x4+ m, haz >0

fiiggvény. A jobb és baloldali hatarértékek kiszamitdasaval dontse el, hogy hol és milyen szakadasi
helye van a fiiggvénynek! Szamitsa ki a lim f(x) hatérértéket! Indokolja meg, hogy a (—oo, 0]

Tr——00
intervallumon létezik f~! frja fel az inverz fliggvényt, adja meg az értelmezési tartomanyat és az
értékkészletét!

4.8.9. Irja fel az

f(z) = 2tg (x + g) -1, z € (—m,0)

fliggvény inverzét és vazolja az inverz fliggvényt!
4.8.10. Irja fel az
f(z) = sin (a:—g>+2, x € [0,7]

fiiggvény inverzét és vazolja az inverz fliggvényt!

4.8.11. Oldja meg az alabbi egyenleteket!

(a) arcsinx = arctgz; (b) arcsinz — arcsing = %
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4.9
4.9.1.

4.9.5.

HIPERBOLIKUS FUGGVENYEK ES INVERZEIK

Viézolja az alabbi fiiggvényeket!

g1(z) = sh(3z — 9); (b)  ga(x) = —2ch(x +2) — 4;

g3(x) = th(z — 2) + 2; (d) ga(z) =1+ cth(2z —1);

g5(z) = 2+ arsh(z — 1); (f)  go(x) = arth(2z).

Igazolja az alabbi Gsszefliggéseket!

sh2x = 2shz chz; (b) ch2z = ch?z 4 sh®z;

sh(z +y) =shazchy + shychux; (d) sh(z —y) =shxzchy —shychuz;
ch(x +y) =chzchy +shxshy; (f) ch(x —y) =chachy —shxshy;
ch®’z —sh’z = 1; (h) cha+shx=e"

Fejezziik ki az alabbi fiiggvényeket e-alapu logaritmussal!

fi(x) = arsh 2z; (b)  fo(z) = 2arshz;;

f3(z) = arsh(z + 2); (d)  fa(x) =2+ arshux;;

f5(z) = 2archx; (f)  fe(x) = arth2z.

. frja fel az alabbi fliggvényeket a legegyszeriibb alakban, majd vézolja Oket!

filx) = sh(arsh); (b) fole) = ch(arch o)
fal) = arch(ch); (d) filx) = sh(arch o)
fo(x) = ch(arsha); (1) fole) = 2ch(ina);
fr() = ch(in20); (h) fs(z) = sh(ina).
Szamitsa ki az alabbi kifejezések pontos értékét!

5%

(a) <ln tg% + archl) : (arccos <COS 7)) — arcctg v/3 - arccos(—1);

3
(b) sh(In2) +1n10-lge + arctg (2 + tg _W) :

4

0 o 2usd):

1
(d) ch(ln2) — arcsin (—5) + arch 1 + arcctg0;
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(¢) sh (2 arch g) ;

1
(f) sh (arth = + arcth 13) ;

1 1
(g) ch <arth g~ arsh g) :

ch 3;
cth 1;
ch(In5);
cthe;

arch 1;

arsh —;
e

arcth 2;

e2+1
e2 —1°

arcth

4.9.6. Szamitsa ki az alabbi fiiggvényértékeket!
(a) sh2; (b)
() thl; (d)
(e)  sh(lnb); (f)
(g) th(n3); (h)
(i) arsh2; (1)
(k) arshe?; (1)
(m) arth 3 (n)
(o) arth . (p)
4.9.7. Igazolja, hogy
3arch§ — 2arcth97 = 0.
4.9.8. Igazolja, hogy fenndll az alabbi egyenloség!

arsh % = 2arcth 3

4.9.9. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazéan!

(a) arshz = arthx;
(c) arth(z + 2) —arth(x + 1) = —arcth 5;
4.9.10. Hozza egyszeriibb alakra az
S5r — 3
= arth
f(z) = ar 5—3z

fliggvényt, majd vazolja a grafikonjat!

(b)
(d)

arshx = arch x;

arshz = 2arch z.
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4.10 UTMUTATASOK BS MEGOLDASOK

4.1.1. A korlatossag definiciéjat hasznaljuk a feladat megoldédsakor.

(a) A fiiggvény sem alulrdl sem feliilrél nem korldtos. Legyen példaul a > 0 és K € R. Mivel a
valés szamok halmaza feliilr6l nem korlatos, igy létezik olyan x € R, amelyre

K—-1b
a

xr >

azaz
flz)=ax+b> K,

tehat f feliilr6l nem korlatos. Hasonléképpen igazolhatd, hogy f alulrdl sem korlatos. Ha
a < 0, akkor sincs sem fels6, sem alsé korlat.

b) Mivel Vx € [0, +00) esetén x* > 0, ezért
( ? 9
6 — a2t <6,

tehat f feliilrdl korlatos. Legyen k € R. Ekkor minden

valés szamra teljesiil, hogy

azaz f alulrél nem korlatos.
(c) f alulrdl korlatos, mert Va € (0,400) esetén f(x) > 0, de f feliilr6l nem korlatos.

(d) Az f fuggvény korlatos, mert Vo € R esetén 1+ 22 > 1, igy f(x) > 0, azaz f alulrdl korldtos,
tovabba f(z) < 1, vagyis f feliilrdl is korlatos.

(e) Az f fiiggvény koratos, mert Vo € R esetén

N | —

4.1.2. A feladat megoldésa:
(a
(b
(c
(d

e
||

armely A € R esetén korlatos a fiiggvény.

~— N~

Nincs a feltételnek megfelel6 valos szam.
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4.1.3. A monoton fliggvény definicidjat hasznaljuk a feladatok megoldasdhoz.

(a) Legyen z1,x9 € R és 1 < x9. Ekkor

f(x2) = f(21) = a(x2 — 11),

igy a > 0 esetén f(xy) > f(x1), tehdt a fliggvény szigoriian monoton novekvé, migy a < 0
esetén f(z2) < f(x1), azaz f szigorian monoton csokkend.

(b) Legyen x1, 25 € R és 21 < xo. Ekkor

f(@2) = f(21) = (x2 — 21) (25 + 122 + 27 4+ 2) = (22 — 1) ((xg + %)2 + gx% —|—2) > 0,

azaz f szigorian monoton novekvd R-en.
(¢) f monoton névekvé.
(d) Legyen x1,z5 € R és 21 < xo. Ekkor

2(.1'2 — 1’1)(1 — T1T9

flel =1 =" ar )

azaz [ szigorian monoton csokkené a (—oo, —1] és az [1,+00) intervallumon, migy a (—1,1)
intervallumon szigorian monoton névekvo.

4.2.1. A paros és paratlan fiiggvény definicigjat hasznaljuk a feladatok megoldasdhoz.

(a) Az f; fiiggvény nem paros és nem paratlan, mert Vo € R esetén

fil=2) = (=2)* = 3(—2) = 2” + 3z # £fi(2).
b) Az f5 fUgevény paratlan, mert Vo € R esetén
(b) ggvény p :

fo(=2) = (—2)® = 3(—2) = —2° + 30 = —(2° — 32) = — fo(2).

¢) Az f3 fliggvény nem paros és nem paratlan, mert Vo € R esetén
() ggvény

fa(—z) = (—2)* = 3(—x) = 2" + 3z # £ f3(x).
(d) Az f, figgvény péaros, mert Vo € R esetén

fa(—z) = (—2)* = 3(—2)? = 2* — 322 = fy(2).
(e) Az f5 fiiggvény péros, mert Vx € R esetén

fo(=) = | =z[+ 2 =|z| + 2 = f5(x).
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(f) Az fs fliggvény nem paros és nem paratlan, , mert Vo € R esetén
fo(=x) = 2 — x| =# £fs().

(g) Az f; fiiggvény nem paros és nem paratlan, , mert Vo € R esetén
frl—a) =37 = o =# ().
(h) Az fg fliggvény péaros, mert Vo € R esetén
fo(—2) =37"+3709 =37 4+ 3% = fy(a).
(i) Az fo fliggvény paratlan, mert Vo € R esetén
fo(—2) =377 =37 =372 _ 3% = _(3° - 37%) = — fy(x).
(j) Az fio fuggvény paratlan, mert Vo € R esetén

371 -1 1-3  3°-1

= = ).

Tl = I T I T Tee T

4.2.2. A paros és paratlan fiiggvény definicigjat hasznaljuk a feladatok megoldasdhoz.
(a) Legyenek f,g: Dy, — R péros fliggvények, azaz Vo € Dy, esetén —x € Dy, 4, tovabbd
fl=x)=f(z) & g(-x)=g(x)
Ekkor
(f+9)(=x) = f(=2) + g(—x) = f(z) + g(x) = (f + g)().

Tehat két paros fliggvény Osszege is paros fliggvény.
(b) Legyenek f,g: Dy, — R pératlan fiiggvények, azaz Vax € Dy, esetén —x € Dy 4, tovabbd
fl=x)=—f(x) &  g(—z)=—g(x)
Ekkor
(f +9)(=2) = f(=2) + g(—2) = = f(x) — g(x) = = (f(2) + g(2))(x) = —(f + g)(2).
Tehat két paratlan fliggvény Osszege is paratlan fliggvény.
(c) Legyenek f,g: Dy, — R péros fiiggvények, azaz Vo € Dy, esetén —z € Dy, tovabbd
fl=x) = f(z) & g(—z)=g(x)
Ekkor
(f - 9)(=2) = f(==) - g(—=x) = f(z) - g(x) = (f - 9)(2).

Tehat két paros fiiggvény szorzata is paros fiiggvény.
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(d) Legyenek f,g: Dy, — R pératlan fiiggvények, azaz Vo € Dy, esetén —x € Dy 4, tovabbd

f(=z)=—=f(z) é  g(—2)=—g()
Ekkor

(f - 9)(=2) = f(=2) - g(=z) = = f(2) - (= 9(2)) = f(z) - g(z) = (f - 9)().

Tehat két paratlan fliggvény szorzata paros fiiggvény.

4.2.3. A paros és paratlan fliggvény definicigjat hasznaljuk a feladatok megoldasdhoz.

(a) Legyen f : R — R tetszéleges péros fliggvény, azaz f(r) = f(—x) barmely = € R esetén.
Legyen tovabbd g : R — R olyan paratlan fiiggvény, amelyre f + g paros fiiggvény. Az

f(@) +g(x) = (f + 9)(x) = (f + 9)(=2) = f(=2) + g(=2) = f(z) — g(),

csak akkor teljesiil, ha
29(z) =0

vagyis
g(x) = 0.

(b) Legyen most g : R — R tetszbleges péaratlan fiiggvény, azaz

barmely x € R esetén. Legyen tovabba f : R — R olyan paros fiiggvény, amelyre f + ¢
paratlan fliggvény, azaz

(f+9)(=x)=—(f+9)(x) = —f(x) — g(x).

Az
(f+9)(—2) = f(—z) + g(—2) = f(2) — g(z) = — f(z) — g(x),

csak akkor teljesiil, ha

azaz

(c) Egy péros és egy paratlan fliggvény szorzata mindig paratlan fiiggvény, igy nem adhaték meg
a feltételeknek megfelelo fiiggvények.

(d) Az f: R — R, f(z) = 2% pdros fiiggvény, a g : R — R, g(x) = x paratlan fiiggvény. A két
fliggvény szorzata
fg:R—R, (fg)(x) =2’

paratlan figgvény.
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4.2.4.
(a) Barmely p € R esetén paros fiiggvényt kapunk, mert paros fiiggvények Osszege paros fiiggvény.
(b) Csak p = 0 esetén lesz paros a fiiggvény.
(c) Barmely p € R esetén péros fliggvényt kapunk.

)

(d) Nincs a feltételnek megfelel$ valds széam.

4.2.5. A feltétel szerint f paros és paratlan is, azaz

fl)=f(=x) & flo)=—f(-2)
egyszerre teljestl. fgy

tehat

minden x € R esetén.

4.3.1. Legyen r € Q,r # 0. Ha z € Q, akkor
(x+71)€qQ,

mig z € (R\ Q) esetén
(z+7) € (R\Q),
ezért minden valds szamra
fle+r) = f(z),
vagyis r periddusa f-nek. Irraciondlis szdim nem lehet periddusa a fiiggvénynek, mert ha p € (R\ Q)
periédusa lenne f-nek, akkor

0=f(=p)=f(-p+p)=[(0)=1
teljesiilne, ami ellentmondas.
4.3.2. Minden z € R esetén
flz+2p) = —f(z+p)=—(~ f(x) = f(x),

tehat igaz az allitas.
4.3.3. Legyen p = 2(b — a). Ekkor minden z € R esetén

fla+p) =f@+20b—a))=fb+(b+z—2a) = f(2a—2z) = flat (a—2)) = f(z),
tehat f periodikus.

4.3.4. frjuk at a feladatban szerepl6 egyenloséget az alabbi alakba:
fle+1) = V2f(x) - f(z - 1).
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frjunk x helyére (x + 1)-et és felhaszndlva az eredeti egyenletet az alabbi Osszefiiggéshez jutunk:
fla+2)=V2f(z +1) - f(x) = V2(V2f(2) - flx = 1)) = f(z) = f(z) = V2f(z - 1).

Irjunk az eredeti egyenletbe z helyére (z 4 2)-t és hasznaljuk fel az f(z 4 2)-re és f(x + 1)-re
vonatkozo6 Osszefliggéseket. Ekkor

flx+3) = V2(f(z) = V2f(x = 1)) = (V2f(2) = f(z = 1)) = —f(z — 1).

Innen azonnal latszik, hogy
fle+7) =—fle+3) = flz-1),

tehat f periodikus és periédusa 8.

4.4.1. A feladat megoldésa:

(a) Hi={-1,01} (b) Ha = (—1,0) U (1, 400);
(C) Hjz = (_007 _1) U (07 1); (d) Hy= {_1707 1};
(e) Hs=(—00,—1)U(1,+00); (f) Ho = (—1,1) \ {0}.

4.4.2. Az egyenlet jobb oldalan all6 kifejezés csak x = 0 esetén értelmezhets. Ekkor az egyenlGség
fennall, mert mindkét oldalon 1 adddik helyettesitési értékként.

4.4.3. Az f:R— {-1,0,1},

—1, ha x <0
f(z) =sgnx=< 0, ha z=0;
1, ha x>0
fliggvényt eldjelfiigguénynek nevezzik.
113
A 'R —— =, =
(a) Zfl —>{ 27272}7
(1
5 ha x < 0;
1 1
fi(z) =sgnzx+ - =< =, ha z = 0;
2 2
3
| 3 ha x>0

fliggvény grafikonja két félegyenesbdl és egy diszkrét pontbol all. Az f; fiiggvény korlatos,
monoton novekvd, nem péaros és nem paratlan.
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O
“®
20
(b) fo(z) = xsgnz = |x|.
(c) Az f3: R — {—1,1,2,3},
([ —1, ha z < -2
1, ha x = —2vagy x > 1;
fle) = 2sale D bsgll-a) =3
2, ha z=1
\
fliggvény grafikonja:
o . O
4 @
) . o
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(d) Az f4: R — {—1,0,1}, fa(x) = sgn(z? — 5z + 6) fuggvény grafikonja:

' ]
y\ ]
\‘ i
1
4
. A ]
\ 1
\ !
\\ ’
3 /
\ 1
\ !
\ I}
\ /
2 \ /
\ /
\\ p
/
\ 7 f4(x)
1 \ Y]
—O0 Oo—;
\ /
\ /
\\ 7
0 X
0 1 .2~ - .; 4 5 6
-1 o——o0

(e) Az f5 : R — R,

—xr+1, ha x>0,
fs(x) = —x +sgnx =< 0, ha = =0,
—xr—1, ha <0

fiiggvény grafikonja:

(f) fe(z) = x (sgna)® = z, tehat a fiiggvény grafikonja az y = = egyenes, mert

(sgn)? = 0, ha x=0,
& | 1, ha z#0.
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4.4.4.
(a) Agr:R\{0} —{-1,1},

()_m_ 1, ha x>0,
G\ == —1, ha <0

fliggvény grafikonja két félegyenesbdl all. A ¢y fliggvény péaratlan, korldtos és monoton
novekvo.

g4(x)

0.5

Por
A4

-1.5]

(b) A go: R — [-2,400), g2(x) = |x + 4] — 2 fiiggvény grafikonja:

IxI

Ix+41 6]

Ix+41-2

210 "8 R 4 2 0 2 "4
_2_
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A gs fliggvény alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos. Szigortian monoton csokkend a fliggvény,
ha x < —4 és szigorian monoton novekvé, ha x > —4. A fliggvény nem péros és nem paratlan.

(c) Ags:R—[=5,5], gs(x) = |x + 2| — |x — 3| fiiggvény korlatos és monoton novekvé R-en. A

fliggvény nem paros és nem paratlan.

95(x)

(d) A g R — [3,+00), ga() = |~

12]

1
Zr—4
3" ’+3

A g4 fliggvény alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos. Szigortian monoton csokkend a fliggvény,
ha x < 6 és szigorian monoton novekvé, ha r > 6. A fliggvény nem paros és nem paratlan.
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(e) A gs: R — [-2,400), g5(x) = |9 — 22| — 2 alulrdl korldtos, paros fliggvény grafikonja:

95(x)

6 4 \/ 2 0 2 4 6
.2_

A fliggvény szigortian monoton csokkend, ha r < —3 vagy 0 < z < 3. Szigortian monoton
novekvo, ha —3 <z < 0 vagy = > 3.

(f) A gs: R —[0,+0), gs(x) = [|9 — 2?| — 2| alulrdl korldtos, paros fliggvény grafikonja:

Kénnyen lathaté, hogy ge(x) = |gs(z)].
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(g) A gr(x) = 2|z — 2| —sgn(x + 1) fliggvény grafikonja:

A fliggvény alulrdl korlatos, feliilrél nem korlatos. Szigortian monoton csokkend, ha x < 2,
szigorian monoton novekvo, ha x > 2. Nem paros és nem paratlan.

4.4.5.

(a) Dy, =R és hy(z) = [z] — 2 = —{z}. A fiiggvény grafikonja:

h1(x)=[x]-x

SRR

A fiiggvény korlatos, —1 < hy(z) < 0. Szigordan monoton csokkend, ha z € (k,k+1), k € Z.
Nem paros és nem paratlan. A fiiggvény periodikus, T = 1.
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(b) th = R, és
ho(x) = x + [x] = x + k,
A figgvény grafikonja:

hy(x)=x+[x]

ha k<x<k+1

(ke Z).

A fliggvény sem alulrdl, sem feliilr6l nem korlatos. Szigortian monoton névekvé R-en. Nem
paros és nem paratlan. A fiiggvény nem periodikus.

(¢) Dpy =R és hg(z) =[r—1]+1 = [z]. A hs fiiggvény grafikonja tehat megegyezik az egészrész

fiiggvény grafikonjaval.

(d) Dp, =R és hy(x) = =[x + 2] + 2. A fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformacios 1épésekkel

allitjuk elo:

1.) Vézoljuk az y = [x + 2| fiiggvény grafikonjat.

2.) Tiikroziink az x tengelyre, igy megkapjuk az y = —[x + 2| fiiggvény grafikonjat.

3.) Két egységgel eltoljuk potitiv irdnyba az y-tengely mentén az eléz6 1épésben kapott
grafikont, igy megkapjuk a hy fliggvény grafikonjat.
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5 //
1 7/
= +2 7
h4(x)=-[x+2]+2 y=x 7
7/
e—O 4] 0o
//
/
3 Ve
e—O ] 0
/
L7 yEIx+2]
7/
e— O e—oO fu—o
Ve
y=-[x+2] 7
P o——10
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/
/ 0
r r O O O r r
-4 -3 /’-2 -1 0 1 2 3
Ve
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7 1
0 o0 e—O
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h5(X)=[X] \ \ 4 / /
@—O R o0
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\ \ / /
\ \ / /
\ \ 3] ! !
\ \ / /
2 \ \ / /
y=x \ \ / /
\ \ / /
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(f) A hg fiiggvény grafikonja:

. , }
Ay \ 2 !
2 A\ \ h6(x)=[x] +[-x] III /’
=X -X /
y \?\ \ 6| ,/ I
\ I |
AT . /) ,
OO0 1 1 O—0
\ \ . ;
A \ I /
\ A Vo4l . )
VA \ I )
VA \ . /
(I v 3] . ,
VA \ I /
Vo \ 1 /
\§ \2 | ® /
\ \ / / 2
2 ) N \ S )y X3 5
YEX X1 — / =l x-5 | -7
1 / 2 4
o—— / o—=0
VN ;!
/
vy s ! ,
; ; ; —— oL ; ; ;
-4 -3 -2 Ay o1/ 27 3 4 5
N h // //
1\(:\/ :_/

h
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(h) Dhg = R, és
0, ha ze€Z,

, ha ze€(R\Z).
A figgvény grafikonja:

hg(x)=[x]+[-x]

® ® ‘e ® ® ®
-2 -1 0 1 2
a O '1 a\ a a a\

(i) A hyg fiiggvény grafikonja:
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(j) Dnyy =R\ {0} és Ry, =[0,1). A hyg fiiggvény grafikonjanak elkészitéséhez az

1
y=—, l‘?éo
X

fliggvény gorbéjét az x-tengellyel parhuzamos, egységnyi tavolsagra halado egyenesekkel el-
metsziik, majd az egyes gorbedarabokat elcsusztatjuk az x-tengelyre merolegesen gy, hogy a
jobb oldali végponok az z-tengelyre keriiljenek. A grafikont alkot6é gorbedarabok igy az y = 0
és y = 1 egyenesek kozott lesznek.

1
4.4.6. Nem. Az egytlen széba johet6 érték A = 3 lenne, de a fliggvény nem lesz paratlan ekkor

sem, mert az origéra kozéppontosan szimmetrikus szakaszvégpontok koziil az egyik rajta van a
fiiggvény grafikonjan, a mésik pedig nincs.

y
1.5]
o -0
/ s
/ e
1 / s
7 7
1 ,/ o7
- il s
yebd 059 "
s
/ s -
/ ///
2 X
2.5 2 1.5 -1 -05-7,10 0.5 1 1.5 2 2.5
P
//////
- -0.5
F—~—7——0
Ve /
¥ /
// / 1
e /
// 4
V2 /
7 / -1.5
———O 1
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4.5.1.
(a) Legyen € > 0 és 0 = ¢. Ekkor minden 0 < |z — 0| < ¢ valds szdmra
|f(x) =2l =]z +2-2]| = || <e,

Tehat lim f(z) = 2.

T—X0

(b) f-nek az xy = 0 helyen nem létezik hatarértéke.
4.5.2. Legyen € > 0. Olyan pozitiv -t keresiink, amelyre ha |z — 2| < §, akkor
|2z —5) — (1) <e.

Tudjuk, hogy
(2x —5) — (=1) =2z — 4 =2(x — 2),

tehat
2(x —2)| <&,
azaz .
_ 2 < —
o= 2] <3

kell, hogy teljesiiljon. Vagyis a megfelel6 § = %’ vagy barmely %—nél kisebb pozitiv szam.

4.5.3. Legyen € > 0. Olyan pozitiv §-t keresiink, amelyre ha |z — 3| < ¢, akkor
|(2+bx) — 17| < e.

Tudjuk, hogy
(24 5z) — 17 = bz — 15 = 5(z — 3),

tehat
5(z = 3)| <e,
azZaz e
_ 3 < —
o= 3] < 2

kell, hogy teljesiiljon. A legnagyobb d-nak valaszthaté érték § = %.

4.5.4. Ha f(z) = akkor

)
— X

o -

e )_2—(Lk7l)

n+1

=5n + 5,

gy
lim f (z(") = lim (5n + 5) = +o0.

n—oo n—oo
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Tovabba 5
F) = —— — 5,
2 (2-~
n
azaz
lim f (z{?) = lim (=5n) = —cc.

Tehat az f fiiggvénynek az o = 2 helyen nincs hatarértéke.

4.5.5.
2
1
(a limejL =—1
z—0x?% — 1
. x? =25 (z=5)(x+5) .
O meTs T oy Calery=1
31 — 1)(x? 1
c limx—zlim(x G )Zlim($2+x+1):3;
x—1 1 — r—1 ]]—1 r—1
?—r—-12 . (z+3)(x—4)
(@) lim— = I = lime+3) =T
2_4 3 —1 -3 -3
@)Ahmf——fi—:ﬂi(x )@ =3) _ 0™ 73 Latarértékek nem 1éteznek, mert
e—1x?2 —2x+1  2—1  (z—1)2 -l —
. r—3 , . x—3
lim = 400 és lim = —00.
z—1-0g — 1 z—1+0x — 1
A figgvény grafikonja:
s_y '
I
|
6 |
i I
|
|
4 |
|
! _Xx3
|
____________________ e g
0 I / X
8 6 4 2 0 : 4 '6 '8 10
|
_2_ |
I
|
4 :
|
|
|
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: 3 2
2 Bg? 4 op—4 (et =527 +2r—4) g 95,4y

f) li = = = —12;
0 i — 73 lim (42 — 31 + 3) 1-6+3 !
a? — z? (a —z)(a+x) a—x 2
lim —— = i = lim ————— — ~.
(&) o axd — g3 x—1>ma(:17—|—a)(m2—ax+a2) s> az? —az +a®  3a
2
() i & +3r+2 lim (x+2)(z+1) :1;
e——1 341 e——1(x+1)(22 —z+1) 3
2223 -3 1 1
() im S22 =3 o= ekl
=312 —br+6 2-3(z—3)(xr—2) Po3g — 2
hm4x2+3az—1_3
Vo 202 —x + 1
4.5.6
1 4 -2 1
(a) lim - = lim ’ = lim—— = 4;
s—2\x—2 12—4 =2(x —2)(x+2) a-2x+2
(b) hm—wzh VTt _\/_ Vi+3+v3 l'm ! _ b
=0 x =0 x Vr+3+3 =0z +34+V3 2V3
(© hm\/5—x—2_hm(\/5—x—2 VH—x+2 \/Q—x—i-l) l' v2—z+1 1
22—z —1 V2—z—-1 V5-z+2 V2—z+1 2\5—z+2 2
. 2=z -1 ) 2—vxr—1 24+yx-—-1 ) -1 1
(d) lim————— = lim : = lim =——
z=5 12 — 25 e=5 \ (x = 5)(x+5) 2++xr—1 z=5(x +5)(24+ vz —1) 40
(e limx_\/_—limM—hm\/E—l
e-ly/r—1 a1 Jr—1
(f) lim 1—2? i ( 1—2? \/_+\/Tx) lim(lﬂ)(\/EJFM)——Q-
e=l/x—V2—x l\Vr—V2—2 Jr+V2—x z—1 (—2) 7
3+ 2
3% +2 S 2
(g) xgmoo\/% ngmoo1—xz —00, mert xEmooﬁ :mEmOOE =0.
ot

Vaz+1l+z 1
h) lim (vVa?+1—2)=lm [ (V2?2+1—-2) —— | = llm —— = 0;
() ( ) <( ) z—ooy/x2 + 142

x—+00 z——+00 Z—~400 4 /IQ +rx+2x 2’

(i) lim (Va?+x—2)= lim (\/x2+x—x)-w> = lim _ L
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r—2 I2 — 2,:(} r—2

N VI2H5—-3 Va24+5—-3 Va?24+54+3 , x+2 1
(j) lim————— = lim = hr% (
T—27q

22 —2r 221 5+3 Vi +5+3) 3

4.5.7.
(a) lim (32° — 22 4+ 22 + 6) = —o0; (b) lin}(4x3 —222+3x+2) =T,
(¢) lim5a* = 0; (d)  lim (2z*+ 32% — 1) = +o0;
. x? 22
(©) zhjgol + 22 ’ (®) mE ol + x2
4.5.8

T 2
) 2
1+ = (1 + E) e2 \ 2
= lim L lim | =1 —) =e%
T——+00 T—+00 -1 e~ 1
1—— 14+ —
x x

23
: AR
@ (55) = (

(d) lim (1+3tgz)8 = lim

3 ctgx
1+ ) =e3.

7 N 7~ ~

z—0+0 z—0+0 ctgx
4.5.9
in o ino
(a lim ot = 5 - lim e = 5;
z—0 T z—0 dr
in 2 2 sin2 2
(b) limsm r lim 2 . sin2z 2
z—0 3z z—03 2x 3
t i ' 1
(c) lim 22 = im0 = i 2 iy =1
z—0 T z—0r -cosx =—0 T  x—0COSXT
@1 3 sin? 1 31' sm% 0
iz dem0 TOPHLT
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t 1
(e) lim 8% _ lim =1;
z—0SIn T z—0COS T
2 2 1
(f) lm—t = Jim [ oosT
z—0] —cosx z—0\1—cosx 1+ cosz

1—cosz
(g) lim =
. tgr —sinz
(h) lim-22 227

sin® x

z—0

= lim

. 1—cosz 1+ cosz .
im . =lim———
0 T 1+ cosz a—0z(1 + cosx

1 . 1—cosx .

z—0CO0S T

z—0

4.5.10. f-nek az xo = 2 helyen nincs hatarértéke, mert

2]

4.5.11. lim 2 =1,
z—0+4+0
4.5.12. lim
r—44+0 —
. 1
4.5.13. lim

4.5.14.

t—340x2 — Tx + 12 -

T o\2
zlim(1+cosx)-lim< ) =2

z—0 \sin &

sin?

lim f(z)=14—2=12%# lim f(z)=6+5=11.

rz—240

—00, lim

lim

e—3-0x2 — T +

z—2—0

12

1
Iim (—— | =
040 2 2—0-0

1 )
— 3 ) = oo dgy

lim f(x) = lime ™32 = 0.

z—0 x—0

4.5.15. Ha f(x) = e"sgn(1 — z), akkor

(a) lim f(x) = 0;
() lim f(r) = ¢

(e) Az lirq f(z) hatérérték nem létezik;

4.5.16.

(sin2z)-tg3x 2-3 sin2r sindz 1

512 - cosx 5

2x 3z cos 3x ' COST
. (sin2z)-tg3zx 6
lIlm—m— 22— = —.
z—0 Hx?.cosx 5

x
lim u = —1. f-nek nincs hatarértéke xy = 0-ban.
z—0-0 1
) 3
= 400, lim = —00
z—4—0x — 4
1

+00

lim f(z) = —o0;

T—-+00

lim f(x)=e;

z—1-0

limf(z) = 1.

z—0

. fgy azonnal adodik, hogy

A Tim (sin2z) - tg 3x

522 - cosx

lim

z—%—0

hatarérték nem létezik, mert

(sin2z) - tg 3x

= 400 és
522 - cosx

Y (sin2z) - tg 3z
im
z—Z+0

522 - cosx

= —OQ.
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2

4
4.5.17. lim [(21’ — .3$ > -Ctga::| = lim lcosx- <2- to 3z i ):| = §
z—0 sin4x z—0

sinz 4-sinz sin4dx

1
1
——, ha z>1,
Va2 =2z +1 |z — 1| r+1
4.5.18. = =
2 —1 (x—=1)(z+1) —1
—, ha x<1,2# —1.
r+1
 Var—=2z+1 o . L ,
A hn% — a1 hatarérték nem létezik, mert a féloldali hatarértékek nem egyenléek:
T— xTrc —
CoVrz =22 +1 . 1 1 , ooV —=2x+1 . -1 1
lim ———— = lim == és lim ——— = ——
25140 2 —1 z—1+0x + 1 2

e—1-0 12 —1
A szamlalé fokszama kisebb, mint a nevez6 fokszama, emiatt

4.6.1. Barmely xg € R esetén az xy szdm tetszolegesen kicsiny sugart kornyezetében vannak

racionalis és irraciondlis szamok is, igy lim f(z) nem létezik, vagyis az f fiiggvény sehol sem
r—xQ
folytonos.

4.6.2. Az f figgvény nem folytonos az xy = —4 helyen, mert
xilfg—of(x) =17 x_l>l—r£;1+0f(x) =1
azaz f-nek nem létezik hatarértéke a vizsgdlt helyen. A féloldali hatarértékek léteznek és végesek,

de nem egyenlGek, azaz f-nek elséfaji, nem megsziintethetd szakadasa van xg-ban. A fliggvény
grafikonja:

-
N
i
~
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4.6.3. f-nek az xy = 0 helyen els6faji, nem megsziintethetd szakadasa van, mert

lim f(x)=3 és lim f(x) =143,

x—0—-0 x—040

tehat a lin%) f(z) hatérérték nem létezik. Az f nem folytonos az z; = 1 és az xo = 4 helyeken sem,
r—

mert

f)=3 & limf(x) =043,

valamint

f(4)=0 és lirr}lf(x)zl#o.
Az x1 =1 és x5 = 4 helyeken els6faji, megsziintethet6 szakaddsa van a vizsgalt fliggvénynek.
4.6.4. Mivel 2° — 16 = (x — 4)(z + 4), igy
xr+4, ha x#4,
flz) =
C, ha =4
és lirrif(x) = 8. Az [ fiiggvény folytonos, ha lirréllf(:r) = f(4) teljesiil, vagyis C' = f(4) = 8.

4.6.5. Az f figgvény nem folytonos az xg = 1 helyen, mert a lirq f(x) hatérérték nem létezik. f

folytonos az x; = 2 helyen, mert

f2)=2+1=3= hn;f(:c)
Nyilvanvalo, hogy f az Osszes tobbi valés helyen folytonos. A vizsgalt fiiggvénynek tehat egyetlen
egy szakadasi pontja van.

4.6.6. Nem, mert f(3) =3, de ligrlof(x) = ligr102 = 2.

4.6.7. li(r)nof(x) = li%n0(3:p2 — 1) = =1, az o = 0 helyen a folytonossaghoz f(0) = —1, azaz
D = —1. Tovabba ligr}rof(x) = lirlr}rox/x +8=3,azaz C -1+ D = 3 miatt C = 4.

k
4.6.8. Az f figgvénynek az z = > k € 7Z helyeken elsofaji, nem megsziintetheté szakadasa van.

4.6.9.
1 ) g
(a) hIOnO— = —00, igy a bal oldali hatarérték:
z—0-0x
lim 37 = 0.
z—0-0

(b) Igg}r 0 +00, igy a jobb oldali hatérérték:

. 1
lim 3> = +o0.
x—0—0
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(c) A fiiggvénynek az xo = 0 helyen masodfaji szakadasa van.
(d) A fiiggvény grafikonja:

10]

4.6.10. Az f(r) = 2% fliggvénynek masodfaji szakaddsa van az xy = g helyen, mert
lim f(z) =400  és lim f(z) =0.

z—x0—0 z—x0+0

A figgvény grafikonja:

T2 0 1‘175 ™

4.6.11. Azx =k - g, k € Z helyeken a szakadasok méasodfajuak.
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4.6.12. f folytonos az xy = 0 helyen, ha A értéke megegyezik a lir% f(x) hatarértékkel.

) sin 2x ) 2 sin2z 1 2 1 1
lim—— =lim ( = - =-.1--=_,
e—03x(x? 4+2) «—0\3 2z a?+2 3 2 3
1
azaz A = 3 esetén folytonos az f fiiggvény az xy = 0 helyen. Tovabba
. m
sin —
s 9 64
- = = =1 =B
f<4) 3. 7r2+2 3m (w2 + 32) xi,,f(l’) ’
4 \ 16
és
(-3)
sin [ ——=
T 2 64 : .
/ ( 4) 3 ( 7r> w2 49 3m (72 + 32) ;leflgf(x) xi{%f(l‘)
4 16
Tehat f mindenhol folyt ha A 1'B o1
ehat f mindenhol folytonos, ha A = - ¢és B = ————.
YROHOS, 3 3 (1 + 32)
4.6.13. A fiiggvény nem tehet6 folytonossa az xq = 0 helyen, mert
fm % = gim 2R & lim o = i SR g
z—0-0 |x| t—0-0 —x z—0+0 |x| t—0+0 T

A figgvény grafikonja:

4.6.14. f az x¢ = 0 helyen folytonos, mert

) ) 6 - sin 6 ]
lim () = lim sinz lir% (smx 6-sin6a

a—0 a—0x2 - ctg b

) =6 = f(0).

T 6x cos 6x
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f nem folytonos, ha cos 6x = 0, azaz ahol 6x = g + km, k € Z, tehat ahol

™ ™

4.6.15. Szamitsuk ki f baloldali hatarértékét az xqg = —1 helyen!

Cx+1
) _ 1—x r+1 _ ] S 1—x 1
2 2

Tovabba:
lim f(z)=f(-1)=A-sgnv—-1—-3=—A.

z——1+4+0

f folytonos az xy = —1 helyen, ha A = —1.
VTr +2— 6z +4

4.6.16. Gyoktelenitsiik a tort szamlaléjat!

T —2
Viz+2—V6r+4 Tz +2—Vbr+4 V7o +2+/6x+4 1
Tz —2 B z—2 Vit +2+V6r+4 Tz +2++V6x+4
Azaz
limf(x) = lim = ! _ 2
T2 =2 \JTx+24+6r+4 8

1
Tehat A = 3 esetén f folytonos.

4.6.17. A fiiggvény grafikonja:

T T T T T T
- -2 0 2 ™ 32 2n
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D¢ =R, Ry =1[0,1]. f nem folytonos az o = 0 helyen, mert
FO= lim f@)=1 & lm f(z)=0#1
f-nek els6faji, nem megsziintethetd szakadasa van az zy = 0 helyen.

4.6.18. A fiiggvény grafikonja:

T T T T T T
5m/2 -2m -3m/2 -m -mi2 0 2 m 3m/2 2m 5m/2

Dy =R, Ry =[—1,2). f folytonos az zo = 0 helyen, mert

FO)= lim f(z)= lim f(z)=1.
4.6.19. f folytonos, mert
1mcosx—l — lim cosr—1 m —sin*z — lim sinz  (—sinx) _ 0= (0)
=0 e—0z(cosz +1) a—0zx(cosz+1) 2-0\ x cosz+1

4.6.20. Az xo = 2 helyen a fiiggvénynek elsofaji, nem megszintetheté szakadasa van.

y
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4.7.1.

(a) Az fi(z) = 2 — 2% = 2(1 — 2)(1 + x) fuggvénynek z; = O-ban, xy = —1-ben és z3 = 1-
ben egyszeres multplicitasi zérushelye van, tehat mindhdrom helyen elGjelet valt a fiiggvény.
Tovabba

lim fi(x) =400 és lim fi(x) = —o0.

T——00 r—-+00

3
f1 (x)=x-x

1
(b) Az fo(z) = 203 —32%+1 = (2x+1)(x—1)? fiiggvénynek z; = —§—ben egyszeres multiplicitdsy,

az ro = 1 helyen pedig kétszeres multiplicitasa zérushelye van. Tovabba

lim fo(z) = —o0 és lim fo(x) = 4o0.

T——00 Tr——400

1.5

3 2
f2(x)=2x -3x +1

0.5

0.5
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(c) Az f3(z) = (x — 1)(x + 2)? fiiggvénynek z; = —2-ben kétszeres multiplicitdst, az o = 1
helyen pedig egyszeres multiplicitastu zérushelye van. Tovabba

lim f3(z) =—00  és lir}rl f3(z) = 4o0.

A fiiggvény grafikonja:

HOO=Ge1)x+2)”

(d) Az fy(z) = 23(1 — 2?)(1 + 2) = 23(1 — 2)(1 + z)? fiiggvénynek x; = 0O-ban hdromszoros
multiplicitdsi, az x9 = 1 helyen egyszeres, az x3 = —1 helyen pedig kétszeres multiplicitasi
zérushelye van. Tovabba

lim fy(z) = hrf fa(z) = —o0.

A fiiggvény grafikonja:

0.3|Y

0.2

3 2
f,(x)=x (1-x )(1+x)

0.1
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(e) Az f5(x) = (2t — 323)(z + 2)? = 23(x — 3)(x + 2)? fliggvénynek z; = 0-ban hdromszoros, az
o = 3 helyen egyszeres, az x5 = —2 helyen kétszeres multiplicitasad zérushelye van. Tovabba

lim f5(z) = ligl f5(x) = +o0.

A figgvény grafikonja:

<

-50 |
4 3 2
f5(x)=(x -3x )(x+2)

-100 |

-150 |

(f) Az fo(x) = 22 — 2 = 2%(2 — 2°) = 2%(V2 — 2)(V222) fiiggvénynek z; = O-ban kétszeres, az
Ty = /2 és 3 = —/2 helyeken egyszeres multiplicitdsd zérushelye van. Tovabbé

lim fs(z) = hrf fe(z) = —o0.
A fiiggvény grafikonja:
1] y
0.5
15 1 0.5 0 0.5 1 1.5 X'Z
0.5

2 4
f6(x)=2x -X

1.5
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4.7.2. A raciondlis tortfiiggvények abrazolasahoz célszerti meghatarozni a fiiggvény zérushelyeit,
pélushelyeit (multiplicitdsaikkal egyiitt) és a hézagpontjait. A jelleggdrbe vazoldsdhoz érdemes
tovabbé a foo-beli hatarértékeket kiszamolni.

()

Az f, figgvénynek xyg = —1-ben egyszeres multiplicitasi zérushelye van, tovabba az x; = 0
helyen kétszeres, mig xo = 2-ben egyszeres polusa van, vagyis ezeken a helyeken fliggdleges
aszimptotdja van a fliggvénynek. Nincs hézagpont. Az f; valodi tortfiiggvény, tehat

liril fi(z) = lim fi(x) = 0.

A fiiggvény grafikonja:

2]

e e -

6 -4 2 0 2 6 8
-1
]
Az fy fliggvénynek xy = 2-ben egyszeres multiplicitasi zérushelye van, az x; = 0 helyen
haromszoros, mig xo = —2-ben egyszeres pélusa van, vagyis ezeken a helyeken fliggéleges

aszimptotdja van a fliggvénynek. Nincs hézagpont. Az f5 valodi tortfiiggvény, tehat
liIJP fa(z) = lim fo(x) =0.

A fiiggvény grafikonja:

4]
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(c) A fiiggvény dbréazolasahoz irjuk a szamlalot is gyoktényezds alakba, majd egyszertsitsiink!
2?2 —4 (= 2)(x+2) x—2
(z+2)(x—12 (z+2)(xz—1)2 (z—1)%

Vagyis az f3 fiiggvénynek xq = 2-ben egyszeres multiplicitasu zérushelye van, az 1 = 1 helyen
pedig kétszeres polusa. Hézagpontja: xo = —2. Az f3 valddi tortfiiggvény, tehéat

fs(z) =

lim f3(z) = lim f3(z) =0.

T——+00

A figgvény grafikonja:

(d) Az f, figgvénynek az o = —1 és x; = 1 helyeken egyszeres multiplicitasi zérushelye van.
Polus és hézagpont nincs. f; altort fiiggvény és

liIJP fa(z) = lim fy(z) = 1.

A fiiggvény grafikonja:
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(e) Az f5 olyan altortfiiggvény, ahol megegyezik a szamlaléban 1évé és a nevezoben 1évé polinom
fokszama. Alakitsuk szorzatta a nevezot:

fL’Q I‘Q
Az 1y = 0 kétszeres zérushely, x; = 1 és o, = —1 pedig egyszeres pélushelyek, tovabba
zlﬂl—of5(x) - Ikﬂoﬁ(aﬁ) = +o0 €s xlﬂl+0f5($) = ml_l)IIIloJ%(x) = —o0.

A fiiggvénynek nincs hézagpontja. Nyilvanvalo, hogy

e

2—-1 x2-1 2 -1’

azaz
lim f5(z) = lim fs5(x)=1.

T——+00

Az y = 1 egyenes a fliggvény aszimptotdja, amelyet a fliggvény gorbéje nem metsz. A fiiggvény
grafikonja:

(f) Az fq olyan altortfiiggvény, ahol a szamldléban 16v6 polinom fokszama egyel nagyobb, mint a
nevezoben 1évo polinom fokszama. Alakitsuk szorzatta a szamlalot:

fﬁ(m):xQ_l _ (x—l)(x—l—l)’

2 T
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azaz xg = 1 és x1 = —1 egyszeres zérushelyek, xo = 0 pedig egyszeres poélushely, tovabba
li = ¢ li = —00.
Jm fo(z) =+c0 & lm fo(z) = —o0

A fiiggvénynek nincs hézagpontja. Nyilvanvald, hogy

r?—1 1
f6<I> - .I'Q =T — ;7
azaz
lirf fo(z) = lirJqu r = 400 és lim fs(z) = lim =z = —o0.

Az y = x egyenes a fliggvény aszimptotdja. A fiiggvény grafikonja:

(g) fr olyan altort fliggvény, ahol a szamléléban 1évé polinom fokszdma egyel nagyobb, mint a
nevezoben 1évé polinom fokszama. xg = 0 kétszeres multiplicitasu pélushely és

lim f7(z) = lim f;(x) = +oo.

z—0-0 z—040
Tovabba ;
lim fr(z) = lim " — fim (%%—m) — lim & = 400
Tr——+00 Tr——+00 €T r—400 €T Tr——400
és

1 3 1
lim f7(z) = lim T lim (—+x) = lim z = —o0.

r——00 r——00 1‘2 Tr——00 I‘2 T——00

Az y = x egyenes a fiiggvény aszimptotdja.
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Az f; fliggvény grafikonja:

-2
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(i) fo olyan altort fiiggvény, ahol a szamldléban 1é6v6 polinom fokszama kettével nagyobb, mint
a nevezoben 1évo polinom fokszdama. Alakitsuk szorzattd a szamlalot:

=1 (z—-1)(x+1)(x*+1)
(x+1)2 (z 4+ 1)
Az fq fliggvénynek xq = 1 egyszeres zérushelye, ©1 = —1 pedig egyszeres pélushely, mert

az (x 4 1) gyoktényezd a szdmlaléban és a nevezében is megtaldlhat6, de a nevezében egyel
nagyobb kitevén, mint a szamlédléban. Tovabba:

fo(z) =

xilf?—ofg(x) = oo s x—1>1—1?+0f9(x) -

Bontsuk résztortek osszegére az fy altort fliggvényt:

fol) Col gt
r)=—"—=20"-22 —
’ (z + 1)2 z+1
azaz

lir+n folz) = lir+n (2% — 22+ 3) = 400,
és

lim fo(z) = lim (2° — 27 + 3) = +oo0.

Azy=2?—-22x+3 = (r—1)*+2 parabola a fiiggvény aszimptotdja. Az fy fiiggvény grafikonja:

257

20 |

15 |
\
\
\ 10 |
\
\
\
5
\
\
N
0 X
-6 -4 2

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
A |
|
1
I\
|
|
|
|
I
|
|
|
|
1

_5_
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(j) fionek zo = —1-ben és x; = 1-ben egyszeres multiplicitasi zérushelye, zo = —2-ben pedig
egyszeres pélusa van. Az y = = — 2 egyenes a fliggvény aszimptotdja. Az fio fliggvény
grafikonja:

1 1)
(k) fii(x) =2x+ i (z —:_ 2) . Az fi1-nek xy = —1-ben kétszeres multiplicitdsi zérushelye,
x x
r1 = —2-ben pedig egyszeres polusa van. Az y = x egyenes a fiiggvény aszimptotdja. Az fiq

fiiggvény grafikonja:
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(l) Df12 = R\{_l} €s

x? =1
=z — =r—(x—1)=1
f 12(15) x T+ 1 ( )
A figgvény grafikonja:
y
2
15]
P 1
0.5,
0 X
s "1 o5 0 0.5 "1 15

(m) fis-nak az xy = 0 helyen és z1 = 2-ben egyszeres multiplicitdsi zérushelye, x5 = 1-ben pedig
egyszeres polusa van. Az y = = — 1 egyenes a fliggvény aszimptotija. Az fi3 fliggvény
grafikonja:
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(n) fiynek az xg = 0 helyen kétszeres, az 1 = 3 és x5 = —1 helyeken egyszeres zérushelye van.
x3 = —2-ben és x4 = 2-ben egyszeres multiplicitdsu pélusa van. Az
y=(z—1)

parabola a fiiggvény aszimptotdja. Az fi4 fliggvény grafikonja:

4.7.3. A g(x) olyan altort fiiggvény, ahol a szamlaléban 1é6v6 polinom fokszama egyel nagyobb,
mint a nevezoben 1évo polinom fokszama. Alakitsuk szorzattd a szamlalét és a nevezdt is:

(2) ot —2® — 8zt + 12z z(z + 3)(x — 2)?

xTr) = = s

g 203 + 622 -2 —6  2x+1)(x+3)(x—1)

azaz ro = —3 hézagpont, x1 = 0 egyszeres zérushely, zo = 2 kétszeres zérushely, x3 = —1észy =1

pedig egyszeres pélushelyek, tovabba

A g) = Ipggle) = moo b T, gle) = T gle) = oo

Bontsuk fel a g(x) altort fiiggvényt egy raciondlis egészfiiggvény és egy valodi tort Osszegére!

() 1 5 11z + 522 — 12
) =—-x —
g 2 2z —-1)(x+1)(x+3)

Azonnal adédik, hogy

1 1
lim g(x) = lim (5:10 — 2) = +o0 és lim g(x) = lim (§I — 2) = —00.
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Az

1
Yy=—-x—2

2

egyenes a fliggvény aszimptotdja. A hézagpontot nullkor jeldli a fiiggvény grafikonjan.

4.7.4. Egyszerisitsik a tortet!

20% — 20 — 120 2x- (2 — 2 — 6)

2 -3)(x+2) 22-6 4

23— 322 — 10 x- (22 — 37 — 10)

Az xy = —2 helyen van hatarérték:

(x —5)(x+2)

lm (24— ) —o_2_10
-2 x—5 77

10

Ha A = - akkor az xqg = —2 helyen folytonos a fiiggvény. Az x,

fiiggvénynek, igy itt nem teheto folytonossa.

 r—5

+x—5'

—b5 helyen pdlusa van a

4.7.5. hI—iI-1 f(z)= lim f(x)=1, mert
e*—4dr+3 (z—1)(x—-3) -3 L 3
22—z  zx-1) oz T
Az z¢g = 1 helyen van hatarérték:
lim <1—§) =1-3=-2.
r—1 x
Ha A = —2, akkor az xyp = 1 helyen folytonos a fiiggvény. Az x; = 0 helyen pélusa van a

fliggvénynek, igy itt nem tehetd folytonossa.
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4.7.6. Alakitsuk at a tortet!
=92  z(z-3)(r+3) =z(zx-3) x-3

1
213 + 622 222(zx+3) 222 2 2 2%

Az x¢y = —3 helyen van hatarértéke a fliggvénynek:

1 3
li = li —— ) =1
Jm, f (2) xin_l:a(z 2x>

Az xqg = —3 helyen folytonos a fiiggvény, ha A = 1. Az z; = 0 helyen nem tehetd folytonossa a
fiiggvény, mert

xgglof(x) =t o xE(IJIJerf(J;) -

Az x5 = 3 helyen van hatarértéke a fiiggvénynek:

1 3
Az x5 = 3 helyen folytonos a fliggvény, ha C' = 0.

4.7.7. A =4 esetén az o = —1 helyen folytonos a fiiggvény, mert

» - —r+1 1 2
- - -2
3 + 22 2 oz

Y

igy
limlf(x) =1+24+1=4.

Az x1 = 0 helyen pélusa van a fiiggvénynek, igy itt nem tehet6 folytonossa.
4.8.1.

(a) A fliggvény grafikonja:

y

ﬂ(x)=0033x

0 ' 12 ' m ' /2
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(b) A fiiggvény grafikonja:

fo(x)=1-sindx

2

y=sinx

(c¢) A fiiggvény grafikonja:

f3(x)=28inx+cosx
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4.8.2.
(a) Dy =[—1,1] és =1 < fi(z) < 1. A fiiggvény grafikonja:

05

(b) Dy, =R és —g < fo(z) < g A fiiggvény grafikonjanak egyenlete:

y = arcsin(sin z),

azaz
siny = sin x.

A kapott trigonometrikus egyenlet megoldéasai:

y=x+2km és y=nm—a+2kr (keZ),

vagyis a fliggvény grafikonja két egyenesseregnek a —g <y< g savba es6 darabjaibdl allo

torottvonal.
y
/2|
0 X
-5m/2 21 -3mn/2 - /2 0 /2 3n/2 2m
-T1/2 |
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(c) Dy, = [-1,1] és —1 < f3(x) < 1. A fiiggvény grafikonja megegyezik az fi fiiggvény
grafikonjaval.

(d) Dy, =R és 0 < fy(z) < 7. A fliggvény grafikonjanak egyenlete:
y = arccos(cos x),

azaz
COSY = COS Z.

A kapott trigonometrikus egyenlet megoldésai:
y=x+2km és y=—x+2kn (ke€Z),

vagyis a fliggvény grafikonja két egyenesseregnek a 0 < y < 7 sdvba es6 darabjaibdl allo
torottvonal. A fiiggvény grafikonja:

32 y

/2 |

X

-|511/2 I—21T -Ilirr/Z I-TT -I1T/2 0 ITr/2 I Tr én/Z I211 5I1T/2 I3T[ 7I1T/2

-T1/2 |

() Dg, =[—1,1] és 0 < fs(x) < 1.

cos(arcsinx) = \/1 — sin?(arcsinz) = V1 — 22.

A fiiggvény grafikonja:
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3

(f) —1 < x <1, felhasznélva, hogy Va € R esetén cos 3a = cos® a — 3sin® a cos a, igy

fo(z) = cos(3arccosz) = 2° —3(1 —2?)r = 42° — 3z =2 - <x — ?) . (m + ?) .

Harom egyszeres zérusheye van fg-nak. A fiiggvény grafikonja:

(g) —1<z—4<1,azaz 3 < x < 5. A fliggvény grafikonja:

y
/2 | |
/’ f.(x)=arcsin(x-4)
/
/
/
/
0 / X N
2 470 1 2 3 4 5 6
/
y=arcsinx 7
/
/
/
| -1T/2_
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(h) =1 <z+2<1, azaz —3 <z < —1. A fiiggvény grafikonja:

mly
f8(x)=n-arccos(x+2)
. | y=arccosx
/2]
0 X
-4 -3 -1 0 11 2
/
/
/
/
=-arccos(x+2 7
y (x+2) 2| 7
/
/ y=-arccosx
/
/
/
/
I T |

4.8.3.

4 4
(a) Legyen o = arccos 5 Mivel 0 < R <l,igy0<ac< g és sina > 0.
4 16 9 3
sin (arccos 5) sina = V1 — cos \/ 55 = o5 = &

) )
(b) Legyen av = arccos 5 Mivel 0 < ' <l,igy0<a< g és tga > 0.

Mivel tga > 0, igy

. 5 . \/ 1 ) \/ 169 12
arccos — | =tga = — 1=/ = —-1==
& 13 & cos? o 25 5
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3 1 3 1
(c) Legyen a = arcsing és 8 = arccos 3 0 < R <l,igy 0 < a < g, illetve 0 < 3 < 1, igy

0<p< g Azaz sina = R és cosf = 3 valamint cosa > 0 és sin 3 > 0. Igy

— 9 4 , . 1 2V2
cosa=V1—sin“a= 1—%25 és sinff=+4/1—-cos?f=4/1—=-=—.
Tehat

1
coS (arcsin R + arccos §> = cos(a+f) = cosa-cos f—sina-sinf = —--——- =

1 1
(d) Legyen o = arccos ¢ és B = arctg2. 0 < R <1, igy 0 < a < g, illetve 2 > 0, tehat

1
0<p< T Azaz cosa = = és tg B = 2, tovabba sina > 0, cos 3 > 0 és sin§ > 0. Konnyen

ellenorizheto, hogy

2v/6

sina:T, cos 3 = , sinf =

Sl

Tehat

1
sin (arccos v arctg 2) = sin(a—f3) = sina-cos f—sin f-cosa = — —=———=— =

4.8.4.

20
(a) A 2arctg 10 + arcsin To1=" allitast igazoljuk. Ekvivalens alakja:

20
arcsin o1~ m — 2arctg 10,

ill.
20

101
Tekintsiik az egyenloség jobb oldalat!

= sin (7 — 2arctg 10) .

sin (7 — 2 arctg 10) = sin - cos(2 arctg 10) — cos 7 - sin(2 arctg 10) = sin(2 arctg 10).

Legyen a = arctg 10. Ekkor 0 < a < g, azaz sina > 0 és cosa > 0. Ismert, hogy

Lo tgfa , 2 1
sin“a = ———— és cosa = ———.
1+tg?a 1+tg?a
Tehat
: 10 , 1
sina = — és cosa = ——.
101 v 101
Vagyis

10 1 20
sin(2 arctg 10) = 2 - sin(arctg 10) - cos(arctg 10) = 2+ — - —

J101 10l 101

Az egyenloség bal oldalan all6 szamhoz jutottunk, tehat az allitds igaz.
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2 1 6
(b) Az arccos \/; — arccos 6 = % allitast igazoljuk. Ekvivalens alakja:

\/5 s 1++6
arccos \/ - = — + arccos ———,
3 6 2V/3

\/5 T n 1+6
— = COS — arccos .
3 6 2V/3

Legyen
T i 14+ 6
a:g és [ = arccos 23
Ekkor
. .o 1 , T V3
sma:smg:— és cosazcosEZT,
tovabba

2V/3 23

Nyilvanvalé, hogy 0 < 3 < g ebb8l adéddan sin G > 0 és

1+\/6> _1+V6

cos 3 = cos (arccos

nd = s L+vVB) _ | (1446 V5o (VE-vE)
SIn O = S1n | arccos 2\/§ = 2\/§ 2\/5 = .

Alkalmazzuk az addicids Gsszefliggést!
cos(a+ f3) = cosa - cosf —sina - sin 3,

azaz

COS<7r 1+¢6>:§'1+\/6 1_\/§—¢§:\/§+3\/§—\/§+\/§:\/§
-

— —+ arccos —
6 2v/3 2 23 2 23 44/3

Az egyenloség bal oldalan allo szamhoz jutottunk, tehat az allitds igaz.

4.8.5. Mindkét fiiggvény a [—1, 1] intervallumon értelmezett. A bizonyitandé azonossig ekvivalens
az

. ™
arcsimxT — 5 — arccos ™

T
azonossaggal. Mivel —1 < x < 1, igy az egyenloség jobb és bal oldalanak értékei a [—5, 5]
intervallumba esnek. A sin fliggvény ezen az intervallumon szigorian monoton névekvo, ezért elég
igazolni az aldbbi azonossagot:

. . . ™
sin (arcsin x) = sin <§ — arccos x) :
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Mivel sin (arcsin z) = x illetve
. (T T T
sin 5 — arccosx ) = sin o - cos (arccos x) — cos 5 " sin (arccos x) = cos (arccosx) = x,

azaz minden x € [—1,1] esetén fennéll az azonosség.

4.8.6.
(a) Dy, =R\ {0}. Mivel lim ~ = lim ~ =0, i
a = . € — = lim — = 1
lim filz) = lim fi(z) = 0.
Tovabbé i 1_+ v i f()—ﬂ’l' I v i f()—ﬁ
il L - =+, fey I fi(r) = 5 & i 7 = oo, o ) = 3.
A figgvény grafikonja:
y
TI'/2(
0 X
4 3 2 1 0 1 2 3 4
-T

(b) Dy, = (00, 1]. A fiiggvény grafikonja:

y=arctg(x-1)
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c) D, =R. Legyen a = arctg x.
I3

sin? o tg? a

tg?(arctg x) x? 1

sin?a = — T~ T3
sin“a+cos?2a tgfa+1

tg?(arctgx) +1  22+1 1+ a2

Az f3 fiiggvénynek az xy = 0 helyen kétszeres multiplicitasi zérusheye van, tovabba

hI_'I_l fs(z) = lim f3(x)=1.
A fiiggvény grafikonja:
y
S O S S
an
0 X,
-2 -1 0 1 2 3
(d) Dy, =R. Legyen a = arctg .
) cos® a 1 1 1
cos” o = —— — = = — =——
sin“a+cos2a tgfa+1  tgi(arctgx) +1 2241

Az f, figgvény valédi tort, igy
lim fy(z)

T—-+00

A figgvény grafikonja:

—

o

lim fy(z) = 0.
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1 1 1
e) fs(x) =sin arcsinx+ = vt , valamint —1 < T2 <1, azaz —3 < z < 1. A fiiggvény
2 2 2 88
grafikonja:
11y
0
0 X
-4 0 1 2 3
1)
f) -1 <z <1, I <arcsinz < Z, arcsinx # 0, azaz x # 0, tehat D, = |[—1,1 0}. Legyen
2 2 f6
« = arcsin x, ekkor
; cosa  \1—sin’a V1—22
C o = == e .
& sin a sin av T

Ebbél adédik, hogy
, /1 2
fo(z) = v =1 — 22

A fiiggvény grafikonja:

(g) fr(x) =v1—2a2 Dy =[-1,1]\ {0}. A fiiggvény grafikonja megegyezik fs grafikonjaval.
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4.8.7. Az f(x) = ctgx + 1 fiiggvény grafikonja:

6
4_
2]
\m 0
I T LN T
-37¥/2 -TT “Ti2 0 ™R
\ \ \
\ \ — \
\ \ y=ctgx .
\ \
\ 2.

\ \ \
| \ |
| | |
| + |

f egy bijektiv leszilikitése:

flom : (0,7) =R, flom(z) =1+ctga.

A lesziikitett fliggvény inverze:

r=ctgy + 1,
azaz
r—1=ctgy,
igy
y = arcctg(z — 1).
Azaz:

(f|(o,7r))_1 ‘R—(0,7m), (f ((),7r))_1 (z) = arcctg(z — 1).
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Az inverz fliggvény grafikonja:

311/2 i 7/

y=arcctg(x-1)

/7 oTT y=ctgx

4.8.8. Az x5 = 0 helyen els6faji, nem megsziintetheté szakadasa van a fiiggvénynek, mert

. T : T
xgglof(x) = arctg(—1) = ~1 és zggr}rof(x) =r# 1

1
Mivel lim =0, igy
z——o02r — 1

lim f(x) = arctg0 = 0.

r——00

A (—00,0] intervallumon létezik f~!, mert ezen az intervallumon bijektiv az f fliggvény. Vezessiik
be az aldbbi jelolést a (—oo, 0] intervallumra lesziikitett fliggvényre!

~

f:(=00,0] — [—%,0) : }(x) = arctg 2371_ T

A lesziikitett fiiggvény inverze:

() [F50) = ool (1) =TT
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4.89. f1:R — (—x,0), fHz) =

T
—— + arctg

+1

2

4.8.10. f71:[1,3] — [0,7], f(z)

AR /2 |

g + arcsin(z — 2).

/2

2

7/
/
/
X
’iTI'/') Jll_ﬂ
\\
Y
N
N
Y
N
X
3m/2
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4.8.11.

™ . ™ .. ‘ . P . Y ™ T
(a) -1 <z <1, —= < arcsinz < 3 A tg fliggvény szigorian monoton névekvo a (—5, §>

intervallumon, igy az egyenlet atirhato az
x = tg(arcsin x)
ekvivalens alakba (x # +1). Legyen a = arcsinz. Ekkor

sin « sin v sin(arcsin z)

- D) - D) . )
CoOs@  44/1 — sin” « i\/l—sm arcsin x

azaz sin(arcsin x) = = miatt a megoldandé egyenlet:

T

r=dt——
V1—1x2

vagyis

1
e (1+—0u0) =0,
< V1= x2>
tehat
x=0.
(b) Nyilvédnvald, hogy —1 < x < 1. Rendezziik 4t a megoldandé egyenletet!

. . X
arcsinx = 4+ arcsin 5

7
4
A sin fliiggvény szigoruan monoton névekvé a [—g, g] intervallumon, igy az egyenlet atirhaté
az e o
T = sin <Z —+ arcsin 5)
ekvivalens alakba, azaz
. . T T T

z =sin - cos <arcs1n 5) + cos 7 sin (arcsm 5) ,

vagyis

X

:ﬁ. 1_:):_24_@.{7
2 4 2 2
atrendezve:
dr = \/§<\/4—$2+x>,
ill.
(2\/5—1) r=vVi—22,

amibdl addédik, hogy x > 0. Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd atrendezve és gyokot

vonva kapjuk, hogy
2
rT=4——F.
5—2V2
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4.9.1.
(a) A fliggvény grafikonja:

I
i
300 | )
I
)
!
200 | /
/
/
/
100 | /
/
/
_ by
- = X
-6 . AT 4 6 8
4
/
/
/
/
/ y=shx y=sh(3x-9)

(b) A fiiggvény grafikonja:
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(c) A fiiggvény grafikonja:

y
. y=th(x-2)+2
2]
- - - - T - - -—-—-—--~
Ve
/
/
0 X
6 4 2 // 0 2 4 6 8
/
7
_____________ -— - _1_
y=thx
_2_
(d) A fiiggvény grafikonja:
A
|
\
\
4 | \
\
\
\\ y=1+cth(2x-1)
\
2] \
N
N ~
0 X
-2 -1 ~o 1 2
y=cthx SO
N -2
. ]
\
\
\
A\
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(e) A fiiggvény grafikonja:

y=2+arsh(x-1)

y=arshx

(f) A fliggvény grafikonja:

|
y |
y=arth(2x) "

\|o
\

_ /
y=arthx | 2
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4.9.2. Felhasznaljuk, hogy

shx::% és chx::e +26
2¢ _ ,—2x
(a) Mivel sh2x = ‘ &
QShm-chx—Z-ez_e_m-ex—i_e_x—62m_6_2x
N 2 2 2 ’

igy minden x € R esetén fennéll az egyenldség.

e2x_’_672x )

(b) Mivel ch2x = — &
_ 2 _ 2 _ _
T +e T et — e 2621 + %¢ 2z 62:r +e 2x
h2 W2y = (¢ — _
ch”™x +sh™x < 5 + 5 1 5 ;

igy minden x € R esetén fenndll az egyenldség.

ety e—(m—l—y)

(c) sh(z +y) = 5 és
e —e T eVheV e¥—eV e et @)

h x ch hychz =
shzchy+shychx 5 5 5 5

igy minden z,y € R esetén fennall az egyenlOség.

ez_y — 6_(x_y)

(d) sh(zx —y) = 5 és

T VeV eV—eV 4e® Ve (@

hzchy —shychz = : — . —

shzchy —shychz 5 5 5 5 5 ,
igy minden z,y € R esetén fennall az egyenlGség.
ety | o—(z4y)
(e) ch(z+y) = % és
eC+e® VeV T e¥—eV eV e @Y
h z ch hzshy = . , —
chxchy+shxrshy 5 2 + 5 5 2 ,

igy minden z,y € R esetén fennall az egyenloség.

ex_y _|_ e_(x_y) ,
(f) ch(z —y) = — &
em + e—a: ey + e—y ez _ e—w ey _ e—y ew—y —+ e—(w—y)
hachy —shzshy = : - : =
chrcny snrsny 9 9 9 9 92 9

igy minden z,y € R esetén fennall az egyenlOség.
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(g) Barmely = € R esetén

2 s — <e‘”—|—e_m>2 B (e”g—e_gﬂ)2 _ 27T 4 et _ 4
2

(h) Bérmely = € R esetén

chm‘%—sh:cz6 +2 + z,

4.9.3.

(a) arshz = In (z 4+ Va2 + 1), igy fi(z) = arsh2z = In (22 + V42?2 + 1).

(b) fo() = 2arsha = 200 (2 + VA 1) = In (0 + Ve 1) = In (2% + 1 + 20V 1)
(c) fg(a:):arsh(az—i—2)zln(a:+2+\/(x+2)2+1> :ln(:z:+2+\/:c2+4x+5).

(d) fa(z) =2+4arshz=2+In(z+ Va2 +1) =lne*+In(z+ Va2 +1) =ln(e? (z + Va? +1)).
(e) fs(z) =2archz =2In(z+ v2?>—1) =In(22° — 1+ 2zv22 — 1), ha z > 1.

(6) Jole) = 5

, ha |2z] < 1.

4.9.4.

(a) fi(x) ==z, €R.

eln(a:—l-\/:c?—l) e 111(:17—‘,-\/:172—1)

(d) fu(z) =sh(archz) =sh (In (z + V22 — 1)) =

, azaz
2
1
r+vVri—1— —————
fu(x) = vt Vel o1 _ o ltever -l
! 2 r+vVe—1
vagyis
fa(x) = Va2 -1,

ha x > 1. A fiiggvény grafikonja:



4.10 UTMUTATASOK FS MEGOLDASOK 158

b_
4]
3]
2]
1]
T 0 / T
-1 // 0 6
‘/
(e) fs(z) =Va?+ 1,z € R. A fiiggvény grafikonja
y
7]
f5)
0 X
-5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
-1
-2
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Inz —Inz 1 2 1
(f) fo(x)=2- % =r+ - = i, x > 0. A fiiggvény grafikonja:
x x
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Inxz _ _,—Ilnz r— — 1 1 1
(h) fs(z) = ¢ 26 = L — g —5 = (= 2);96 + ), x > 0. A fiiggvény grafikonja:

4.9.5.
(a) In tg% =Inl=0, archl =0, arcctg /3 = % és arccos(—1) = m, igy

2

5
(111 tgg + arch 1) : (arccos <cos 7%)) — arcctg V/3 - arccos(—1) = —%.

3 1
(b) sh(n2) = ———— = — :Z,tovébbélnlo-lgezlnlo-%zlnezlés

3
arctg (2 + tg f) = arctg (2 + (—1)) = arctg 1 = %.

Tehat

3 3
sh(In2) +1n10 - lge + arctg <2—|—tgzﬁ) =-+1+

4
(c) Legyen x = arsh 3 Ekkor

4
shx = -
3
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. 16 25
o=1+sh’z=1+—="="".
ch”x +sh™x + 9 9
Ismert, hogy
ch 2z = ch?z + sh? z,
e 4 25 16 41
h{2arsh- | = —+ — = —.
¢ ( o 3) 979 9
2+ L
In2 —1In2 = 5 1
(d) ch(In2) = c +2€ =— 2 = 7 arcsin (—§> = —%, arch1 = 0 és arcctg0 = E, igy
1 5) 1548
ch(In2) — arcsin (—5) + arch 1 + arcctg 0 = 1 + % g = ; T
5 ,
(e) Legyen x = arch 3 Ekkor chz = 3% shz = 3 mert
25 16
sh®’zr=ch?z—1="—-1=—.
9 9
Ismert, hogy sh2x = 2shx - chz, igy
5 4 5 40
sh{2arch-)=2.----=—.
3 3 3 9
1, 1,
(f) Legyen x = arth? és y = arcth 13. Ekkor x > 0, thx = - ¢
th?z = Shzx = Sh2:(; = i’
ch®z 14sh®z 49
vagyis
1 3
Shzx:4—8 és shmzl—\/; (x>0, shz>D0),
tovabba /3
1 49 7 V3
Wr=1+sh’z=14+—=— & hy = — = ——.
ch™x +sh™x + 13 I €s chzx \/@ B
Ha y = arcth 13, akkor cthy = 13, tovabba
h2
cth?y = — Y = 169,
sh”y
ahonnan adddik, hogy
1 V42 , 13 13v/42
shy = —=— és chy = = .
Vv 168 84 v 168 84

Felhaszndljuk, hogy sh(z + y) = shz chy + shy ch z, ennek megfeleléen

V3 13\/E+\/E V3 15V14
12 84 84 12 252

1
sh (arth - + arcth 13)
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1 1
(g) Legyen z = arth 3 Ekkor x > 0 és thx = 3 tovabba

th2l‘:Shzx: sth2
ch®x 1+sh"z
vagyis
1 1 VT
h2z = — 4 hg = — =
sh”x 5 és shz NG
tovabba
1 64
Wr=1+sh’z=1+_—-=— &
ch”x +sh”z +63 63 es

1 1
Legyen y = arsh 3 Ekkor y > 0 és shy = 3’ tovabba

1
ch®>y =1+sh’y = 1—1—5
ahonnan adodik, hogy
V10
chy = 3

1

:a7

(x >0, shz>0),

8 8T

chy = —

J63 2L

Felhasznéljuk, hogy ch(z — y) = chx chy — shx shy, ennek megfeleléen

(s < 1) YT VDT 1 SVRO_VE

th = — arsh = R
o Aty 21 3 21
4.9.6.
et —e™® 2 —e2 et —1
he=—— 1 h2 = = .
(a) shz 5 18y s 5 ¥
x —x 3 -3 6 1
(b) che= % tehdtchz= ¢ ¢ F°0
2 2 2e3
et —e® e—e !l e —1
thy = ——— isthl = = .
(c) tha €$+6_I,Vagyls e+el  e241
1 e2+1
d) ¢thl = — = .
(d) e thi  e2—1

61n5_€—ln5 5—5 12

(e) sh(lnb) = 5 =—5 =5

eln5+e—ln5 5+— 13

(f) ch(Inb) = 5 =—5 =%

3 63
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6ln3 o eflnS 3 — g 4
(g) th(ln3) = e pp—r i =5
3+§

e —e 2e 1
(h) cthe = © et e+

ec — e—€ 626_1'

(i) arsha = In (2 + V1 +22), {gy arsh2 = In(2 + V/5).
(j) archz =In (z £ V22 — 1), emiatt arch1 =In1 = 0.
(k) arshz =In (z + V1 + 2?), igy arshe? = In(e? + Vet + 1).

(1) arshx =1In (x + V1 + 22), igy

1 1 1 1
arshgzln <E+\/1+€—2> =In {E <1—|—\/€2—|—1>:| =In(l++ve2+1)—1

1.1
(m) arthz = = 1In e
2 1-

, ha |z] < 1, azaz

1
1+ 2
1 In3
arth— = —1In 2 _ 17
2 1 2
1— =
2
1 1 In3
(n) arcthz = —1In v , ha |z| > 1, azaz arcth2 = iy
2 x-1
1. 1
(0) arthx:§ln1+x, ha |z| < 1, azaz
I+- 1
arth— = —In £ —ln6+
e 1_1 2 e—1
e
1 1
(p) arctha = §lnit1, ha |z| > 1, azaz
e2+1+1
2+1 1, 2
arcth + :—1n62—1:—1n62:
e2—1 2 e +1 2

e2—1
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1 1 ,
4.9.7. archz =In (z £ V2? — 1) és arcthz = Elnx—i_ T ha |z| > 1. Igy
l’_

= +1
5 9 5 0 [25 1 ozt 16 B
3archzl—2arcth?—3ln(zl+ 1_6_1>_2511’19_1_31114_1_11’1?_1118 1118—0
7

1 1 ,
4.9.8. arshz =In (z + V1 + 2?) és arctha = §lnggjL o ha |z| > 1. Igy
x_

3 3 9 1 3+1 8 4
arShZ—QarC‘chS—ln(Z—F 1+1—6>—2élng—lnz—ln5—1n2—1n2—0,
azaz

arsh Z = 2arcth 3.

4.9.9.

(a) z = 0 az egyetlen megoldds, mert az f(x) = arshz és g(x) = arthz fliggvények grafikon-
jainak az origd az egyetlen kozos pontja. Ez szamitassal is igazolhatd. Az eredeti egyenlettel
ekvivalens az

xr =sharthz

egyenlet, vagyis
x

V1—22

. Az utébbi egyenletnek is az x = 0 az egyetlen gyoke.

Tr =

1
ahonnan vagy z = 0, vagy 1 = ——
(b) Nincs olyan valds szdm, amely megolddsa lenne az egyenletnek, mert az f(z) = arshz és

g(x) = arch x fiiggvények grafikonjainak nincs kozos pontja.

(c) Vegyiik mindkét oldal th-at, igy az eredeti egyenlettel ekvivalens egyenlethez jutunk:

(r4+2)—(x+1) 1

l1—(z+2)(x+1) 5

ahonnan az
22 +3r—-4=0

masodfoku egyenletet kapjuk. Ennek megoldésai:

T = 1 és Tog = —4.

(d) Az eredeti egyenlettel ekvivalens az

x =sh(2archz), (x>1)
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egyenlet, vagyis
x = 2-sharchz - charchzx,

azaz
xr=2Vr?—1 .
Az x > 1 feltétel miatt a megoldandé egyenlet:

1=2-Va2 - 1.

Mindkét oldalt négyzetre emelve adddik, hogy

1=4-(2% - 1),
azaz,
4a* =5,
tehat az x > 1 feltétel miatt x = 5 oz egyetlen olyan valds szam, amely megoldésa az eredeti
egyenletnek.
1.1
4.9.10. artha = = In i a, ha |a| < 1. Tehét
2 1-a«
1+ or — 3
B Sr—3 1 5—3x 1. 242z 1 I 1+z\
f(x)—arthg)_gx—§1n1_5—x_3—§ln8_8x—§ln Z_ll—x =arthx — In2.
5 — 3w
A fiiggvény grafikonja:
y
2]
f(x)
1]
0 X
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5 DIFFERENCIALSZAMITAS

5.1 EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK DERIVALASA
5.1.1. Hatédrozza meg az f(x) = 2x — 7 fiiggvény derivaltjat a definicié segitségével!

5.1.2. Hatdrozza meg az f(x) = 22* — 3z + 5 fiiggvény derivaltjat a definicié segitségével!
1

5.1.3. Hatédrozza meg az f(x) = — fiiggvény derivalt fliggvényét a definicié segitségével!
x

5.1.4. Differencidlhaté-e az f(x) = z - |z| figgvény az v = —1, 1 = 0 és az x5 = 1 helyeken? Ha
igen, akkor adja meg a differencidlhanyadosokat!

5.1.5. Differencidlhaté-e az f(x) = |z + 1| — |z — 3| fiiggvény az z9 = —1, v1 = 0 és az 29 = 3
helyeken?

5.1.6. Hol nem differencidlhaté az f(z) = |22 — 1|, z € R fiiggvény? Adja meg a derivaltfiiggvényt!

5.1.7. Differencialhaték-e az f(x) = |z|-sin|z| és a g(z) = |z|- cos |z| figgvények az o = 0 helyen?
Ha igen, akkor mennyi itt a differencidlhanyados?

5.1.8. Legyen

2%, ha x raciondlis,

[ R—-R, flx) = { 0, ha z irracionélis.

Bizonyitsa be, hogy a fiiggvény az xy = 0 pontban differencidlhato!
5.1.9. Differenialhaté-e az
FIRoR ) = xz, ha x raciondlis,
' ’ "1 0, ha x irraciondlis.
fiiggvény az zo = 0 helyen? Vélaszat indokolja!

5.1.10. Mutassa meg, hogy az

x?, ha z<1
JiR—R, f(x):{(x—2)2 ha z > 1

fliggvény nem differencidlhaté az ro = 1 helyen!
5.1.11. Adja meg az

22—1, ha <2
JiR—=R, f(x)_{élx—f), ha z > 2

derivéltfiiggvényét!
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5.1.12. Adja meg az

—xr—1, ha z< -1
f:R—R, flx) =4 =3, ha —1<z<1
3r—2, ha z>1

derivaltfiggvényét!
5.1.13. Adja meg az f: R — R, f(z) = |2?| derivéltfiiggvényét!

5.1.14. Igazolja, hogy az f : R — R, f(x) = |z|(2? + 1) fiiggvény nem differencidlhaté az zo = 0
helyen!

5.1.15. Igazolja, hogy az f : R — R, f(x) = x|z + 1| + |z + 1| fiiggvény minden valdés helyen
differencialhato!

5.1.16. Hatarozza meg az m és b paraméterek értékét ugy, hogy az

f(x):{ 2./, ha = >1

mx +0b, ha z<1.
fliggvény mindeniitt differencialhaté legyen!

5.1.17. Hatarozza meg az m és b paraméterek értékét ugy, hogy az

f(x):{ e’ ha =z > —1

mx+0b, ha r< —1.
fiiggvény mindentitt differencialhaté legyen!

5.1.18. Adjon példat olyan f: R — R fiiggvényre, amely mindenhol értelmezve van és mindenhol
folytonos, de az ro = 1 pontban nem differencialhato!

5.1.19. Adjon példat olyan f : R — R fiiggvényre, amely mindenhol értelmezve van és mindentitt
differencialhato, de az o = 1 pontban nem folytonos!

5.1.20. Adjon példat olyan f : R — R fiiggvényre, amely mindenhol értelmezve van és mindenhol
differencialhato, és a derivaltja mindenhol folytonos!

5.1.21. Adjon példat olyan f : R — R fiiggvényre, amely mindenhol értelmezve van és mindenhol
differencialhatd, de a derivaltja az o = 0 helyen nem differencialhatd!

5.1.22. Az alabbi f fiiggvényeknél adja meg f'-t!
(a) f(z) =2"—2z+5; (b) flz)=7-a—a%

(€ f) =V + it (@) fla) =25 - 39/

2 1
(e) flx)=+/V Vi 0 f@)=g=+5=
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5.1.23. Az aldbbi f fiiggvényeknél adja meg
szorzatara vonatkozd derivalasi szabalyt!

(a) f(z)=(z+2)Vz;
(¢) f(x)=(2*+1)cosz;

(e) f(x)=32"log, x;

5.1.24. Az alabbi f fliggvényeknél adja meg
hanyadosara vonatkozo derivalasi szabalyt!

() fla)=""
© fl)=

_:1:—1—\/5.
(€ )=

5.1.25. Az aldbbi

1
(a) f(z)= m;
© = (25)

(e) flx) =1 +22)%
5.1.26. Az alabbi f fiiggvényeknél adja meg f'-t!

27 -sin/x

W =T
z? - tgr

© flo) ="

(e) f(x)=>5%"sin3z + tg(5z — 2);

5.1.27. Az alabbi f fiiggvényeknél adja meg f'-t!
sin 6z + v/x
(a) flz)= T3e1p
Jr+lgx
(c) f(z)= T

— + cosx
x

x?-1n2
3*4+5
NG

B 27(w 4 tgac);

+ /x - sin 8x;

(b)
(d)
(f)

f'-t! Alkalmazza a differencialhaté fiiggvények

(d)
(f)

f fuggvényeknél adja meg f'-t! Alkalmazza a differencidlhaté fliggvények
kompoziciéjara vonatkozé derivéldsi szabélyt (lancszabalyt)!

f'-t!' Alkalmazza a differencialhaté fliggvények

f(z) = xsinz;

flx) =2%(x = 1);

f(z) =sinxcosz.

44
f(x):H—Qx’
f(x) = tgz;

) = sinx — xcosx

cost + xsinx’

flx) = V22 +T;

) = (a8 4 20— g0
f(x) = 3 + cos(a? — 3z);

3z

f(z) = cos?*(4x + 1) - In s

f(z) = tgz® + ctg?(z* + 5);

_ logy(cos 3z +27)
f(’lj) - (.733 i 62)2 ’
_ /In(1 4 2?)

M) = e
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5.1.28. Az alabbi f fiiggvényeknél adja meg f'-t!

(a) f(x)=sin (cos—>; (b) f(z)=Inlnlna;

’ 3x5 +6 = 4 sinx \.
© @)= e (d) f(z)=In (x n 3ﬁ>7
(e) f(x) = sinsinsinx; (6) f(z)=1n NZES]

sinz

5.1.29. Az aldbbi f fiiggvényeknél adja meg f'-t!

. 2z r—1
(a) f(z) = arcsin T (b) f(x)= arctgx—_i_l;
(¢) f(z) =th(In(2z — chz)); (d)  f(z) =+v1—tha?;
(©) f(w) = arsh(er — 4o /D) 0 @)= -

Vigltr + sh3x;
(g) f(z) = log)cthy/3 — 22 (h) f(xz) =4arccos ? + arshvdz — z2.

5.2 ERINTO ES NORMALIS MEGADASA

5.2.1. Hatdrozza meg az f : R — R, f(z) = 2* — 3z + 1 fiiggvény grafikonjanak az zq = 2
abszcisszaji pontjahoz hizott érinté és normalis egyenletét!

5.2.2. Hatdrozza meg az f : R — R, f(x) = 423 — 7a? fiiggvény zo = 3 abszcisszdji pontjahoz
tartozd érintGjének egyenletét!

1
5.2.3. Adjameg az f: R — R, f(x) = §:c3 — x fiiggvény azon pontjait, amelyekhez tartozé érinték
parhuzamosak az y = 3z egyenessel!

5.2.4. Hatdrozza meg az f : R — R, f(z) = 2® — 2? fiiggvény grafikonjdnak az zo = 1 helyhez
tartozé normalisat!

5.2.5. Hatarozza meg az f : R — R, f(z) = 2* + 5 fliggvény azon pontjait, amelyekben az érinté
parhuzamos az y = 6x — 1 egyenessel!

5.2.6. Adja meg az f: R — R, f(z) = 23 fiiggvény azon pontjait, amelyekben az érinté merdleges
a 3x + 9y = 4 egyenesre!

5.2.7. Hatdrozza meg az f : R — R, f(z) = 323 — 112* — 15z + 63 fiiggvény grafikonjanak azon
pontjait, ahol az érinté parhuzamos az z-tengellyel!

5.2.8. frja fel az xy = 4 hiperbola x1 = 1 és xy = —4 abszcisszdju pontjaihoz tartozo érintok
egyenletét!

5.2.9. Hatdrozza meg az f : R — R, f(z) = 2? fliggvény grafikonjanak azon pontjait, amelyekhez
hizott érint6 dtmegy a (2, —12) ponton!
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5.2.10. Van-e olyan pontja az f : R — R, f(z) = 22* — 23 fiiggvény grafikonjdnak, amelyhez
tartozo érinté parhuzamos az y = x egyenletli egyenessel?

5.2.11. Hatdrozza meg az f : R — R, f(z) = 223 — 322 + 2 fiiggvény grafikonjdnak azon pontjét,

amelyben az érint6 irdnytangense —5!

Ve —1 1
5.2.12. Hatdrozza meg az f : [1;4o00]— R, f(z) = % figgvény grafikonjénak P, (2; 3)
x

pontjahoz tartozd érintéjét!
5.2.13. Adja meg az f : R — R, f(z) = Va2 + 16 fliggvény normadlisdnak egyenletét az xo = 3
helyen!

1
5.2.14. Hatérozza meg az f : {—g;—koo{ — R, f(x) = V/1+ 3z fiiggvény grafikonjanak azon

pontjait, ahol a normalis parhuzamos a 4z 4+ 3y = 1 egyenessel!

T
5.2.15. Hatdrozza meg az f : R — R, f(x) = sin®z fiiggvény grafikonjanak az zy = 3 pontjahoz
tartozo érintojét!

™
5.2.16. Hatdrozza meg az f : R — R, f(z) = 1+cosx fliggvény grafikonjanak az xq = 3 pontjahoz
tartozé normalisat!

5.2.17. Mutassa meg, hogy az f: R — R,
3 +1

r) = ———r
f(@) 3+ 22
egyenletli gorbe egységnyi ordindtaju pontjaiba huzott érinték az origéban metszik egymast!

5.2.18. Melyik pontban érinti az f : R — R, f(x) = 2® — 3z* +1 fliggvény grafikonjat a 9z —y = 26
egyenletl egyenes?

5.2.19. Az f : R — R, f(x) =  — 2? fiiggvény Py(1,0) pontjan adtmend normdlisa milyen més
pontban metszi a fliggvény grafikonjat?
1
5.2.20. Hatdrozzuk meg az f : R\ {0} — R, f(z) = x — — fliggvény gorbéjének az z-tengellyel
x
alkotott metszéspontjaiba hizott érintéinek egyenleteit!
5.2.21. Mekkora teriiletli az az egyenlészari haromszog, amelyet az
flx)=1+V1—=x
fiiggvény gorbéjéhez huzott érint6 a koordindtatengelyekkel bezar?
1
5.2.22. Bizonyitsa be, hogy az f : R\ {0} — R\ {0}, f(z) = — hiperbola tetszéleges pontjahoz
z
huzott érinto dllando teriilett haromszogeket metsz ki a koordinatatengelyekbol!
5.2.23. Hatéarozzza meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely az
f(x)=2*+32>-92+1, D;=R

fliggvény azon pontjait koti 0ssze, amelyekhez hizott érintok parhuzamosak az x-tengellyel!
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5.3 LOGARITMIKUS DIFFERENCIALAS

5.3.1. Az aldbbi f fiiggvényeknél adja meg f'-t!

(a) flz)=a"

(c) flz) = (sinz)”
(e) flz)= (Vo)
(8) f(w) = (cosa)”
5.3.2. Derivalja az f(z

(
5.3.3. Derivilja az f(x
i

5.3.4. Derivélja az f(x

) =
)=
)=
) =

5.3.5. Derivilja az f(x

5.3.6. Adja meg az f(r) =

(z > 0); (b)  f(z) = sin (z°7)
(sinz > 0); (d)  f(x) = aorehe
(o> 0) ) f)= o7

(cosz > 0).

VT -sinz - 2% figgvényt!
ggveny
(x4+1)- (x+2)?- (z+ 3)? fiiggvényt!

(1—2)-(1—2%? (1 —23)3 fiiggvényt!

(1+z)-V2+a2-v/3+ 23 fiiggvényt!

2% . chx - 2% fiiggvény derivaltjat, ha x > 0!

(z > 0);
(z > 0);

(x> 0);

5.3.7. Irja fel az f(z) = 2™* filggvény Py(zo, yo) pontjaban az érintéegyenes egyenletét, ha zy = €2!

5.4 IMPLICIT FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA

5.4.1. Hatdrozza meg y/-t, ha 2> + 3> = 1 és y = y(z)!

5.4.2. Hatdrozza meg y/'-t, ha 22 4+ 2xy — y* = 22 és y = y(z)!

5.4.3. Hatdrozza meg y/-t, ha zy +y*> = 1 és y = y(z)!

5.4.4. Hatérozza meg y'-t, ha cosy = z és y = y(z)!

5.4.5. Szamitsa ki az implicit alakban adott 22y +3xy® —x = 5 fiiggvény 3/’ derivaltjit, ha y = y(z)!

1 1
5.4.6. Hatérozza meg y'-t, ha — + — = 100 és y = y(x)!
r oy

5.4.7. Adja meg y/-t, ha

ésy=y(z)!

arctgy = In /22 + 1?2
x

5.4.8. Hatdrozza meg az 2% — xy + y* = 3 gorbe P(1,2) pontjédhoz tartozé érintd egyenletét!

5.4.9. Hatdrozza meg az 922 + 16y> = 52 egyenleti ellipszis azon érintdit, amelyek parhuzamosak

a 9r — 8y = 1 egyenessel!

5.4.10. Hatdrozza meg az x* + 2xy — 3y? = 9 gorbe P(3,2) pontjidhoz tartozé érinté meredekségét!
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5.5 KOZEPERTEKTETELEK

5.5.1. Vizsgalja meg, hogy a kovetkezo fliggvények kielégitik-e a Cauchy-tétel feltételeit az adott
intervallumban, és ha igen, szamitsa ki a megfelel6 £ értéket!

(a) fi(z) =2 =22 +3;  gi(z) = 2® — T2? + 202 — 5; [1; 4],
(b) fola) = e 92(a) = 7 33,
(c) f3(x) =sinz; g3(x) = cosx; 0;2],
(d) fa(z) = 2% ga(2) = /z; [1:4].

5.5.2. Alkalmazhaté-e Rolle-tétele az f(x) = x? — 2z — 3 fiiggvényre a [—1; 3] intervallumon? Ha
igen, adja meg £-t!

5.5.3. Legyen
Fz) = x, ha —16 < x < 2,
T —22462 -6, ha 2<a<S8.

(a) Mutassa meg, hogy létezik olyan £ a [—6, 6] intervallum belsejében, amelyben f’(§) = 0.

(b) Vizsgalja meg, hogy teljesiilnek-e a Rolle-tétel feltételei!
2> -1 -6
5.5.4. Alkalmazhat6-e Rolle-tétele az f(x) = — 1 figgvényre a [—2; 3] intervallumon?
x JR—

5.5.5. Vizsgalja meg, hogy a kovetkezd fliggvények kielégitik-e a Rolle-tétel feltételeit az adott
intervallumban, és ha igen, szamitsa ki a megfelel & értéket!

() fite) =1=Va>,  L=[-11];

(b) fo(z) = Insinz, I, = {%’ %T}’
(¢) fs(z) =1~ |zf, Iy =[-1;1).

5.5.6. Alkalmazhaté-e Rolle-tétele az

23— 222 —5x+6 )
fla) = p— , hax+#1ésxe[-2;3],

—6, ha z = 1.

fiiggvényre a [—2; 3] intervallumon? Ha igen, adja meg &-t!
5.5.7. Alkalmazhaté-e Rolle-tétele az f(z) = Va2 — 2 - ¥z fiiggvényre a [0; 8] intervallumon?
5.5.8. Alkalmazhaté-e Rolle-tétele az

22, ha 0 <z <1,
)= =rs

2—x, hal<az <2,

fliggvényre a [0;2] intervallumon? Ha igen, adja meg &-t!
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5.5.9. Adjon meg egy olyan f(z) folytonos fiiggvényt a [0; 1] intervallumon, amelyre f(0) = f(1),
de a Rolle-féle kozépértéktétel mégsem teljestil!

5.5.10. frja fel a Lagrange-féle kozépértéktételt az
f(z)=32* -5

fiiggvényre a [—2;0] intervallumon, és szamitsa ki a tételben szerepld megfelelé belsé pont ko-
ordinatait!

5.5.11. frja fel a Lagrange-féle kozépértéktételt az
f(z) =32 —br +1

fiiggvényre a [2;5] intervallumon, és szdmitsa ki a tételben szereplé megfelel6 belsé pont ko-
ordinétait!
5.5.12. Irja fel a Lagrange-féle kozépértéktételt az

z+3
r—4

flz) =
fliggvényre a [1;3] intervallumon, és szamitsa ki a tételben szerepld belsé pont koordinétait!
5.5.13. Irja fel a Lagrange-féle kozépértéktételt az
fla)=4—(z-1)"
fliggvényre a [0;4] intervallumon, és szamitsa ki a tételben szerepld belsé pont koordinétait!
5.5.14. frja fel a Lagrange-féle kozépértéktételt az
flx)=2*—-32"+1
fliggvényre a [0;5] intervallumon, és szamitsa ki a tételben szerepld belsé pont koordinétait!

5.5.15. Vizsgalja meg, hogy a kovetkezo fiiggvények kielégitik-e a Lagrange-tétel feltételeit az adott
intervallumban, és ha igen, szamitsa ki a megfeleld ¢ értéket!

(a) fi(z)=Inz, I = [1;e;
(b)  fao(x) = arctgz, I, =[0;1];
(¢) f3(x) = arcsinz, I3 =[0;1].

5.5.16. Adjon meg egy olyan fliggvényt, amely folytonos a [—1;1] intervallumon, de amelyre a
Lagrange-féle kozépértéktétel nem alkalmazhato!

5.5.17. Igazolja a Lagrange-féle kozépértéktétel segitségével, hogy
tgr > x,

T
ha <z < =!
a X 2
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5.6 MAGASABBRENDU DERIVALTAK

5.6.1. Adja meg az f(x) = v/22 + 1 fiiggvény masodik derivaltjat!

5.6.2. Adja meg az f(z) = xlnz (z > 0) fiiggvény 6tddik derivaltjat!

5.6.3. Hatdrozza meg az f(x) = sinx fliggvény szézadik derivaltjat!

5.6.4. Hatédrozza meg az f(x) = 32° — bx fiiggvény osszes f(x) derivaltjat!
5.6.5. Hatdrozza meg az f(x) = \/z + 5 fiiggvény sszes f(™ (x) derivaltjat!

5.6.6. Adja meg az f(z) = fiiggvény osszes f(x) derivaltjat!

T+ 3

1
5.6.7. Hatédrozza meg az f(x) = Tt . fiiggvény osszes f(x) derivaltjat!
7

5.6.8. Mutassa meg, hogy ha
f(zr) =2"Inx,

akkor
f® @)= (-1D)"-6-(n—4)-2*", han>4

5.6.9. Mutassa meg, hogy ha
akkor teljesiil az

egyenloség!
5.6.10. Mutassa meg, hogy az

2
1+tg3

Fla) =20 -

?

fiiggvény eleget tesz a
cosz + f"(x)(1 +sinz)> =0

egyenletnek!

5.6.11. Mutassa meg, hogy az
f(z)=Inx (x >0)

fliggvény kielégiti az
1
fP ) === (n=1)- f*V(2), ha n>2
x

rekurziv osszefiiggést.
5.6.12. Hatdrozza meg y”-t az 2® — y> = 1 implicit fiiggvény esetén!
5.6.13. Hatdrozza meg y"-t az vy — y? = 1 implicit fiiggvény esetén!

5.6.14. Hatdrozza meg y"-t az 22 — xy + y* = 3 implicit fiiggvény esetén!
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5.7 TAYLOR-POLINOM

5.7.1. Irja fel az f (x) = Inz fliggvény xo = 1 helyhez tartozé 6todfoki Taylor-polinomjét!
5.7.2. frja fel az f(x) = e fuggvény xy = 2 helyhez tartozé negyedfoku Taylor-polinomjat!

5.7.3. frja fel az f(x) = sinx fliggvény zo = % helyhez tartoz6é harmadfoku Taylor-polinomjat!

, 1
5.7.4. Irja fel az f(z) = — figgvény zo = 1 helyhez tartozé negyedfoki Taylor-polinomjét!
x

5.7.5. Irja fel az f(z) = In(1 — z) fiiggvény negyedfoki Maclaurin-polinomjat!
5.7.6. frja fel a kovetkezo fiiggvények negyedfoki Maclaurin polinomjat!

() fils) = cos (b) fufr) = 5
1 1

© fi)= (@) fulr) = ——

(e) fs(x) = e (f) fo(z) = In(1 + ).
5.7.7. frja fel a kovetkezo fiiggvények 6todfokut Maclaurin polinomjat!

(a) fi(x) =sinz; (b) fax) = tg;

(¢) f3(x) = arctgx; (d) fa(x) = arcsinz.
5.7.8. Szamolja ki az %% kozelité értékét az f(z) = e** mdsodfoki Maclaurin-polinomjanak
felhasznalasaval!

5.7.9. Szamolja ki a cos(—1) kozelit6 értékét az f(x) = cosz negyedfoki Maclaurin-polinomjanak
felhaszndalasaval!

5.8 L’HOSPITAL-SZABALY

5.8.1. Szamitsa ki a kovetkezd hatarértékeket!

(@) Jim e 1)ty S22

(0 Im SEE (@) iy TS
@l W (5 Jim, ln(;__ 21)2;
&) lim S ) 1y EEZE
(0 }:{% e‘vx— 1, ) 9161{% ln(1$+ 91:)7
(k) lim x:;_\?/f; (1) lim w2;f; 12
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5.8.2. Szamitsa ki a kovetkezd hatarértékeket!

(a) I

m =
z—+oo In 15%4

xz

t
=340 In (m — —)
Inz 2
lim
© lm =

5.8.3. Szamitsa ki a kovetkezd hatarértékeket!

(a) xl—lf)r}ro 2z ctg Tx;

(¢) lim 2zln’zx
z—0+0

(e) lim (7m—ux)tg g;

rz—1—0

5.8.4. Szamitsa ki a kovetkez8 hatarértékeket!

1 1
lim (- — :
(a) m-%&() <gj 695—1)7
2 1
l - :
(<) 2010 (sin2 r 1-— cosx)’

. T 1 _
(e) xErlriO (z—l_m)7

5.8.5. Szamitsa ki a kovetkez8 hatarértékeket!

(a) lim :C1+l(2)lnz;
x—0+0
: T.
(C) xl—lf)r—}—o T

(e) lim (1 — cosx)sne;

x—0

(g) lim (e*+ x)%;

r—00

3 2x

) i 1+2)

) lm ( +$> ;

1

2:5 T\ 7

(k) lim ( +3)
z—0+0 2

(m) xkgr}ro (cosx)

Y

8|~

I

Inz

(f) lim )
t—0+0 ctgw

(b) lim xsin —;

Tr—00 €T
—1
(d) lim zlIn ’ ;
T—00 r+1

: m
(f) IE{)&O (Inx)tg 50

1
b) lim (i_ )
x—1+40 nr x-—1
1 1
d) lim —_—— — |
z—0+0 \thzx tgu
1 1

(b) lim (sina)"

: T tgx.
(d) lim (e”—1)%%

8|

r—00

(f) lim <g—arctgac> ;

. 1
(h) lm (ctga)me;

r—+400 X T

1 1\
(j) lim (sin——l—cos—);

. 2 cth:E'

. sinx P
o ()7
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5.9 TELJES FUGGVENYVIZSGALAT

5.9.1. Adja meg az
f(z) = 2° — 2027, x € [-2,3]

fiiggvény lokalis szélséértékeit, valamint az értelmezési tartomanyan felvett maximalis és minimalis
értékeket!

5.9.2. Adott az f(x) = 323 — 2%, 2 € R fiiggvény. Az aldbbi allitdsok koziil melyik igaz?

(a) Az f fiiggvénynek lokdlis szélséértéke van az x = 0 helyen.
1 .
(b) f konvex az {5, 1] intervallumon.

5.9.3. Adott az f(x) = 2* — 2%, 2 € R fiiggvény.
(a) Hatérozza meg a fliggvény zérushelyeit!

(b) Szamitsa ki a lokélis széls6értékek koordinatait!

(
(d) Szamitsa ki az inflexiés pontok a koordinatait!
e) Vizsgdlja a fiiggvény konvexitasat!

)
)
c) Vizsgalja meg a fliggvény monotonitdsat!
)
)
y

(
(f) Szamitsa ki a lirf f(z) és lim f(x) hatarértékeket!

(g) Vazolja a fiiggvény grafikonjat!

5.9.4. Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot az

—, z€R

xt 28
2 3’

fz) =
figgvényen!
1
5.9.5. Adott az f(z) =4a® 4+ —, z € R\ {0} flggvény.
T

a) Hatarozza meg a fliggvény zérushelyét!

(a)

(b) Szémitsa ki a lokalis széls6érték(ek) koordinatait és vizsgalja meg a fliggvény monotonitdsét!

(c) Szamitsa ki az inflexiés pont(ok) a koordinatait és vizsgdlja a fiiggvény konvexitasat!
)

(d) Szémitsa ki a lirf f(z), lim f(x), ligno f(z) és ligr}ro f(z) hatarértékeket!

(e) Véazolja a fiiggvény grafikonjat!
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5.9.6. Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot az

3x% + 2
f(x)_x?—JrZ’

reR
fliggvényen! Vazolja a fiiggvény grafikonjat!

5.9.7. Allapl'tsa meg, hogy milyen intervallumokon monoton csékkend ill. monoton novekvo az

2 3

fiiggvény!

5.9.8. Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot az

fliggvényen! Vazolja a fiiggvény grafikonjat!

5.9.9. Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot az

flo) =2+,

fliggvényen! Vazolja a fiiggvény grafikonjat!
5.9.10. Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot az
flz)=x-e" zeR
fiiggvényen! Vézolja a fiiggvény grafikonjat!
5.9.11. Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot az
fl)=e'"s, xeR\{0}
fiiggvényen! Vézolja a fiiggvény grafikonjat!
5.9.12. Vizsgalja meg lokalis szélsoérték és monotonitas szempontjabol az
fl@)=e*, zeR
fliggvényt!

5.9.13. Végezzen teljes fiiggvényvizsgialatot az

flz)=¢"7, xeR\{0}

fiiggvényen! Vézolja a fiiggvény grafikonjat!
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5.9.14. Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot az

_2—1’

()

—, z€R
e

fiiggvényen! Vazolja a fiiggvény grafikonjat!
5.9.15. Adott az f(x) =xInz fiiggvény.
(a) Adja meg a fliggvény értelmezési tartomanyat és hatdrozza meg a fliggvény zérushelyét!

(b) Szédmitsa ki a szélséérték- és inflexiés pontjainak a koordinatdit! Vizsgalja a fiiggvény mono-
tonitasat és konvexitdsat!

(c) Szamitsa kia lim f(z) ésa lim f(x) hatarértékeket!
z—0+0 T—+00

(d) Vazolja a fliggvény grafikonjat!
5.9.16. Adott az f(z) = 2*Ina? fliggvény.

(a) Adja meg a fliggvény értelmezési tartomanyat! Vizsgédlja meg a fliggvény paritdsat és
hatarozza meg a fliggvény zérushelyeit!

(b) Szamitsa ki a széls6érték- és inflexiés pontjainak a koordinétdit!

(c¢) Szamitsa ki a lim f(x) ésa lirf f(x) hatarértékeket!

z—0

(d) Vézolja a fliggvény grafikonjat!

2

5.9.17. Vizsgélja konvexitds szempontjabdl az f(z) = z?Inz? fiiggvényt!

5.9.18. Adott az f(z) = zInz? fiiggvény.
(a) Adja meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat! Vizsgédlja meg a fiiggvény paritdsét!
(b) Hatérozza meg a fiiggvény zérushelyeit!
(c) Vizsgdlja a fiiggvényt lokalis szélséérték és monotonitds szempontjabol!
(d) Hol konvex és hol konkav a fliggvény?
)

(e) Szamitsa ki a lim f(z), lim f(z), lign0 f(z) és ligr}ro f(z) hatarértékeket!

T——+00

(f) Vézolja a fliggvény grafikonjat!

1
5.9.19. Keresse meg az f(z) = In — fiiggvény monoton illetve konvex és konkév szakaszait! Vazolja
x

a fuggvény grafikonjat a li%r}r . f(z) ésa lir+n f(z) hatérérték figyelembevételével!

1
5.9.20. Keresse meg az f(z) = e= fiiggvény monoton illetve konvex és konkav szakaszait! Vazolja
a fiiggvény grafikonjat a ligno f(x), lilg}r . f(z), lir+n f(x)ésa lim f(xr) hatarértékek figyelem-

bevételével!
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5.9.21. Adott az .
flx)=¢€""" zeR

fliggvény. Az aldbbi allitasok koziil melyik igaz?

(a) Az f fiiggvény szigorian novekedd az (—g, g) intervallumon.

(b) f-nek az xy = g helyen lokélis maximuma van.

5.9.22. Végezzen teljes fiiggvényvizsgdlatot az

f(@) =In(z* — 1)
fiiggvényen, majd vézolja a fiiggvény grafikonjat!

5.9.23. Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot az

fiiggvényen, majd vazolja a fiiggvény grafikonjat!

5.9.24. Hol van lokalis szélséértéke az f(z) = 1i fiiggvénynek? Vizsgalja a fliggvény mono-
nz
tonitasat! Véazolja a fiiggvényt a ligr}ro f(x), lirlr}ro f(z), lirln0 f(z) és a lirf f(z) hatarértékek

figyelembevételévell Adja meg a fliggvény értékkészletét!

5.9.25. Hatédrozza meg az f(z) = sinz + cosx fiiggvény lokélis széls6értékeit a [0, 27] intervallum
felett!

5.9.26. Hol és milyen lokalis szélséértéke van az f(x) = cosx — cos? x fiiggvénynek, ha x € [—x, 7|?
5.9.27. Adott az f(x) = zarctgz, x € R fiiggvény.
(a) Allapitsa meg a fliggvény paritdsat és hatarozza meg a fliggvény zérushelyét!
(b) Vizsgdlja a fiiggvényt lokalis szélséértékek és monotonitds szempontjabol!
(c) Hol konvex és hol konkav a fiiggvény?
)

(d) Szémitsa kia lim f(z) ésa lim f(x) hatdrértékeket!

T——00 2——400
(e) Véazolja a fiiggvény grafikonjit és adja meg a fiiggvény értékkészletét!
5.9.28. Adott az f(x) =z — arctg 2z fiiggvény.
(a) Allapitsa meg a fiiggvény paritdsat!
(b) Vizsgdlja a fiiggvényt lokalis szélséértékek és monotonitas szempontjabol!

(c¢) Adja meg a fiiggvény inflexiés pontjat! Hol konvex és hol konkév a fiiggvény?
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(d) Szamitsa ki a lim f(z) ésa lim f(x) hatarértékeket!

r——00 Tr—+00
(e) Vézolja a fliggvény grafikonjat és adja meg a fiiggvény értékkészletét!
5.9.29. Az f(z) = alnz + bz? + z fiiggvénynek milyen a és b értékek mellett lesz az z; = 1 és az
o = 2 helyen szélsoértéke? Milyen tipusiak ezek a szélséértékhelyek?
5.9.30. Igazolja, hogy az f(x) = 23 — 32 — 24z + 27 fiiggvény inflexiés pontja rajta fekszik a
szélstértékpontjait 0sszekoto egyenesen! Vazolja a fiiggvényt!

5.10 SZOVEGES SZELSOERTEK FELADATOK

5.10.1. Egy tetszoleges pozitiv szamhoz adja hozza a reciprokat! Melyik szam esetén lesz ez az
Osszeg minimalis, illetve mikor lesz maximalis?

5.10.2. Egy 16 méter hosszu drotot téglalap alakira szeretnénk hajlitani. Milyen hossziak legyenek
a téglalap oldalai, hogy a téglalap teriilete maximaélis legyen?

5.10.3. Hatdrozza meg azt a pozitiv o valés szamot, amelyre az x — 22 kiilonbség maximalis!

5.10.4. Hatdrozza meg azokat az x,y pozitiv szdmokat, amelyek Osszege 300 és az xy szorzat
maximalis!

5.10.5. Adja meg azokat a pozitiv szamokbdl all6 szampérokat, amelyekben az els6 szamnak és a
masodik szam négyzetének az Gsszege 10, tovabba a szamparban allé szamok Osszege maximalis!

5.10.6. Adja meg azokat a pozitiv szamokbdl allé szamparokat, amelyekben a szdmok négyzet-
Osszege 4, tovabba a szamparban allo szamok kobének szorzata maximalis!

5.10.7. Hatarozza meg azokat a pozitiv szamokbdl allo szamparokat, amelyekben a szamok Gsszege
5, tovabba az elsé komponens négyzetének és a masodik komponens kobének szorzata maximalis!

5.10.8. Ossza fel a 8-at két részre tgy, hogy a részek négyzetosszege minimalis legyen!

5.10.9. Egy tfizfal mellett 600 m? -es téglalap alaki teriiletet akarunk elkeriteni. Csak hdrom
oldalon kell keritést késziteni, mert a negyedik oldal a tiizfal. Hogyan kell megvalassztani a téglalap
oldalait, hogy a keritéshez a lehet6 legkevesebb drotot hasznaljunk fel?

5.10.10. Egy nagy, négyzet alaki mez6 egyik oldalan foly6 folyik. Hogyan keritsiink el 2000 méter
keritéssel egy téglalap alaku telket, hogy az igy kialakitott rész teriilete maximalis legyen és egyik
oldalrdl a folyé természetes hatart képezzen?

5.10.11. Egy négyzet alapt, nyitott tetejii doboz készitéséhez 600 cm? papir all rendelkezésre.
Hogyan kell megvalasztani az oldalak hosszat, hogy a doboz térfogata maximalis legyen?

5.10.12. Ossza fel az a tavolsagot két részre tigy, hogy a részekkel, mint oldalakkal szerkesztett
négyzetek teriiletének Osszege minimalis legyen!

5.10.13. 720 mm hosszu fémhuzalbdl olyan téglatest élmodelljét kell elkésziteni, amelynél az egy
csucesbdl kiindulo élek koziil az egyik él egy masik kétszerese. Hogyan kell megvalasztani az élek
hosszat, hogy a hasab térfogata maximélis legyen?
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5.10.14. Egy 50 cm oldali négyzet sarkaibdl kis négyzeteket kell kivagni és az oldalakat felhajt-
va téglatestet késziteni. Mekkora legyen a kis négyzetek oldala, hogy a keletkezo test térfogata
maximalis legyen?

5.10.15. Egy téglalap alaki udvart szeretnénk keritéssel koriilvenni, majd szintén keritéssel két
részre osztani az egyik oldalparral parhuzamosan. Ha az udvar alapteriilete A adott, hatdrozza meg
az oldalaknak azt az aranyat, amely esetben a legkevesebb keritést kell felhasznalni!

5.10.16. Téglatest alaku, nyitott tetejii dobozt szeretnénk hajtogatni egy téglalap alaku karton-
papirbdl, amelynek egyik oldala 30 cm, a masik oldala pedig 80 cm. Mekkora négyzeteket kell
kivagni a lap sarkainal, ha maximalis térfogati dobozt szeretnénk kapni?

5.10.17. Hatdrozza meg, hogy a 87 dm? térfogati, feliil nyitott hengerek koziil melyik elkészitéséhez
kell a legkevesebb lemez!

5.10.18. Badoglemezbdl 10 literes, feliil is zart hengeres tartdlyt akarunk késziteni. Mekkorara
valasszuk az alapkor sugarat és a henger magassdgat, hogy a tartaly felszine minimélis legyen?

5.10.19. Hatarozza meg az R sugart gombben elhelyezheto legnagyobb térfogatii henger sugarat!

5.10.20. Hatarozza meg annak a maximalis térfogatii egyenes korhengernek a magassagat illetve
az alapkorének a sugarat, amit egy H magassagi, R alapsugari egyenes korkipba tudunk irni!

5.10.21. Hatarozza meg az R sugard korbe irt téglalapok koziil annak az adatait, amelyiknek a
teriilete maximalis!

5.10.22. Egy oldalon 60 cm? nyomtatott szovegnek kell lennie. Mindkét oldalon 5 cm-es, alul és feliil
3 cm-es a margo. Milyen hosszu legyen egy nyomtatott sor, ha minél kevesebb papirt szeretnénk
felhasznalni?

5.10.23. Egy kiado elhatarozta, hogy egy album nyomtatott oldalait olyan forméban szeretné
kiadni, hogy a lap aljan és tetején illetve a lap kiilsé oldalan 2 cm-es, a lap bels6 oldalan pedig 4
cm-es margdt hagy a flizés miatt. Egy oldal teriilete 600 cm?. Mekkorak legyenek a lap méretei,
hogy a nyomtatott rész teriilete maximalis legyen?

5.10.24. Egy téglalap alaki falragasz teriilete 80 m?. A fels6 és alsé margé 1 m, a két oldalon 1,5 m.
Milyen méretiire valasszuk a falragaszt, hogy a margokon beliil telenyomtatott teriilet a legnagyobb
legyen?

5.10.25. Keresse meg az y> = 8z paraboldnak azt a pontjat, amely a (6,0) ponttél a legkisebb
tavolsagra van!

2

5.10.26. Keresse meg az 12 — y> = 2 hiperbola azon pontjait, amelyek a legkozelebb vannak a

P(0,1) ponthoz!

5.10.27. Olyan ablakot szeretnénk késziteni, amelynek alakja egy téglalapbol és egy azon 1évo
félkorbol all. Az ablak keriilete adott K alland6. Mekkoranak véalasszuk az ablak méreteit, hogy az
ablakon a legtobb fény juthasson be?

5.10.28. Az alland6 K keriilett derékszogli haromszogek koziil hatarozza meg a legnagyobb tertiletii
haromszog befogdinak hosszat!
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5.11 UTMUTATASOK £ES MEGOLDASOK
5.1.1. f(x) =22 —7,1gy f(r + Ax) =2(x + Azx) — 7 =22+ 2Azx — 7, azaz

flx+ Azx) — f(z) =20+ 2A2 — 7 — (20 — 7) = 2Ax,

tehat
[+ A= @)
Az 7
Emiatt A

5.1.2. f(z) = 22® — 3z + 5, igy
flz+Az) =2z + Az)? = 3(z + Az) + 5 =2 (2 + 2zAz + (Az)®) — 323Az + 5 =

= 20% + dxAz + 2(Az)? — 3v — 3Ax + 5,

vagyis
fz+ Az) — f(z) = (22 + doAz + 2(Az)* — 3z — 3Az + 5) — (22 — 3z +5) =
= 4oz + 2(Ax)? — 3Ax = (Az)(4x + 2Ax — 3).
gy R
flo ¥ 80) = J@) _ 4 one s,
Az
Emiatt i Ax) — f(2)
, g r+Ar)— f(x) . oy B
fi(x) = Alggo Ay = AI;IEO(ZLx +2Ax —3) =4z — 3.

5.1.3. f(z) = =, fgy f(z+ Ax) =

1.3, f(z) = —, fgy f(z T) = A A

1 1 z—(v+ Ax) —Azx

[z + Ax) = f(x)

T+ Az oz a(r+An) a2z +Ax)

Tehat
flotAa)— f@) _ 1
Ax -~ z(z+ Az)
Emiatt A Az) - f(z) ) .
r+ Ax)— f(x —
! = i = 1 _— = ——,
fla) = lim =1, VP S

5.1.4. Ismert, hogy
| = x, ha z >0,
| —x, ha 2<0.
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Emiatt
22,  ha x>0,

o) =l = {

—z%, ha z <0.

Képezziik a differenciahanyados hatarértékét, ha ro = —1. Ekkor

G R0y G e GV N _
A As - dmEoan =2

tehat f differencialhaté az xg = —1 helyen.
Képezziik most a differenciahanyados hatarértékét, ha x; = 1. Ekkor
(1+ Ax)? — 12

/ I . _
F=m T AmPran=2

tehat f differencidlhaté az 1 = 1 helyen is.
Az x5 = 0 helyen a bal oldali hatarérték:

, o (FAx)r-02 _
70 = i = 4 -0

Az x5 = 0 helyen a jobb oldali hatarérték:

Vo (Ax)2—07 B
fO=fo e = dm(an) =0

A bal és jobb oldali hatarérték megegyezik, igy f differencialhaté az xo = 0 helyen és
1'(0) =0.

5.1.5. Tudjuk, hogy
| = x, ha x >0,
= —x, ha <0,

emiatt
—4, ha z < —1,
fl)=lz+1| -]z -3 = 2¢ — 2, ha —1<uz <3,
4, ha x> 3.

Az x¢y = —1 helyen a bal oldali differencidlhanyados:

fL=1) =0,

mert (—4)" = 0. Az xy = —1 helyen a jobb oldali differencialhdanyados:
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mert (2x —2)" = 2. A bal és jobb oldali differencidlhdnyados kiilonbozik, igy f nem differencialhaté
az xg = —1 helyen.
Az x1 = 0 helyen f folytonos és derivalhaté. A differencialhdnyados:

f(0) =2.

Az x5 = 3 helyen a bal oldali differencialhanyados:
fL3) =2,

mert (2z — 2)' = 2. Az x5 = 3 helyen a jobb oldali differencidlhanyados:
f1(3) =0,

mert 4 = 0. A bal és jobb oldali differencialhanyados kiilénbozik, igy f nem differencialhaté az
29 = 3 helyen.

5.1.6. Nyilvanvald, hogy
2
2 g =1 ha » < —1 vagy x > 1,
flz) =z 1|_{—x2+1, ha —1<z<1.

Vizsgaljuk meg a féloldali differencialhdnyadosokat az xo = —1 és az x1 = 1 helyeken! Az zy = —1
helyen a bal oldali differencialhanyados:

fl(=1) = -2,
mert (22 — 1) = 2z. Az 29 = —1 helyen a jobb oldali differencidlhdnyados:

fi(-1) =2,
mert (—z% + 1) = —2z. A bal és jobb oldali differencidlhdanyados kiilonbozik, gy f nem differ-
encialhaté az xo = —1 helyen.
Hasonldan az ;1 = 1 helyen a bal oldali differencialhanyados:

7 = -2
mert (—x? + 1) = —2z. Az z; = 1 helyen a jobb oldali differencidlhanyados:

fi1)y =2,

mert (22 —1)" = 2z. A bal és jobb oldali differencidlhdanyados kiilonbozik, igy f nem differencialhaté
az r1 = 1 helyen sem.
A derivaltfiiggvény:
R ha r < —1vagy x > 1,
f(:]c)—{ —2x, ha —1<x<l1.

5.1.7. Konnyen lathato, hogy

T -sinz, ha z >0,
—z-sin(—x) =z -sinz, ha z <0,

f(z) =|z| - sin|z| = {
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azaz f(x) =z -sinz minden z € R esetén. Emiatt

f(z) =sinz + x - cos z,

és
f(0)=0.
Nyilvanval6 az is, hogy
(x) = |z] - cos|z| = X - COST, ha z >0,
RE= | —z-cos(—x) =—x-cosx, ha x<0.

Tekintsiik a féloldali differencialhanyadosokat az xq = 0 helyen!

g-(0) =-1#4/(0) =1
A g(x) fuiggvény nem differencialhaté az zo = 0 helyen.
5.1.8. Tekintsiik az xy = 0 helyen a differenciahanyadost! Lathatd, hogy

_ _ a2 [ (Az)?, ha Az racionalis,
F0+A2) = J0) = flAz) = 07 = flAe) = { 0, ha Az irracionélis.

Emiatt:
f(O+Az)— f(0) [ Az, ha Az raciondlis,
Ax ] 0, ha Az irracionalis.
e £(0+ Az) = £(0)
oy 1 + Axr) — -
11(0) = Alggo Az =0

Az f(x) figgvény differencialhaté az zo = 0 helyen.
5.1.9. frjuk fel az xy = 0 helyen a differenciahanyadost!

Az, ha Ax racionalis,
0, ha Ax irracionalis.

FO+ 80) = £(0) = f(Aa) =0 = f(Aa) = {

Tehat
1, ha Aux racionilis,

0, ha Ax irracionalis.

0+ 20 _{
Ax

Az xy = 0 tetszolegesen kicsiny sugart kornyezetében vannak racionalis és irraciondlis szamok is,

& F(0+ Ax) — £(0)
f(0) = Jim Axx

nem létezik.
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5.1.10. Tekintsiik a féloldali differencidlhdnyadosokat az xo = 1 helyen!

Az f(zx) figgvény nem differencidlhat6 az xy = 1 helyen, mert
SL(1) # £,
5.1.11. Tekintsiik a féloldali differencidlhdnyadosokat az xy = 2 helyen!

fL2) =4, fi2) =4
Az f(x) fuggvény differencidlhaté az xo = 2 helyen, mert f’ (2) = f(2), tovdbba a derivéltfiiggvény

Fo 2z, ha x <2
|l 4, ha z>2.

5.1.12. Az zq = —1 helyen a fiiggvény nem folytonos, mert f(—1) =0 és

lim f(x)=—-1#0.

z——140
Emiatt a fliggvény nem differencidlhaté az zy = —1 helyen. Tekintsiikk a féloldali differ-
encialhdnyadosokat az x; = 1 helyen!

Az f(x) fiiggvény differencialhaté az x1 = 1 helyen, mert f’ (1) = f/(1).
A derivaltfiggvény:
-1, ha x< -1,
ff=1¢ 322 ha -1<z2<1,
3, ha z > 1.

5.1.13. Nyilvanvalo, hogy
3
3 ) 2, ha x>0,
fx) =z |_{ —23, ha z <0.

Vizsgéljuk az zy = 0 helyen a féloldali differenccialhanyadosokat!
fL(0) =0 = f1(0),

igy 2 h
3z a x>0
/ _ 31V — ’ -7
P =y ={ Y 120

5.1.14. Az xy = 0 helyen a féloldali derivaltak értékei kiilonbozdek, igy a fliggvény nem differ-
encialhaté a megadott helyen.
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5.1.15. Ha x € R\ {—1}, akkor f nyilvdnvaléan differencialhat6. Az xy = —1 helyen a jobb és a
bal oldali derivalt értéke megegyezik, igy a fliggvény ezen a helyen is derivalhato.

5.1.16. Konnyen lathaté, hogy az x < 1 és x > 1 intervallumokon a fiiggvény derivalhatd. Az
f figgvénynek az x = 1 helyen is differencidlhaténak kell lennie, tehat az mx + b egyenesnek
érintenie kell a 2/x fiiggvényt az = 1 helyen. Az érintési pont: P(1,2). Szémitsuk ki az érint6
meredekségét!

(2 Va) =2 s =

azaz

Az érint6 egyenlete:
y—2=1-(z—1),

tehét
y=x+ 1.

Ahonnan m =1 és b = 1 adddik. Ezekkel a paraméterekkel az f mindenhol differencidlhato.

5.1.17. Nyilvanval6, hogy az x < —1 és az x > —1 intervallumokon a fiiggvény derivalhatd. Az

f figgvénynek az x = —1 helyen is differencidlhatonak kell lennie, tehat az max + b egyenesnek
érintenie kell az e® fiiggvényt az x = —1 helyen. Az érintési pont: P(—1,e7'). Szamitsuk ki az
érinté meredekségét!
(eaz)/ — ex,
igy ,
m=f'(-1)=-.
f-1) =+
Az érint6 egyenlete:
- = . 1
y—-=--(@+l),
azaz
1 2
Yy=-x+ —.
e e
1
Ahonnan m = — és b = — adddik. Ezekkel a paraméterekkel az f fiiggvény mindenhol differencial-
e e
hato.

5.1.18. Pl. f(x) = |z —1].

5.1.19. Nincs ilyen fiiggvény, ugyanis konnyen igazolhatd, hogy az xy helyen differencialhaté f
fliggvény folytonos is xy-ban.

5.1.20. Pl. f(z) = 2*.
5.1.21. PL. f(z) =z - |z|.
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5.1.22. A derivaltak:

(a) f'(z) =2z —2; (b)  f(x) = —1—4a%;
/ — L 1 _ i / _ L _ l
(C) f(x)_\/21_$+5w 2’ () f($)_\/53 3/’ ,
(€) f'(l’)zgg—\/ﬁ; (f) f’(ﬂf):—24x7—55x7
5.1.23. A derivaltak:
(a) fl(z)=+x+ 2—\—;;; (b)  f'(x) =sinx + xcosz;
() f'(z)=3x%cosz — (23 + 1)sinz; (d) [f'(z)=2"In2 (z—1)+ 2%
(e) f'(z) = 14x*log, x + &x‘l; (f) f'(z) = cos’x — sin®x = cos 2.

5.1.24. A derivaltak:
2t =2x(x—1) 2*-22"4+2x 2 1

() 1) = =2 a2 L
(b) fiw) = . +(f32 2_;2(363 g zjle N 4x22f;i 1
(© Flz) = cos x(cosx(—cols);_siln) Z:(sina: +1) Sin( fo; ;o_s f)j 1;
W o= y= (fa2) ozt
© o) = =
) 1@ = sz f Z sina)?’

5.1.25. A deriviltak:
(a) f(x) = (322 +5)~4) = —4(322 + 5)~7 - 62 — —%;
(D) fla) = (20 + 7)12) = %(2:1: F7) 29— \/ﬁ;

o 0= ()] (25) o
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(d) f'(x) = ([4 — (4 + )] 1/2)’ _
-1

44+ 24— \/m;
(e) f'(x) = ((1+ x2)4/3)/ = %(1 + %) 3. 2g = gxm’

1 - 1
3 (4= @0 Sy =

(£) f'(z) = (Jeos(z® + 1)]?) = 2cos(z® + 1)(—sin(z® + 1)) - 322 =

= —622 cos(z® + 1) sin(z® + 1).

5.1.26. A derivaltak:

1
(29” In2 - sin+/z 4 2% cos/x - F) ctg?r — 2% sin /7 - 2ctgz -
T

ctgtz

sin? x )

I

(a) f'(x) =

(b) f(x) = 5(952 + 2)4 -2z — 3% . In 3. cosx;

(2x-tgm+z2- 5 )-2:’3—2"’3-1n2-x2-tgx
cos? x
(c) f(z)= 92z ;
(d) f'(z) =3 -In3- 2z — (sin(z? — 3z)) (2z — 3);
5
(e) f’(x):5“”-ln5~sin3x+5x-cos3x~3+m;
1

3-vbx2—4—-3r ———— - 12x

(f) f'(z) = 6%2—4. 21612 —4 _ 2
3x 622 — 4 2r — 3x3’

5.1.27. A derivéltak:
1
(6 cos 6x + 7—6) (37" 4+5)4+3"1n3 - (sinbzx + /)
x .
G +5p |

1 62°
26 +2 a6 +2

1 1 1 -2 .
(6\6/5 + xlnlO) (P +cosx> - (ﬁ - smx) (\6/E+lgx).
1 2 Y
(—+cosx>
272
3z? 2ctg(z* +5)

(d) f'(z) = - - 4a®

cos? x3 sin?(z4 +5

(a) f'(x) =

(b) f'(x) =2cos(4x + 1)(—sin(4z + 1)) -4-1n - cos?(4z + 1);

(c) f(x) =
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2¢-In2-(3"+5) —3"-3-2> - m2 1
/ _ + 8z + 84 8a;
(e) f (-1') (3z+5>2 SW S11N X \/ECOS T
—3sindzr +2%1n2 )
(cos3z +2¢)In2 (z* + €%)* — 2(2® + €%) - 3z - log,(cos 3z + 2)
f) = '
A (a3 4 e2)* ;
L ot fter) — 3 (22 (7 + tew) + —
@ pw =T ety )
g 4x(ﬂ-+tgx)2 y
1 2x 9 , . 9
x 5 (2% +tg2x) — ¥/In(1 4+ 2?) - ( 2z + -
R G RET
€Tr) =

(22 + tg2x)?

5.1.28. A derivaltak:

(a) f'(z) = cos <cos %) : (— sin é) (=2)- g;
1 1 1

0) f@)=

" Inlnz Inz x;

oo 325+ 6 (2® +5x)* 152* (2?4 5x) — 2(32° 4+ 6)(2x +5)
(©) fle)=3 (ln2 (@ + 53:)2) 3516 (4% + 53 ’

1 .
/ _ . 3 Vsinz | .

1
——— - COST | ;
2v/sinx )

(e) f'(x) = cos(sinsinx) - cos(sinz) - cos x;

1
. ————— -sinx — +1-
0 - sin .2\/1:—+1 sinz —vVzx CcoSs T
vr+1 sin?
5.1.29. A derivaltak:
, B 1 2(1 +x2) —49@2‘
(2) fiw) = 2r 2 ' (1+a2)2
1
(1+x2>
1 r+1—(z—-1) 1
/ _ . _ .
(b) f(z) = r—1\2 (z + 1)2 2241
1+
<x+1)
, 1 2 —shz
(c) f'(x) = ;

~ ch’(In(2z — chr)) 2z — cha’
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1 —2x
d) f'(z) = . :
(d) f(z) 2v/1 — tha? ch®z2’

1
e) f(z) = (e — 6y/7) ;
) J160) = e (7 -6V

2tgx

2¢052 In 2(—sin x) - v/ tg?z + shg — gcosz . cos® x
4 - </(tg2x + sh’z)3
(6) f/x) = : |
Vtg?zr +sh’x

1 —1 —x
() = 2log, cthy/3 — 22 - . : ;
(8) f'(w) =2log, 2 cthv3 2 sev3 -2 V32

+ 3sh?zchx

-1 2—x

+ .

\/ 2 VAr— 2% \/1+ (4x — 22)?

x_—
4

(h) f'(z) =

5.2.1. Ha zg = 2, akkor yo = f(xg) = f(2) = —1. Tehat a Py(2; —1) ponthoz hizhat6 érint6 és
normalis egyenletét keressiik. Derivaljuk a fiiggvényt!

f'(z) =2z — 3.

Az érinté meredeksége:

Az érint6 egyenlete:

N o y=x+1 (normalis)

y=x-3 (érintd)
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A normaélis meredeksége:

A normalis egyenlete:
yn:_(x_2>_17

tehét
yp =1 — 1.

5.2.2. Ha zy = 3, akkor yo = f(zg) = f(3) = 45. Tehdt a Py(3;45) ponthoz hizhaté érinté
egyenletét keressiik. Derivaljuk a fiiggvényt!

f(z) = 122% — 142

Az érinté meredeksége:
f'(3)=12-3>—14-3 = 66.

Az érint6 egyenlete:
y = 66(z — 3) 4 45,

azaz,

y = 66z — 153.
5.2.3. A fliggvény derivaltja:

fl(x) =2%—1.
Az érinték parhuzamosak az y = 3x egyenessel, vagyis a meredekség 3. Tehat

2 —1=3,
azaz,
2 =4
Igy:
T = 2, Ty = —2.

A keresett pontok:

2 2
P2-), és Pl —2,— .
3 3

5.2.4. Ha zy = 1, akkor yop = f(z9) = f(1) = 0. Tehat a Py(1;0) zérushelyhez huzhaté normaélis
egyenletét keressiik. Derivaljuk a fiiggvényt!

f(z) = 32 — 2.

A normalis meredeksége:

A normélis egyenlete:
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azaz
y=1—ux.
5.2.5. A fliggvény derivaltja:
f(z) = 2x.
Az érint6é parhuzamos az y = 6x — 1 egyenessel, vagyis a meredekség 6. Tehat
2x = 6,
azaz
r = 3.

A P(3;14) a keresett pont, mert f(3) =9+ 5 = 14.
5.2.6. Az egyenes egyenlete felirhat6 expilicit alakban:

-1 4
= —X —.
=377y

-1

Az egyenes meredeksége tehat ER Emiatt a keresett érinté meredeksége 3. Az f fliggvény de-
rivaltja:

f(z) = 32°.
Tehat a keresett pontok meghatarozasahoz a

3z% =3,

egyenletet kell megoldani. Nyilvanvald, hogy

T12 = +1.

A megoldést tehdt a Py(1;1) és a Py(—1,—1) pontok adjak.

5.2.7. Derivaljuk a fiiggvényt!
f'(z) = 92* — 222 — 15.

Az érinté pontosan akkor parhuzamos az x-tengellyel, ha a meredeksége 0. Tehat a
92° — 22z — 15 =0

masodfoku egyenlet gyokeit keressiik. Konnyen lathato, hogy
5

r1 =3 és Tg = ——

9.

, 5 16384
P1(3,0) €S P2 (—5,%) .

A keresett pontok:
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5.2.8. A fliggvény explicit alakja:

A derivalt:
Emiatt:

A Pi(1;4) ponthoz hizott érint6 egyenlete:

Yép = —4(x —1) + 4,

azaz
Yép, = —4x + 8.

A Py(—4; —1) ponthoz hizott érinté egyenlete:

1
yép2 = _Z(x+4) - 17
azaz ]
Yép, = ~7% 2

Ai(-4;-1) ponthoz hiuzott érintd.
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5.2.9. Derivaljuk a fiiggvényt!
f'(z) = 2.
Jelolje az érintési pontot Py(xo; yo). Nyilvdnvald, hogy yo = f(xg) = 2. Tehdt Py(wo; z2). Az érintd
meredeksége a Py pontban f'(zg) = 2x¢. Irjuk fel a Py-beli érinté egyenletét!
y =2z - (v — x0) + 7,

azaz
y =210 -1 — T

Az érint6 egyenesen a Q(2; —12) pont rajta van. A keresett pontok meghatarozasiahoz tehét az

m3—4x0—12:0

masodfoku egyenletet kell megoldanunk. Konnyen lathatd, hogy

x9, = 6 és Zo, = —2.
A Kkeresett pontok:
P, (6;36) és  Py=(—2;4).
\ y
\
y=-4x-4\\ )
\ 40 |
\ (6;36)
\
\
\ 30
\
\
\
\
V|20
\ I
\ I
\ |
\\ 10 |
|
|
(-2;4) |
' X
"30 "20 "10 ‘\ o ! "10 "20 "30 "40
|
| y=12x-36
\
10\
» Q@-12)
,\
A
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5.2.10. Derivaljuk a fiiggvényt!
f'(x) = 4o — 322

Jelolje az érintési pontot Py(wo;yo). Az érint meredeksége a Py pontban f'(zy) = 4x¢ — 3x3. Az
érinté meredeksége megegyezik az y = = egyenes meredekségével, azaz 1-gyel. A keresett pontok
meghatarozasahoz tehat az

—37 + 419 —1=0

masodfoku egyenletet kell megoldanunk. A gyokok
1
Zo, =1 és To, = 3
A Kkeresett pontok:

, 1 5

;1)

f(x)

(1/3; 5/27)

'—0.5 0o '0.5 i 1 '1.5 2

5.2.11. Derivaljuk a fiiggvényt!
f'(z) = 62° — 6.

Jelolje az érintési pontot Py(wo;yo). Az érintd meredeksége a Py pontban f'(zy) = 4x¢ — 3z3. Az

érinté meredeksége 5 A keresett pont meghatarozasahoz a

3
6333+6£Uo+§:0
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masodfoku egyenletet kell megoldanunk. Az
To = 5

kétszeres valdos gyoke az egyenletnek. A keresett pont tehdt:

13
Pl==].
0(2a2)

5.2.12. Derivaljuk a fiiggvényt a lancszabdly szerint!

1
(22 4+1)——m— — 22V — 1
Fx) = 2v/x —1
(24 1)2
Az érint6 meredeksége:
3
"2) = ——.
Az érint6 egyenlete:
3 ( 2) + 1
= ——\T — —_
T) 5
azaz
3 N 8
= ——x+ —.
Y700 25

F(e) =
Va2 + 16
Ekkor: ;
/
3)=-.
3 =:
A normalis meredeksége:
1 5
re 3
A normalis egyenlete:
5
azaz,
5
y=——x+ 10.

3

5.2.14. Derivaljuk a fiiggvényt a lancszabdly szerint!

3

Fe) = s
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A Py(zo; yo) pontban a normélis meredeksége:

f'(2o) 3
A megadott egyenes explicit alakja:
4 1
= ——gp+ —.
Y=73"73
Tehat a pont meghatarozasahoz a
2y1+3xg 4
3 3

egyenletet kell megoldani. Ekkor

\/1+3$0:2,

azaz
g = 1.

A keresett pont a Py(1;2) pont.
5.2.15. Derivaljuk a fiiggvényt!

f'(z) = 2sinx cos x.

2

3 3

Ha xg = g, akkor yo = f(xg) = <§) =1 Az érinté meredeksége:

5=y

Az érint6 egyenlete:

- -

5.2.16. Derivaljuk a fiiggvényt!
f'(x) = —sinx.

3
Ha zy = g, akkor yo = f(xg) =1+ cosg =3 A normalis meredeksége:

1

1 2
i)

A normélis egyenlete:
3

2 < 7r>+
= — xr — — —
Y 2

V3 3
5.2.17. Az egységnyi ordinatdkhoz tartozo abszcisszak:

I = —1 és To = 1.
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A Py(—1;1) pontba huzott érint6 irdnytangense:

f(=1) =-1,
a P, pontba huzott érinto egyenlete:
y=—x.
A Py(1;1) pontba hiizott érinté irdnytangense:
fa)=1,

a P, pontba hiizott érinto egyenlete pedig:
y=x.
Nyilvanvald, hogy a két egyenes az origdéban metszi egymaést.

5.2.18. Derivaljuk a fiiggvényt!
f'(z) = 32° — 6.

A megadott egyenes explicit alakja:
y =9 — 26

Az egyenes meredeksége 9. Olyan érintot kerestink, amelyiknek szintén 9 a meredeksége. Tegytik
fel, hogy a Py(zo; f(x¢)) pontba hiizott érint6 eleget tesz a feladat feltételeinek, tehét

3xg — 629 = 9.
Azaz a
375 — 619 —9=0
masodfoki egyenlet gyokeit kell meghatarozni. Konnyen ellenérizhetd, hogy a gyokok:
To, =3 és xo, = —1.
Ennek megfeleGen a
pontok irhatok fel. A P; pont illeszkedik az egyenesre, a P, viszont nincs rajta az egyenesen.

5.2.19. Derivaljuk a fiiggvényt!
fl(x)=1-2x.

Ekkor f'(1) = —1. A normalis meredeksége:
1
_m —
A normélis egyenlete:
y=1x—1.
A metszéspont meghatarozasahoz oldjuk meg az

r—2?=x—-1



5.11 UTMUTATASOK S MEGOLDASOK 201

egyenetet! Ekkor
2 =1,

azaz
Ty = 1 és T = —1.

A keresett pont tehat a P (—1,—2), mert f(—1) = —2.

5.2.20. Az f(z) fiiggvény grafikonja az x-tengelyt az x; = —1 és x5 = 1 helyen metszi. A keresett
érinto egyenesek egyenletei:
Yy =2x —2 és Yy =2x+ 2.

y=2x-2

y=2x+2

(-1;0) (1;0)

f(x)

/

5.2.21. Tekintsiik a Py(xo, f(x0)) pontba huzott érintét, amely a feladat feltételeinek eleget tesz.
A haromszog egyenl6szari, igy az érinté meredeksége —1, tehat

f(z0) = _ﬁ =—1,

azaz To = . Az érintési pont koordinatai:

33
R(Z:2).
(573)



5.11 UTMUTATASOK S MEGOLDASOK 202

A Py ponba huzott érint6 egyenlete:

L9
= —x+ —.
J A

9
A tengelyekbdl levagott szakaszok hossza T A haromszog tertilete:

81

Th = ==
A7 39

1
5.2.22. Tekintsik a P <a; —) pontot! Az érinté egyenlete a P pontban:
a

1 ( )+ 1
=——(r—a)+ -
) 02 .
azaz
1 2
Yy=——Tr+—.
a a
2
Az z-tengelybdl levagott szakasz hossza: b = 2a, az y-tengelybol kivagott szakasz hossza: ¢ = —. A
a
haromszog teriilete:
1
TA = §bC = 2.

A haromszog teriilete tehat allando.

]
f(x)=—

X

f(x)
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5.2.23. Azon pontok koordinatait, amelyekhez hizott érinték parhuzamosak az z-tengellyel, az

fl(r) =32 +62—-9=0

egyenletbdl kapjuk meg. A gyokok:

r1=-3 és To = 1.
A Kkeresett pontok:
A P, és P, pontokat 6sszekotd egyenes egyenlete:
y=—8x+4.
30
y=-8x+4 |’
X
12 10 -8 -6 2 ‘4 ‘6 '8 10
f(x)
-5 (15-4)

5.3.1. A derivaltak megadédsahoz felhasznaljuk az

f(x)g(””) — I f@)9" _ g(x)Inf(x)
azonossagot.
a) Ha z > 0. akkor f(z) = x* = "?* = e¥lnz,
: /
f/(ZL') — (ex-lnx)/ — 6x~lnx (IDZE Lo
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(b) Ha z > 0, akkor f(z) = sin (2°=7) = sin (e™*™") = sin (ec== M) .
fl(x) = (sin (ec"”'ln‘”))/ = cos (ec"”'lnx) . geoswlnz (— sinxlnx + cosx - 1) =

T
_ goosz (cos x

—sinzIn x) - cos (2°%7) .

T
(c) Hasina > 0, akkor f(x) = (sinz)®3% = em(ine)®* — pcoszInsine,
. . 1
f/(,ilﬁ) _ (ecosx-lnsmm)/ _ ecosx-lnsmm —sinz - Insinz + cosx - — . COS 33) _
sSinx

cos’ x

— (i coszT |
(sin ) ( sin x

—sinx-lnsinx) .

archzx

(d) Ha o > 0, akkor f(x) = x¥rhe = lne™™™ — earchwlnz

Inz archx
() = earchx'lnx /: earchx-lnx . < + ) —
fla) = (eemioine) e
arch ( Inz N archx)
= . .
Va2 —1 x

(e) Ha y/z > 0, akkor f(z) = (y/z)* = eP(V®)" = gzinve,
f(z) = (ex-ln\/f)/ — erInyVz (1n\/§+ T - ix . 1 . L) = (V) (hl\/f—i— _) '

(f) Ha z > 0, akkor f(z) = ¢/z = x+ = enet = ptinz,
! 1 1 v
fi(o) = (cne) = edne (__ nt x—) ~ T ),

( H _ 3 ln(cos:t)‘"”3 _ z3Incosx
g) Ha cosx > 0, akkor f(x) = (cosz)™ =e =e :

! 1
f’(x) — <€x3~lncoscc> — 6x?’-lncosac (31,2 -lncosz + ZL'S . . (_ sin ZE)) —
COS T

= (cosz)*" - (32% -Incosz — 2> tgx).

5.3.2. Az f(x) fliggvény derivaltja meghatarozhat6 az altaldanos szabdalyok szerint, de egyszertibb
logaritmikus derivalasra attérni. A derivalt megadasahoz felhasznaljuk, hogy

f'(x) = f(z) - [In f(x)],

Tehat: ]
In f(z) = §ln(:1:2 +4)+1Insinz +x1n2,
gy
fl(x) = Va2 +4-sinx - 2" ( 22_4 —i—ctgx—i—an) .
x

5.3.3. A derivalt megadasahoz felhasznaljuk, hogy
f'(@) = f(z) - [In f(z)]"
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Konnyen lathato, hogy
Inf(z) =In(z+ 1)+ 2In(x + 2) + 31In(z + 3),

igy

1 2 3
1 "= .
nf@)'=—7+ "5+ 3

Tehat:

R (e == |

5.3.4. A derivalt megadasahoz itt is felhasznaljuk, hogy

fi(@) = f(z) - [In f(2)]"
Konnyen adédik, hogy
In f(x) =In(1 — 2) + 2In(1 — 2°) + 3In(1 — z*),
* 1 Az 922

[lnf(x)],:x—1+m2—1+x3—1'

Tehat:

f’<x>=<1—x>-<1—x2>2~<1—x3>3'( oy

r—1 22—-1 23-1

1 4dx 972 )

5.3.5. A derivalt megadasahoz itt is felhasznaljuk, hogy

f'(a) = f(z) - [In f(x)].

Konnyen adédik, hogy

1 1
In f(z) =In(1+2x) + 5 In(2 + 2?) + 3 In(3 4 z*),

és
1 x x?
1 I= )
[In f(2)] 1+x+2—|—x2+3—|—x3
Tehat: )
1 T T
"(2) = (1 V2422 V3 +a3- .
flz)=1+z)-V2+22-V3+u <1+x+2+x2+3+x3)

5.3.6. Ha f(x) =27 -chx - x°* és x > 0, akkor
Inf(x) =xIn2+Inchx + cosz - Inz.

Derivalva: I ]
) f(x) =In2+ T shz —sinz -lnz + co;x7
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azaz

f(x) =2 chax- 2% <ln2+thx—sinm-lnx+

5.3.7. Ha f(z) = 2% és z > 0, akkor

Derivalva: ) )
—— - fl(z) =2Inz - —,
fw T .
azaz |
f/<$> — lenx nr
T

Ha zy = €2, akkor

Az érint6 meredeksége:

A P, pontbeli érintéegyenes egyenlete:

y = 4e*(z — e*) + et

5.4.1. Implicit derivalassal:

2x + 2yy =0,
azaz
2yy’ = —2z.
Tehat:
, x
y =—=.
Y

5.4.2. Implicit derivalassal:
2x + 2y + 2xy — 2yy’ = 2,

azaz
Y (2r —2y) =2 — 2z — 2y.

Tehat:
y = 1Tty
r—y
5.4.3. Implicit derivalassal:
y+ay + 25y’ =0,

azaz
Y (x4 2y) = —y.

COSs CL’)
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Tehat:
y = — Y
T+2y
5.4.4. Implicit derivalassal:
(—siny)y’ =1,
azaz
; 1
Yy =—-——=—
siny

5.4.5. Implicit derivalassal:

20y + 2%y +3y° + 3z - 3y — 1 =
azaz
Y (2% + 9zy®) = 1 — 22y — 39°.
Tehat:
, 1—2zy—3y°
A= 9xy?
5.4.6. Implicit derivalassal:
11,
2 Y T 0,
tehat a derivalt:
2
__Y
Y 2
5.4.7. Implicit derivalassal:
1 yr—uy 1 1 9 o1
. — = (x _l_ y 2
L Vat+y?r 2 ( )

azaz
? yr—y xtuyy

x2+y2 I2 x2+y2’

atrendezve az egyszerisités és a miiveletek elvégzése utan:

P XY T+y
yx2+y2—x2+y2

Tehat:
’ Tty

y = :
T—y

5.4.8. Implicit derivalassal:
20—y —ay +2yy =0,

0,

- (2x + 2yy),
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azaz
v (Q2y—x)=y-—2z,
tehét:
;Y- 2z
Yy = 9 .
y—x
A P(1,2) pontban az érinté meredeksége:
y/|P(1,2) = 0.

Az érint6 parhuzamos az z-tengellyel, egyenlete:

y = 2.

5.4.9. Implicit derivalassal:
18z + 32yy' = 0,

tehat:
, 9z

Y ::‘—Igg-

9
A 9x — 8y = 1 egyenes meredeksége 3 Ahhoz, hogy az ellipszis érint6je parhuzamos legyen a

megadott egyenessel a

_ 9z 9
16y 8

egyenloségnek kell teljesiilnie, azaz
—r = 2y.

Ezt az Gsszefliggést az ellipszis egyenletébe helyettesitve a
36y* + 16y* = 52

osszefliggéshez jutunk, ahonnan

azaz,

Az érintési pontok:

Pl(—2,1) és PQ(Q,—l)
A P; pontba huzott érinté egyenlete:

9
y:§-(a:+2)—i—1,
a P, pontba hiizott érinto egyenlete pedig:
9
=—-(z—2)—1.
y=g (@-2)
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5.4.10. Implicit derivélassal:
22 4 2(zy’ +y) — 6yy’ =0,

azaz
y' - (2z = 6y) = =2z — 2y,
tehét:
r_ Tty
3y —x
A P(3,2) pontban az érinté meredeksége:
| _ 9
Y P32 = 3

5.5.1. A Cauchy-féle kozépértéktétel feltételeinek teljestilést vizsgaljuk.

(a) Az fi(x) és g1(z) fiiggvények Vo € R esetén folytonosak, igy a folytonossdg Vo € [1;4]-re is
fennall. A derivaltak:

filx)=2x—-2 6  gj(x) =32> - 142 +20
mindeniitt 1éteznek és g (z) # 0 Vo € R, igy alkalmazhaté a Cauchy-féle kozépértéktétel:

fi4) = /(1) fiE)

91(4) — g:1(1) gi(f)’

azaz
-2 262

27 —9 32 — 14€ 420’
Az egyenletet megoldva & = 2 és & = 4. A kapott értékek kozil csak a & = 2 bels6 pont.

€€ (1;4).

(b) Nem teljesiil valamennyi feltétel, mert go(—3) = ga(3).

(c) A tétel feltételei teljesiilnek és & = %

15
(d) A tétel feltételei teljesiilnek és &€ = ¢ (Z) ~ 2, 4.

5.5.2. Az f(z) fuggvény nyilvanvaléan mindenhol folytonos és differencidlhatd, tovabba

A Rolle-tétel tehat alkalmazhat6. Az f(x) fiiggvény derivaltja:
f(z) =2z —2.

Az f'(&) = 0 egyenlet:
2 — 2 =0,
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amelynek megoldasa £ = 1. A kapott érték benne van a megadott intervallumban, mert —1 < 1 < 3.

5.5.3. Konnyen lathatd, hogy & = 3, mert f'(3) = 0. A Rolle-tétel feltételei azonban nem tel-
jestilnek, mert f nem differencialhaté az x = 2 helyen.

5.5.4. xy = 1-nél szakaddsi pontja van az f(z) fiiggvénynek, tehdt nem alkalmazhaté a Rolle-féle
kozépértéktétel.

5.5.5. A Rolle-féle kozépértéktétel feltételeinek teljestilést vizsgaljuk.

(a) Az fi(z) figgvény folytonos az I; = [—1; 1] intervallumon és

fi(=1) = f1(1).
Tehét két feltétel teljesiil. Az fi(x) fiiggvény derivaltja:
2
3.z

Ve € R\ {0} esetén létezik, vagyis a derivalt o = 0 esetén nem létezik. Mivel o = 0 az I,
intervallum bels6 pontja, igy a Rolle-tétel harmadik feltétele nem teljestil.

fi(z) =

(b) A Rolle-tétel minden feltétele teljesiil és £ = g

(c) Nem teljesiil a Rolle-tétel minden feltétele, mert f}(0) nem létezik.

5.5.6. Vegyiik észre, hogy 2® — 22% — 5z +6 = (v — 1)(2? — x — 6). Tehdt f(x) = 2> — 2 — 6, ha
x #1és x € [—2;3]. Tovabba

flz)=-6=1>—1-6, ha z = 1.

Vagyis f(z) = 2> — x — 6 a [—2; 3] intervallumon. Tovabb4

Rolle-tétele alkalmazhat6, mert f folytonos a [—2;3] intervallumban és differencidlhaté a (—2;3)
intervallumon.
f(z) =2z —1.

1
€= 2 mert /() = 0. A kapott & érték —2 és 3 kozott van.

5.5.7. Az f(x) fiiggvény differencidlhaté6 a (0;8) intervallumban, de az xy = 0 helyen nem. Az f(x)
fiiggvény folytonos xy = 0 esetén, valamint a teljes [0; 8] intervallumon is. Tovabba

tehat alkalmazhat6 a Rolle-tétel. Konnyen lathatd, hogy & = 1, ami bels6 pontja a [0; 8] intervallu-
nak.

5.5.8. Az f(x) fiiggvény nem differencialhaté az zo = 1 helyen, igy Rolle-tétele nem alkalmazhato.
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1
5.5.9. Legyen f(x) = 3

1
x__

5| Ekkor f(0) = f(1) =0, de f'(z) # 0, haz € (0;1). A Rolle-tétel

1
tehat nem alklmazhatd, mert f(x) nem differencidlhaté az xy = 5 helyen.

5.5.10. Az f(x) folytonos a [—2; 0] intervallumon, f’(x) létezik és véges az adott intervallum minden
bels6é pontjaban. A & értéke a Lagrange-tételben szereplé formulabdl kiszamithato:

F0)—f(=2) 5T _
0—(—2) 2

f'(€) =66 = —6,

amibdl £ = —1 adddik, ami bels6 pontja [—2; 0] intervallumnak.

5.5.11. Lagrange-tétele alkalmazhat6, tovdbba f’'(z) = 6z — 5. Tovabba

ey — e 5o JB) = f(2) 513
Fle) =6 =5 = = =

16,

amibdl £ = 2 ami 2 és b kozotti érték.

5.5.12. Az f(z) folytonos, differencidlhaté és nem nulla az [1; 3] intervallumon, tehat alkalmazhaté
Lagrange-tétele. A fliggvény derivaltja:

, _$—4—($+3)__ 7
Fo) === =

& értéke a tételben szereplo formulabdl kiszamithato:

T B -f) _T
(€ —4)2 3-1 3’

f'(€) =—

amibél & 5 = 44+/3 adédik. A & = 4—+/3 belsé pontja az [1; 3] intervallumnak, viszont & = 44++/3
nem belsé pont.

5.5.13. A ¢ = 2 abszcisszaju pontban lesz az érinté parhuzamos a P;(0,3) és a Py(4,—5) ko-
ordindtaju pontokat Osszekotd szelével. A keresett pont tehat a P(2,3).

1
5.5.14. £ = gg.

5.5.15. A Lagrange-tétel feltételei mindharom esetben teljesiilnek.

(a) E=e—1;
(b) £ = g—l;
(© £=/1- =
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5.5.16. Az f(z) = |z| fiiggvény folytonos a[—1; 1] intervallumon, de az zo = 0 helyen nem differ-
encialhaté, igy nem alkalmazhato6 ra a Lagrange-féle kozépértéktétel.

5.5.17. Az f(x) = tgx flggvényre alkalmazhaté a Lagrange-tétel a [0;x] intervallumon

T
<0 <z < 5) Emiatt van olyan & érték 0 és x kozott, amelyre

I tgr—tg0 tgr
cos2¢é  x—0 oz’

f'(€) =

Mivel 0 < £ < g, igy 0 < cosé < 1, amibol pedig

! >1
cos?
adddik. Tehat .
x
i > 1’
x
azaz
tgr > x

teljesiil a vizsgalt intervallumon.

5.6.1. f'(x) = A fliggvények hényadosdra vonatkozd derivalédsi szabélyt hasznaljuk a

x
Viz+1

méasodik derivalt meghatarozasahoz:

\/:EQ—I—l—a:-L

211 1
f'(x) = 2 g Y
5.6.2. ['(z) =lnz+ 1, f(x) = =, f"(z) = —— fD () = = és
x x x
O ) =
5.6.3. f'(x) = cosz, f'(z) = —sinx, f"(x) = —cosz, fW(x) = sinz, és ez a négy fiiggvény

ismétlodik ciklikusan. Tehéat
109 (z) = sinx.

5.6.4. f'(z) =922 — 5, f"(z) = 18z, f"(x) = 18, és f™(z) =0, han > 4.

1 1 1 3 15
5.6.5. f'(x) = 5-(x+5)72, f'(z) = —Z'($+5)7%7 f"(x) = g'($+5)7g7 fO(x) = —1—6‘(1’+5)7%-
Az alabbi sejtés alakithaté ki:
1-3:-5-...-(2n—3) 20

() = (=1 (x+5)7"F,  ha n>2

2n

Teljes indukciéval bizonyitjuk.
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(1) n =2 esetén:

(I

3
2

1 1
— 3 -5 — -
f'@) = (-1 55 (x+5) 72 = = - (2 +5) 7%
Az allitas igaz n = 2-re.

(2) Tegyiik fel, hogy k € N, k > 2 esetén igaz az allitas, azaz

F0() = (—1ype . L3 = @k=3) 522

(3) Bizonyitunk (k+ 1) € N, k > 2 esetén. Igazoljuk, hogy

1-3-5-...-(2k—1 _2k+1
f(k+1)(:17) _ (_1)k+2 i 2k+1( )(ZB + 5) 5
Alkalmazzuk az indukcios feltételt:
1-3-5-...-(2k — a1\’
PR = (10@)) = (et EEE B )
135(2](3—3) C2k-1\/
— (1) " ((z+5)"") =
(<) 1.3.5.,,2_k. (2k —3) (_2k:2— 1) <x+5)_2k;1_1 _
1-3-5- ... (2k —1) o
R T
Az allitas tehat igaz.
1 2 6
5.6.6. f/(1) = —————, ["(x) = ———, ["(z) = — .
L P ERA A oo RN GOy Py
Az alabbi sejtés alakithato ki:
n n 1

Teljes indukcioval bizonyitjuk.

(1) n =1 esetén:
1 1

f/(l') =(=1)-1!- (z + 3)2 :_(1‘4—3)2'

Az éllitas igaz n = 1-re.
(2) Tegyiik fel, hogy k € N esetén igaz az allitas, azaz

1
FO@) = (0K
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(3) Bizonyitunk (k 4 1) € N esetén. Igazoljuk, hogy

FE ) = () D

Alkalmazzuk az indukciés feltételt:

f(kﬂ)(x) _ (f(k)(x))/ _ ((_1)k AR ﬁ) = (_1)k+1 (k+1)!- m

Az allitas tehat igaz.

/ (33 - 1) — (x + 1) 2 " 4 " 12
5_6.7. f (l‘) = <x — 1)2 = —(x _ 1)2’ f (.I') — _(w — 1)37 f (x) - _(]j _ 1)4
Az alabbi sejtés alakithaté ki:
2
f(”>($) = (=1)"-n!- m, ha n e N.

Teljes indukcioval bizonyitjuk.

(1) n =1 esetén:

Az allitas igaz n = 1-re.

(2) Tegyiik fel, hogy k € N esetén igaz az allitas, azaz

2
B (z) = (=1)F - k!
f (1’) ( ) k (CC — 1)k+1 :
(3) Bizonyitunk (k + 1) € N esetén. Igazoljuk, hogy
(B+1) (N _ (1\k+1 e
fE(x) = (-1) (k+1)! T

Alkalmazzuk az indukcids feltételt:

PR = (F9@) = (0 R g ) = CUP e D s

Az allitas tehat igaz.

5.6.8. Teljes indukcidval bizonyitjuk az allitast.
(1) f'(z) =32?Inz + 22, f'(z) = 6xlnz + 5z, f"(z) = 6Inx + 11. Tehdt n = 4 esetén:

f(4)(56) _ > _ (_1)4 -6-0!- 34

Az éllitas igaz n = 4-re.
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(2) Tegyiik fel, hogy k € N, k > 4 esetén igaz az allitas, azaz
fO(z) = (=1)* -6 (k—4)- 257"
(3) Bizonyitunk (k+ 1) € N, k > 4 esetén. Igazoljuk, hogy
FED () = (=D 6. (k—3)! - 2>k,
Alkalmazzuk az indukcids feltételt:

FE@) = (FP@) = (1P 6- (k—4)- 2% ) = (=116 (k —3)!- 2>*.

Az allitas tehat igaz.

5.6.9. f(x)=e* sinz; f'(x) =e*-cosx —e ¥ -sinz és f’(x) = —2e" - cosz, {gy
f"(x)+2f () +2f(x) = —2e™" - cosx + 2™ - cosx —2e " -sinx + 2" - sinz = 0.

Az allitas tehat igaz.

-1
5.6.10. f(x) =2z — :2x—2-<1+tgg> , és

1+tg35
T\ 2 1 1 1
flay=2+2-(1+t55) - —r =2+ =
cos® 3 2 sin 5
c032§~(1+ x)
cos §
1 1 1
=2+ sinZ  sin?Z :2+COSQI+QSinxCOSx+Sin2x :2+1+sinx'
2o, (140503 3 3 508 5 3
53 ( * cos & COSZ§>
Emiatt .
1 coS T
" — 2 - - "
/@) ( * 1+sinx) (14 sinx)?
ley " . o cos .
cosz + f"(x)- (1 +sinz) :cosx—m~(l+81nx) =0.

Az allitas tehat igaz.

1
5.6.11. f'(x) = —. Innen adddik, hogy = - f'(x) = 1. Ha ezt (n — 1)-szer derivaljuk (n > 2), akkor
x
a Leibniz-formula szerint
o fOE) + (= 1) S0 ) =0

adddik, amibdl atrendezéssel a bizonyitando rekurziv osszefiiggést kapjuk.

5.6.12. 2% —? =1, igy 322 — 39y = 0, azaz
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A fiiggvények hanyadosara vonatkozo derivalasi szabdly alapjan:

[\

2 9.2 T
g 2wy’ =22y 2wy =2y y2  2xy® —22"  22(yP—2°) 2

y yt P P P

5.6.13. zy + y? = 1, igy implicit derivéaldssal adédik, hogy xy’ + y + 2yy’ = 0, tehét

y = — )
T+2y

A fiiggvények hanyadosara vonatkozo derivélasi szabaly alapjan:

x| - —y
y,,:_(x+2y)y’—y(1+2y’) -y ( x+2y) _ —ry—ylz+2y)
(z +2y)? ( +2y)? (z +2y)? (z +2y)?
C 2zy 42y 2@y +y?) 2

(293 (4293 (x4 2y)3

5.6.14. 2% — 2y + y? = 3, igy implicit derivéaldssal adédik, hogy 2z — y — zy/ + 2yy’ = 0, tehét
,  y—2

Y T oy—a

A fiiggvények hanyadosara vonatkozo derivélasi szabdaly alapjan:

3 Yy — 2x
x —
) (v =2)Q2y—2)—(y—22)(2y' —1)  3zy' -3y _

_ _ '2y—x 3y2—6-(:c2—xy+y2)
(2y — x)? (2y — x)? (2y — x)? 2y —x)

Felhaszndlva, hogy 2% — zy + y? = 3 adddik, hogy

18
(2y —x)*

/"

Yy =-

6 24

@) = = @) = S D) = b O) = 25 ey

5.7.1. f(z) =lnz, f'(x) = =
i
f)y=lm1=0, f)=1, f1O)=-1, f"1)=2, fP10)=-6, fO1)=24
A keresett 6todfoki Taylor-polinom:

(x—12 (@-1° (@-1' (z-1)°
Ts(x) =2 —1— 5 + R + -

5.7.2. f(z) = e" és Vn € N esetén f(z) = e*. Igy

F(2) = f0 () = ¢
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A keresett negyedfoku Taylor-polinom:

s [z—2 (-2 (x—2)% (z—2)*
T4<“"):e'(1! TR - TR AT )

5.7.3. Ha f(x) = sinz, akkor f (%) = sin

4 4 27 4

A keresett harmadfoku Taylor-polinom:
V2 m 1 m\2 1 T\ 3
Tow) =5 [”(Z‘—z) ~g (-7 -5 (-7) }

5.7.4. Ha f(x) = i és xyg = 1, akkor
Ti(x)=1—(r—1)+(x—1)? = (z =1+ (z — 1)~

5.7.5. Ha f(x) = In(1 — z), akkor f(0) =0 és

f10)=—=1, f"(0)=-1, f"(0)=-1-2, fH0)=-1-2-3.

A keresett negyedfoku Maclaurin-polinom:

5.7.6.

(b) Az fy(x) = chz negyedfoki Maclaurin-polinomja:

2 7t

1
(c) Az f3(x) = n negyedfoki Maclaurin polinomja:
x

My(z) =1—z+ 2% — 23 + 2%

(%) CeosT V2 (%) N () T V2
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(@) A7 fila) = —

negyedfoki Maclaurin polinomja:
x

(e) Az f5(x) = e°5® negyedfoki Maclaurin polinomja:

z?2 ozt
M4($):e-<1—?+g).

(f) Az fo(x) = In(1 + x) negyedfoki Maclaurin polinomja:

N
Myg)=o - S 42 2
) =r=5 g7
5.7.7.
(a) Az fi(z) = sinz 6tddfokd Maclaurin-polinomja:
3 2P
Ms(z) = o — 3 + &=

(b) Az fy(x) = tgx 6t6dfokd Maclaurin-polinomja:

x3 2d
A45($)2: $‘+'?; +'7E;.

(¢) Az f3(x) = arctg z 6todfokd Maclaurin polinomja:
3 2P
]\/[5(3:):95—?4—?.

(d) Az fy(x) = arcsin z 6t6dfokd Maclaurin polinomja:

5.7.8. Az f(x) = €** masodfoki Maclaurin-polinomja:

2 2
My(z) =1+ 2z + %
Most x = 0,01, tehat

e"%2 ~ 140,02+ 0,0002,
azaz

%% ~ 1,0202.
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5.7.9. Az f(z) = cosz negyedfoki Maclaurin-polinomja:

z? 2t
My(z)=1—-—+ —.
(z) = 2 + 24
Most © = —1, tehat
(—1) ~ 1 1 1
ORI TS T o
azaz 13
1) = — =0,5417
cos(—1) 51
5.8.1
(a) 1 sin 3x 0 _(sin3z)" . 3-cos3z 3
a) lim == i o TR 2
z—0 sin Hx 0 z—0 (sinbz) -0 5-cosbr 5

) =1 s

. (sin2x)" | 2-.cos2x 2

= lim - = lim ———— = —.
0 (igdr) e L 3

cos? 3x

) = lim0 cos (Inz) = 1.

z—0 172 z—0 2q

. chx —cosx 0 . shz+sinzx 0 . chx+cosxz
(g) lim —— = 3 =lim —=(-)=llm —— =1

(h) lim 82— _ (g

z—0 r —sinx

2
3

T
1
2?2 — Yz 0 20— = ,
(k) lim—lz (6) —lim — 3 — lim <6m\/ﬁ—1>:5
x

r—1
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(1) lim voeo12 (9) = lim (22— 1)="T.

r—4 xr — 4 0 r—4
5.8.2
/
1
(a) lim ’ :(2>: lim &: lim —— = lim x=4o0.
z>+oo Inbx 00 v—+oo (Inbx)  a—too i 5 @O
5%
222 — 1 00 4z 2
b) i :(-):1' — lim — = 0.
(b) xirfoo er® — 1 00 xirfm 2x - e’ xHHJPOO et

t Ty 0 1
© Jin, — B ()= 2 (D) L
2—T40 (:c _ _> 00 =240 cos2 T 0 e—T40 — sin 2x
2

In
(d) lim e—=<f)= lim e—:(f): lim e_:(g): lim &
z—+00 I 00 z—too 32 00 z—+o0 O 00 z—to0 6

(e) lim ln_x:(§>: lim l:O.

r—+oco I o0 T—+o00 T

| — sin?
(f) lim nr_ (f) = lim Yo <9> = lim (—2sinzcosz)=0.

2—040 ctgxr  \oo/ 2040 g 0/  a—0+0
5.8.3
2 0 2x)
(a) lim 2xctgT7z = (0-00)= lim 2 (2) = lim i = lim
z—040 z—040 tg T 0 z—0+0 (tg 71}) z—0+0
1
1 S — 0 1
(b) Q}erolo xsin; = (00-0) = :}LIIOIO lq" = (6) :g}Ll"glo cos — = L.
x
21n’ —41
(¢) lim 2xIn*z = (0-00) = lim nr <E) = lim nT (f
r—04+0 x—040 l o0 r—040 l o0
x x
= 1
—1 8 0 —22?
(@) Jim o= = (00-0) = Jim —E = (5) = im 225 =
x
. (N
tg — 2z 9
. B r . 2 () _ . Cos* 5 2
© Jim, (e = 009 = i 2= () = i,
T—x (m—x)?

0 . T—x 0 . -1
=== lim — =|=]= lim =1
0 z—7—0 Sinx 0 z—7—0 COS X

Do

lim 4x = 0.
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—2sin? I:Jc
1
(f) lim (lnx)tggx =(c0-0) = lim o (f) = lim — 2 - <9> —

25040 P0H0 (g g " 00 2040 T 0
—4 sin zx - COS E:c I
= lim 22 _ |im (—sinmz) = 0.
rz—040 T x—040
5.8.4
1 1 e —1—=x 0 et —1
(a) 22040 (x er — 1) (00 = 00) 22040 z(e® — 1) (O) 2010 €7 +ze* —1
0 . er 1
=|=-|= lim =—
0 z—0+0 2e% + re® 2
2 1 1
1 2_gp—1 0 r—=Li==
(b) lim [ — —(o—o0)= lim L TR (T oy T
e—140 \lnz 2z -1 2140 (z —1)Inz 0 z—140 1
lnz+1——
T
1
0 2+ 22 +1 3
= — = m = = —
0 amivo 11 25140 41 2
T
2 1 1
li — = -,
(c) 22040 (sin2 x 1—cos x) 2
1 1
(d) lim _— | =
+—0+0 \thx tguz
T 1 1
li — | ==
(€) 22140 (x— 1 lnm) 2
1 1 1
(f) lim — — =—
z—0+0 \sinx e —1 2
5.8.5.
(a) lim ¢TI0 = (0°) = lim el’”m% — lim emomzT — ezEg}H} “211%
z—0+0 z—040 x—0+0

A kitevoben 1évo hatarérték:

1
) 2Inx 00 . 2'; 1
lIlm — = (—) = lim = —.
=040 1+ 10Inx 00 =00 15
T

T . 2 1
A keresett hatdrérték: hgn0 rTH0ls = e5 = {/e.
r—0+
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. . . ‘)T . In(si lim z-In(sinx)
(b) lim (sinz)® = (0°) = lim P62 = Jim eoing) = geoto
x—0+0 x—04+0 x—040

A kitevében 16v6 hatérérték:

1
In(si —— - COS T .2
lim z-In(sinz) = (0-00) = lim In(sinz) = <§> = lim ST gy o
2—0+0 z—0+0 1 00 2040 1 2040 tgx
x x?
O . 2
= <6> = xgg}ro (—2x) - cos”z = 0.
A keresett hatdrérték: ligr}r . (sinz)® = = 1.
(c) zggio z® =1
: T tgr _
(d) wl_l)IOI_lH) (e —1) L.
(e) lim (1 — cosz)*™® = 1.
- 1
(f) IETOO (5 — arctga:) T =1
1 . ln(ea"+z)
(g) lim (e” + x)% = (00%) = lim M +0)7 = Jim exin(e+o) = pih  ®

A kitevoben 1évd hatarérték:

e e B o ) B ey ) IR

=00 z o0 z—oo ¥ + I

A keresett hatdrérték: lim (e® + z)s = ¢! =e.

T—00

. P
() lim (ctga)is = -

3 2z — (1© In(143)% 22-In( 143 lim 21’-111(1-{—3)
(i) lim (1 + —) (1°) = lim m(+2)7 i e2eim(142) et o)
x

T—-+00 T—+00 T——+00

A kitevoben 1év6 hatarérték:

5 2In (1+§) 0 6 o
IEIEOOZx-ln(l—i—;)—(oo-O)— lim f—(—>— 1 <—>—

1m =
T—+00 z—+oo T + 3

x
6

= 1 — =6.
e 1

3 2x
A keresett hatdrérték: lim (1 + —) = ¢b.
T

Tr— 400
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1 1"
(j) lim (sin——l—cos—) =e.

r—+00 X X
: 20 4 37\ 7
(1) lm o (1+tePn)" =
(m) xgg}ro (cosx)% =1
. sin x P 1
() lim ( v ) ~ e

5.9.1. A lokalis széls6értékek kiszamitasdhoz szamoljuk ki az els6 és a méasodik derivaltat!

f'(z) =52* —40r =5z - (2* —8)  és  f’(x) = 202° — 40.
A stacionarius helyek az f'(z) = 5x - (3 — 8) = 0 egyenlet megoldédsai. Azaz

z1=0 és To = 2.
Mivel f”(0) = —40 < 0, ezért f-nek az x; = 0 helyen lokdlis maximuma van és
Praz(0,0).
Tovabba f”(2) = 120 > 0, ezért f-nek az xo = 2 helyen lokdlis minimuma van és
Prin(2,—48).

y

N

40 |

20|

20 |
-40 |
f(x)
-60 |

-80 |

-100 |
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A fiiggvény a [—2, 3| intervallumon folytonos. A legkisebb fiiggvényértéket (globalis minimumot)
az értelmezési tartomany bal oldali végpontjaban veszi fel a fiiggvény:

fmin(x) = f(—2) = —112.

A legnagyobb fliggvényértéket (globdlis maximumot) az értelmezési tartomény jobb oldali
végpontjaban veszi fel a fliggvény:

fmax(l’) = f(g) = 63.

5.9.2. A kérdések megviélaszolasdhoz szamoljuk ki az els6, a masodik és a harmadik derivaltat!
fl(x) =927 — 42, f'(x) =18z —122%,  f"(z) = 18 — 24u.
(a) Konnyen lathatd, hogy
flO)=f"0)=0 &  f"(0)=18#0,
tehat az x = 0 helyen inflexiés pontja van az f fiiggvénynek, vagyis az allitas nem igaz.

(b) Az f"(z) = 0 egyenletbél:
3
Ty = 0 és To = 5

Ha 2y < x <z, akkor f”(z) > 0, azaz a fiiggvény konvex. Mivel
1 3
-1 0.2
3=

5.9.3. f(x) = a* — 2% és x € R. Nyilvanvald, hogy f paros fiiggvény.

ezért az allitas igaz.

(a) A zérushelyek az f(z) = 0 egyenlet megoldasai.
fx)=2*—2*=2%(x—1)(z+1) =0,
azaz harom zérushelye van a fliggvénynek:
r1 =0 (2) xe =1 (1) x3=—1(1).

A zardjelben 1évo szam a gyok multiplicitdsat mutatja.

(b) Szamoljuk ki az els6, a méasodik és a harmadik derivéltat!
f(x) = 42 — 2z, f(z) = 122% — 2, 1" (x) = 24x.
A stacionarius helyek az

f’(:p) =43 — 2 = 2%(\/533 — 1)(\/533 + 1) =0
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egyenlet megoldasai. Azaz

1 1
x1 =0, Ty = —F=, Ty = ——=.
1 4 \/5 5 \/5
Mivel f"(xz1) = f"(0) = —2 < 0, ezért f-nek az x; = 0 helyen lokélis maximuma van és
Pa2(0,0).

Tovabba a fliggvény parossaga miatt

Fas) = f(as) = (i%) _4s0,

ezért f-nek az x4 és x5 helyeken lokalis minimuma van:

1 1 1 1
Pmin T T =y : szn =y 4]
1 ( V2 4> " 2 (\/5 4>
(c) A monotonitas vizsgalatahoz tekintsiik az f’(z) fliggvény grafikonjat!

y

f(x)

0.5

Az f fiiggvény szigorian monoton cstkkend, ha f'(x) < 0, azaz

1
T < ——= vagy <z < —.

V2
Tovébba az f fliggvény szigorian monoton névekvé, ha f'(z) > 0, azaz

1 1
——<z<0 vagy T > —

V2 2
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(d) Az inflexiés pont(ok) els6 koordinataja az f”(z) = 0 egyenletbél adddik:

1 ) 1
Tg = ——— és Ty = ——.
RRG Ve
Mivel " (:I:i> = :I:% # 0, igy a fliggvénynek két inflexids pontja van:
V6 V6

1 5 1 5)
Pin "\ T T =T 54 : ]D'm o\ T 0T 90 )t
: ( /6 36) ” g (¢6 36)
(e) Az f fiiggvény konvex, ha f”(x) > 0, azaz

1
r< ——= vagy T >

V6

Tovébba az f fiiggvény konkav, ha f”(x) < 0, azaz

el

1 1
——<r < —=.
V6 V6
(F) lim f(z)= lim f(x)=+oc.
(g) A fiiggvény grafikonja:
y
1.25)
1]
0.75
fix)
0.5
0.25
X
-1.25 M
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5.9.4. f(z)= CREEY és v € R.

(a) A zérushelyek az f(z) = 0 egyenlet megoldasai.

xt 23 sz 1
f@)—?—?—“’"(a‘g)—a

azaz két zérushelye van a fliggvénynek:
x1 =0 (3) xe == (1).
A zardjelben 1évo szam a gyok multiplicitdsat mutatja.
(b) Szédmoljuk ki az elsé, a masodik és a harmadik derivéltat!
f'(z) =22 — 22, f"(z) = 62* — 2, f"(x) =12z — 2.

A stacionarius helyek az
fl(x) =22° —2* = 2*(20 — 1) = 0

egyenlet megoldasai. Azaz

1
xle, ZE‘3:§.

Mivel f"(xzq1) = f"(0) =0, ezért f-nek az x; = 0 helyen nincs lokélis széls6értéke. Tovabba
1 1
14 — 1 - — > 0
fxs) = f <2) 5 >0,

ezért f-nek az x3 helyen lokalis minimuma van:
1 1
Pmin a5 ae |
(2 96)

1
(c) Az f fliggvény szigortian monoton csokkend, ha f/'(z) < 0, azaz z < 3 ill. az f fiiggvény
szigoruan monoton noévekvo, ha f'(x) > 0, azaz x > 7

(d) Az inflexiés pont(ok) els6 koordinataja az f”(z) = 0 egyenletbél adddik:

) 1
z1=0 és T4 = 3
1
Mivel f”(0) = —2 # 0 és f"” <§) =2 #0, igy a fiiggvénynek két inflexids pontja van:

, 1 1
-Pinfll (07 0) €s -P’inflg <§7 _ﬁ) .
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(e) Az f fiiggvény konvex, ha f”(z) > 0, azaz
1
x <0 vagy T > 3

mig az f fliggvény konkédv, ha f”(z) < 0, azaz

1
O<a <=
3
(f) lim f(z)= lim f(x)=+oo,
(g) A fiiggvény grafikonja:
y
0.1
0.08
fix)
0.05 |
0.02
T T —OF T : ! ! X
0.5 0.25 0 w 0.75 1
Pinﬂ1
Pinf/2 Pmin

5.9.5. f(x) =4x* + i és Dy =R\ {0}.

(a) A zérushely az f(z) = 0 egyenlet megoldasakor adddik.

1 423 +1
flz) =42+ =~ = v =0 & 42° = —1,
X x
azaz
1
xlz—%.



5.11 UTMUTATASOK S MEGOLDASOK 229

(b)

Szamoljuk ki az elsd, a méasodik és a harmadik derivaltat!

f@)=8s——,  flw=8+=  ['@)=-—

A staciondrius hely(ek) az

Mivel

R

ezért f-nek az x, helyen lokdalis minimuma van:

1
Pmin _73 .
(%)

1
Az f fuggvény szigorian monoton csokkend, ha f'(x) < 0, azaz ha x < 0, ill. ha 0 < x < 3

Az f fiiggvény szigorian monoton névekvé, ha f'(x) > 0, azaz ha x > 7

Az inflexiés pont(ok) els6 koordindtdja az f”(x) = 0 egyenletbdl adédik:

2 8P +2
f%@=8+5§: =0 & 4o = —1,
azaz
1
I =——F.

1
—) = 0, igy a fliggvénynek inflexiés pontja van az z; helyen:

i
1

Pogi | =570 -

”( Vi )

J6l lathatd, hogy az inflexiés pont az z-tengelyen van. Az f figgvény konvex, ha f”(z) > 0,
azaz

Mivel f" (x1) = f"" (—

1
r< ——= vagy x>0,

V4

mig az f fliggvény konkdv, ha f”(x) < 0, azaz ha

1
———<z<0

/4
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(d) f altort fiiggvény, igy

. _ . 2
M, () = g 47 = oo

Tovabba

i, S =m0 &l flo) = 4o

Az x3 = 0 helyen f-nek pélusa van.

(e) A fiiggvény grafikonja:

3
2
2
5.9.6. f(x) = %, Dy =R. A fiiggvény paros.
(a) Zérushely nincs.
(b) Szamoljuk ki az els6, a méasodik és a harmadik derivéltat!
8z 16 — 24x2 9623 — 192z
/ o " _ DT e " i
f(l') - (1324-2)2, f (:C> (.’132+2)37 f (LC) (ZL’2+2)4
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A stacionarius hely(ek) az
8w
/ = ——————
P = Gaap

egyenlet megoldasai. Az f fiiggvénynek egyetlen stacionérius helye van:

0

x1:0.

Mivel
f(x) = f"(0)=2>0,

ezért f-nek az x; = 0 helyen lokalis minimuma van:

Pin (0,1).

(c¢) Az f fliggvény szigoriian monoton csokkend, ha f'(x) < 0, azaz ha x < 0, ill. az f fliggvény
szigoruan monoton novekvé, ha f/'(z) > 0, azaz ha x > 0.

(d) Inflexiés pont ott lehet, ahol

y 16 — 2422
f(z) = oy Y
azaz 5
z? =2,
3
vagyis:
2 i 2
Tog = — 5 €s T3 = g
Mivel

f/// (:l: %) #07

igy a fiiggvénynek két inflexids pontja van:

2 3 2 3
Pop [ =1/2.2 s Pom | —1/2.2).
infly < \/;7 2) €S infla < 37 2)

(e) Az f fiiggvény konvex, ha f”(x) > 0, azaz

\/§< <\/§
— J— m J—
3 3’

mig az f fliggvény konkév, ha f”(x) < 0, azaz ha

< \/5 > 2
X — — va, X —.
3 &y 3
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(f) f altort fliggvény és

32?2 +2 4
I ="a35 =3 oyy
azaz
hlf f(z) = lim f(z)=3.
(&) Ry =[1,3].

(h) A fliggvény grafikonja:

5.9.7. f(z) = % - 1%; Dy =R\ {1,0}.
N 3 _x2—4:p—2_[m—(2+x/€)}-[$—(2—\/6)]
F@) =Gt o~ 2t - 2L+ 1) '

A monotonitds vizsgalatdndl figyelembe vessziik, hogy Dy = R\ {—1,0}. Az f fiiggvény szigorian
monoton csokkend, ha f/'(z) < 0, azaz ha

r—(24V6)] - [z — (2—V6)]

22(1+x)?

f’(x):[ <0 & [m—(2+\/5)]-[1:—(2—\/6)]<07

vagyis ha
2-V6<z<0 vagy 0<xz<2+V6.
Az f fuggvény szigortian monoton névekvd, ha f'(x) > 0, azaz ha

z—(24V6)] - [z - (2-V6)]

oy |
Flw) = z2(1 + x)?

>0 e [x—(2+\/5)]-[a:—(2—\/6)]>0,
vagyis ha

r < —1 vagy —l<z<2-+6 vagy x> 2+ 6.
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5.9.8. f(z) = " 5, Dy =R\ {1}.

(= 1)

(a) Zérushely: ;7 =0 (1). A zardjelben 16v6 szam a multiplicitdst mutatja.
(b) Szamoljuk ki az elsd, a méasodik és a harmadik derivéltat!

, =3z -3 " b+ 12 iy _ —18x — 54
f@=foge IW=gope M@=

A stacionarius helyek az

—3r -3
!

= ————_ 0
egyenlet megoldasakor adédnak. Az f fiiggvénynek egyetlen stacionarius helye van:

To = —1.
Mivel 3

f”(l‘g) — f// (_1) — é > O,

ezért f-nek az xo = —1 helyen lokdalis minimuma van:

3
Pmin _17__ .
(=)

(c) Az f fiiggvény szigorian monoton csokkend, ha f'(z) < 0, azaz ha
r < —1 vagy x> 1.

Az f fiiggvény szigortian monoton névekvo, ha f'(x) > 0, azaz ha

—-1l<z<l1.
(d) Inflexiés pont ott lehet, ahol
6x + 12
1!
e — 0
F'(@) = g =0
azaz,
6xr + 12 =0,
vagyis:
Tr3 = —2.
Mivel 5
" 9y =~ 0
igy a fliggvénynek inflexiés pontja van az x3 = —2 helyen:

2
Pingi (—2, —g) :



5.11 UTMUTATASOK S MEGOLDASOK 234

(e) Az f fiiggvény konvex, ha f”(z) > 0, azaz ha
—2<zr<l1 vagy xz>1,
mig az f fliggvény konkdv, ha f”(x) < 0, azaz ha

T < —2.

(f) f valédi tortfigvény, tehat
lim f(z)= lim f(z)=0.

T——+00 T——00

f-nek az x4y = 1 helyen kétszeres pélusa van és

xgrﬂo o) = mgllr}ro f(w) = oo,

(8) Ry = [—%Hroo)-

(h) A fliggvény grafikonja:

fix)
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1

5.9.9. f(z) =2%+ et Dy =R\ {0}. A fiiggvény paros.
1

(a) Zérushely nincs, mert f(z) =2® + — >0, Vo € Dy esetén.
T

(b) Szamoljuk ki az els6 és a méasodik derivaltat!

2 ) 6
f'(x) :295—5 és  f'(x) :2—1-;.
A stacionarius helyek az
2 20t — 2
f/(x)ZQx—;: :L,S =0

egyenlet megoldasakor adédnak. Két stacionarius hely van:
r; = —1 és To = 1.

Mivel f"(z12) = f"(£1) = 8 > 0, igy mindkét staciondrius helyen lokdlis minimuma van a
fiiggvénynek:
Pminl (—1,2) éS Pmm2 (1,2)

2
(c) A monotonitds vizsgdlatédhoz vazoljuk az f'(z) = 2z — — fliggvény grafikonjat!
T
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Az f fliggvény szigorian monoton csokkend, ha f'(x) < 0, azaz ha
r < —1 vagy 0<z<l.
Az f fliggvény szigorian monoton névekvé, ha f’(x) > 0, azaz ha

—-1l<x<0 vagy x> 1.

(d) Mivel
6 221 + 6
f//(ZE):2+E:T>O VZEEDf,

igy a fliggvénynek nincs inflexios pontja, tovabba a teljes értelmezési tartoméanyan konvex.

(e) f altort fiiggvény és

. _ . 2
L @)= Dp a7 = oo

Tovabba

i, J(0) =l () = o

f-nek az x3 = 0 helyen kétszeres pélusa van.

(f) Ry =1[2,400).
(g) A fuggvény grafikonja:
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5.9.10. f(z)=x-e % Dy =R.

(a)

(b)

A zérushely az f(z) = 0 egyenlet megoldasa.

flx)=x-e"=0 & x1=0.

Szamoljuk ki az elso, a masodik és a harmadik derivaltat!

fla)y=c"-(1-a), [fla)=c-(@-2), ["a)=c"(3-ua).

A stacionarius helyek az
f(z)y=€e*- (1—2)=0

egyenlet megoldasakor adodnak. Az f fliggvénynek egyetlen stacionarius helye van:
To — 1.

Mivel _q
f(we) = f"(1) = — <0

ezért f-nek az x9 = 1 helyen lokalis maximuma van:

1
Pmax (17 _) .
e

Az f fiiggvény szigortian monoton csokkend, ha f'(x) < 0, azaz ha 1 — z < 0, tehét
x> 1,
mig az f fliggvény szigorian monoton névekvo, ha f'(x) > 0, azaz ha 1 — z > 0, vagyis

T < 1.

Inflexiés pont ott lehet, ahol

azaz
r—2=0,
vagyis:
T3 = 2.
Mivel ]
f/// (2) — ; # O,

igy a fliggvénynek inflexiés pontja van az x3 = 2 helyen:

2
Py g <2, g) :
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(e) Az f fiiggvény konvex, ha f”(z) > 0, azaz ha = — 2 > 0, vagyis
x> 2,

mig az [ fliggvény konkdv, ha f”(x) < 0, azaz ha

r < 2.
(f) lim f(z) = —o0 és lir+n f(z)=0.
(@) R 1
= —o0,—|.
g) Ly '
(h) A fiiggvény grafikonja:
y
1]
PmaX P
infl
0 T
1 0 1 2 3
1]
fix)
_2_
-3_

5.9.11. f(z) = e'ts, Dy = R\ {0}.

(a) Zérushely nincs, mert Vo € Dy esetén
flz) = etr > 0.

(b) Szamoljuk ki az els6, a méasodik és a harmadik derivéltat!

fla) = —— et ) = et e k1), () =

xrd

o (622 + 62+ 1).
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Az f figgvénynek egyetlen stacionarius helye sincs, mert

1 1
! 141
Az f fiiggvénynek tehat nincs lokalis szélsoértéke.

(c) Az f figgvény Ds-en szigorian monoton csékkend, mert

1

fllw)=—= €= <0,
x
ha z € Dy.
(d) Inflexiés pont ott lehet, ahol
" 1 141
f (x)—gwa v (2z+1)=0,
azaz
20 +1=0,
vagyis:
1
xr=—=.
2
Mivel .
() 40
1
igy a fiiggvénynek inflexiés pontja van az x = —3 helyen:

11
Pinpi{ =5.= | -
(20)

(e) Az f fiiggvény konvex, ha f”(z) > 0, azaz ha
1
—§<x<0 vagy x>0,

mig az f fiiggvény konkav, ha f”(z) < 0, azaz ha

< 1
r< —=.
2

(f) f-nek az xy = 0 helyen masodfaji szakaddsa van, mert

Jp, S =0 6l )= e
Tovabba
lim f(z)=e.

r—=+o00

Az y = e egyenes az f fiiggvény vizszintes aszimptotaja.
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(8) By =RV\ {e}.

(h) A fiiggvény grafikonja:

fix)

5.9.12. f(z) = e, Dy = R. A fliggvény péros és f(z) > 0. Szamoljuk ki az els6 és a masodik
derivéltat!

2 4a% — 2
fla)y=-= & f'l@)=—
er er
A stacionarius helyek az
2
Ja)= -5 =0
eI

egyenlet megoldasakor adédnak. Az f fiiggvénynek egyetlen stacionarius helye van:
Ty = 0.

Mivel
f(z1) = f"(0) = -2 <0,

ezért f-nek az x; = 0 helyen lokalis maximuma van:
Praz (0,1).

Az f figgvény szigorian monoton csokkend, ha
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vagyis ha x > 0, mig az f fliggvény szigorian monoton névekvé, ha

f(x) = —= > 0,

vagyis ha x < 0.

5.9.13. f(x) = e, Dy =R\ {0}. A fiiggvény paros és f(z) > 0.

()

(b)

Zérushely nincs, mert Vo € Dy esetén
flz) = e 37 > 0.

Szamoljuk ki az els6, a méasodik és a harmadik derivaltat!

/ o -4 " o 2 -4 2 " o 1
O N R R ) AR
Az f fiiggvénynek egyetlen stacionarius helye sincs, mert

2 1
N 1
f(fﬁ)—;'e 2 £ 0.

Az f fiiggvénynek tehat nincs lokélis szélséértéke.

Az f fiiggvény szigorian monoton csokkeno, ha

2
fla) =2 <0,
vagyis ha x < 0, mig az f fliggvény szigortian monoton névekvd, ha
2 _a
f’(x)z;-e 2 >0,
vagyis ha x > 0.

Inflexids pont ott lehet, ahol

x4 2
azaz
2
i 3=0,
vagyis:
2 i 2
T1 = —1\/ = és Ty =4[ —
! 3 2 3
Mivel

f/// (:l: %) £ 0,

igy a fliggvénynek két inflexiés pontja van:

L7 - (24at — 3622+ 8).

2 1 , 2 1
Pins1, <_\/;7ﬁ> és Py s1, (\/;, m) .
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(e) Az f fiiggvény konvex, ha f”(z) > 0, azaz ha

2 2
—\/;<:c<0 vagy 0<x<\/;,

mig az [ fliggvény konkdv, ha f”(x) < 0, azaz ha

—1\/ = Vi =.
3 2 3

(f) f-nek az xy = 0 helyen elséfaji, megsziintethetd szakaddsa van, mert

lim f(z) = xl_i)gr}ro f(z) =0.

rz—0—0

Tovabba
lim f(z)=1.

r—F00

Az y =1 egyenes az f fliggvény vizszintes aszimptotdaja.

(g) Ry =(0,1).
(h) A fiiggvény grafikonja:

0.8]
f(x)
0.6]

04]

P 02,

2.5 2 1.5 -1 0.5

02
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5.9.14. f(z) =

(a)

(b)

2—x

,D; =R.

A zérushely az f(x) = 0 egyenlet megoldésa.

()

_2—:v

=0 <~ T = 2.
e

Szamoljuk ki az els6, a méasodik és a harmadik derivaltat!

@) =22 @ =12E 0 e =22

A stacionarius hely az

er er

fl(x)==——=0
egyenlet megoldasakor adodik. Az f fiiggvénynek egyetlen stacionarius helye van:
Ty = 3.
Mivel )
[ = 1"3) = 5 >0,

ezért f-nek az xo = 3 helyen lokalis minimuma van:

1

Az f fliggvény szigorian monoton csokkend, ha

oy =223

61‘
vagyis ha x < 3, mig az f fliggvény szigortian monoton névekvd, ha

<0,

-3
flz)=""=>0,
6.1'
vagyis ha = > 3.
Inflexiés pont ott lehet, ahol
4—zx
1
— -0
) = === =0,
azaz
4—x=0,
vagyis:
T3 = 4.
Mivel .
"
)=~ #0,

igy a fliggvénynek van inflexids pontja az x3 = 4 helyen:

2
Pinsi (47 —g) :
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(e) Az f fiiggvény konvex, ha f”(z) > 0, azaz ha
r <4,

mig az f fiiggvény konkav, ha f”(z) < 0, azaz ha

x> 4.
(f) Hatarértékek:
2 — -1
lim f(z)= lim = <§> = lim — =0,
T—+00 z—+o0 % 00 z—+oo €T
tovabba
. . 2-x
lim f(z)= lim = +00.
T——00 rz——0c0 et

® B = |-to0).

(h) A fiiggvény grafikonja:

0.1

0.05
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5.9.15. f(z) =xInuz.

(a)

A fiiggvény értelmezési tartomanya:
D; =R,

A figgvény zérushelyét az f(x) = 0 egyenlet megolddsakor kapjuk.
flz)=znz=0 & Inz =0,

azaz
xr = 1.

A lokalis szélsoérték- és inflexios pontok meghatarozasihoz szamoljuk ki az els6 és a masodik

derivéltat! )
f(z)=1+Inz és f(z) = —.

T

A stacionarius hely az
fl(x)=14Inz=0
egyenlet megoldasakor adodik. Az f fiiggvénynek egyetlen stacionarius helye van:
;1

Tg =€ = —.
e

Mivel .
f”(l”z) _ f// (E) —e>0,

1 L
ezért f-nek az xo = — helyen lokalis minimuma van:
e

1 1
Pmin (_7 __> .
e e

Az f fiiggvény szigoruan monoton csokkeno, ha

f(x)=14+Inz <0,
vagyis ha 0 < x < —, mig az f fiiggvény szigorian monoton novekvo, ha
e
f(x) =14+Inz >0,

1
vagyis ha x > —.

f-nek nincs inflexiés pontja, mert Vo € Dy esetén

f(@) =+ 0.

X

Azonnal adédik, hogy f konvex Dg-en, mert Vo € Dy esetén

f(x) = ! > 0.

X
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(c) Hatarértékek:

1
. . . Inax 00 . T .
x x
tovabba
lim f(z) = +oo.
r—+00
(d) A fiiggvény grafikonja:
y
2
f(x)
1]
(UEN X
To 1 P
P_.
min
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5.9.16. f(z) = z*Ina?.

(a)

Dy =R\ {0}. A fliggvény paros, mert Vo € Dy esetén
f(—2) = (—2)*In(—2)* = 2*In2? = f(z).

A fiiggvény zérushelyeit az f(x) = 0 egyenlet megoldasakor kapjuk. Dy =R\ {0} miatt
fx)=2In2* =0 & Inz? =0,

azaz

vagyis két zérushelye van a fliggvénynek:

r1=—1 és Te9 = 1.

A lokalis széls6értékek meghatdrozasahoz szamoljuk ki az els6 és a masodik derivéltat!
f'(z) =2z + 2z In2” é6s  f"(z) =6+2Ina*
A stacionarius helyek az
fl(x) =22 +22In2* =22(1+1Ina2?) =0
egyenlet megolddsakor adédnak. Dy = R\ {0} miatt
22(1+1Inz?) =0 = Inz?=—1,

azaz

1
éS T4 = %
Mivel

[ (wsq) = f" (ﬂ:%> =4>0,

ezért f-nek az x3 és az x4 helyeken lokdlis minimuma van:

1 1 1 1
Pminl T =T : Pming B
(«é ) - (ﬁ )

Az inflexiés pontok meghatarozasahoz oldjuk meg az

() =6+2Inz* =0
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egyenletet!

2Inz? = —6 & T =e°=—
vagyis
1 ) 1
Ty —= ——F— es Tg — ——.

Ved

Mivel f"(x56) # 0, ezért az f fliggvénynek két inflexids pontja van:
1 3 ) 1 3
P (-7ms) & e(GEs)

lim f(z)= lim f(z)=+o0,

(c) Hatarértékek:

T——+00 T——00
tovabba
2
21 -
lim f(r) = lim 22*Inz = (0-00) = lim . (2> = lim —%— = lim (—2%) =0.
x—040 x—040 x—040 1 o0 rz—040 9 1 x—040
el STl

A fliggvény paros, igy
lim f(z)= lim f(z)=0,

rz—0—-0 z—0+0
azaz

lim f(z)=0.

z—0

(d) A flggény grafikonja:

fix)

0.5
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5.9.17. A 5.9.16. feladat megolddsakor ldttuk, hogy Dy = R\{0} és az f(z) = 2? In 2? figgvénynek
két inflexiés pontja van:

1 3 , 1 3
P (-7ms) & en(GEs)

f"(z) =6+2Inz* >0,

f konvex, ha

vagyis ha
1

T < ——= vagy x

1
> —.
Ved Ve3

Tovabba f konkav, ha
f"(z) =6+2In2* <0,
vagyis ha
1 1
——<2x<0 vagy <z < —.

Ved Ve?
5.9.18. f(z) = zInz?
(a) Dy =R\ {0}. A fiiggvény paratlan, mert Vo € Dy esetén
f(=2) = —zln(—2)? = —zln2® = — f(z).

(b) A figgvény zérushelyeit az f(x) = 0 egyenlet megoldédsakor kapjuk. Dy = R\ {0} miatt
f(z)=zlnz®=0 & Inz? =0,

azaz

vagyis két zérushelye van a fiiggvénynek:

I = —1 és To = 1.

(c) A lokalis szélsértékek meghatarozdsdhoz szamoljuk ki az els§ és a masodik derivaltat!

fl(x)=2+Inz* &  f'(2)= %

A stacionarius helyek az
fllz)=2+Ia*=0

egyenlet megoldasakor adédnak.

1
Inz?= -2 & z? = -
e
tehat az f fliggvénynek két staciondrius helye van:
1 ) 1
r3 = —— €S Ty — —.
e e
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Mivel )
f(x3)=f" (——) =2 <0,
€
. 1 - .
ezért f-nek az x3 = —— helyen lokalis maximuma van:
€
1 2
Pmaa: (__7 _) .

e e

Tovabba

[ (zg) = f" (1) = 2e > 0,

e

1 o
ezért f-nek az x4 = — helyen lokdlis minimuma van:
e

1 2
Pmin (_7 __) .
e e

Az f fiiggvény szigoruan monoton csokkeno, ha
fl(z)=2+na* <0,
vagyis ha
1 1
— <z <0 vagy 0<z < —,
e e
mig az f fliggvény szigorian monoton novekvd, ha
fl(z) =2+ 1Inz* >0,
vagyis ha

1 1
T < —— vagy T > —.
e e

f-nek nincs inflexiés pontja, mert Vo € Dy esetén

2
"
=—#0.
[y == #
f konvex, ha
2
"(z)==>0
fila)=—>0,
vagyis ha x > 0. Tovabba f konkav, ha
2
"(z)==<0
f@)=2 <o,

vagyis ha xz < 0.
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(e) Hatarértékek:
lim f(z) =+o0 és lim f(x) = —o0,

T—4-00 T——00
tovabba
1 2 — -2z
lim f(r) = lim zlnz® = (0-00) = lim S <E) = lim £ = lim (—2z)=0
2—0+0 2—0+0 z—0+0 1 00 e—0+0  —1 z—0+0
x x?
és
xg{)rio fle) = ;L‘E{]l}»() f(z) =0.
(f) A figgény grafikonja:
y
Pmax
f(x)
0.5]
oA X
1 05 0 05 1
-0.5)
Pmin

1
5.9.19. f(z) =1In =
(a) Dy =RT.

(b) A fliggvény zérushelyét az f(z) = 0 egyenlet megoldasakor kapjuk.

1 1
In—=0 & — =1,
x x

azaz egyetlen zérushelye van a fliggvénynek:

(1,’1:1.
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(¢) Szamoljuk ki az elsé és a masodik derivéltat!

1 1
’ - , " -
f (l’) - T €S f (I) xQ
f-nek nincs lokalis szélséértéke, mert Vo € Dy esetén
1
!
= —— #£0.
flay=—= #
Nyilvanvald, hogy f szigorian monoton csokkend Dj-en, mert
1
() = —= <0,
fla) ==

ha x > 0, azaz ha x € Dy.
d) f-nek nincs inflexiés pontja sem, mert Vo € D, esetén
pontj f

1
f'(x) = s # 0.
Rogton adédik, hogy f konvex Dy-en, mert Vo € Dy esetén

Fla) =~ >0

2

(e) Hatarértékek:
lim f(z)=—-00  és lim f(x)= +oo.

z——+00 z—0+0
(f) A fliggvény grafikonja:
y
1.5]
f(x)
1]
0.5
T 0 T
0.5 0 05

-0.5)
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5.9.20. f(x) =ex, D =R\ {0}. A fiiggvénynek nincs zérushelye, mert Va € D; esetén

flz) = e > 0.

(a) A monotonitas vizsgdlatdhoz szamoljuk ki az elsé derivaltat!

Roégton adddik, hogy f-nek nincs lokélis szélséértéke, mert Vo € Dy esetén f'(z) # 0. Tovabba

Vx € Dy esetén
1 1
f/<x) = ez - (-;) < 0,

vagyis f szigorian monoton csokkend D-en.

A konvexitas vizsgalatahoz szamoljuk ki a mésodik és a harmadik derivaltat!

F'(z) = ex - (%) (142z)  és  f(z)=er - (—i) (14 62 + 622).

26

Az inflexiés pont meghatarozasahoz oldjuk meg az

Flla) = et (%) (1+22)=0

egyenletet!

vagyis

1 32 1
Mivel f" (——) = — #0, ezért az f fiiggvénynek inflexiés pontja van az z; = —3 helyen:
e

2
11
Pt (5.5 )

A konvexitas vizsgélatanal figyelembe vessziik, hogy Dy = R\ {0}. Az f fiiggvény konvex, ha

F'(x) = or . (l) ~(1+2z) >0,

x4

vagyis ha 1+ 2x > 0, azaz ha

f konkav, ha

vagyis ha 1 + 2z < 0, azaz ha
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(c) Hatarértékek:
lim f(z)=1 és lim f(z)=1,

tovabba:
lim f(z)=+o0 és lim f(z)=0.

(d) A fiiggvény grafikonja:

f(x)

AO
>

5.9.21. f(z) = "7, Dy = R.
(a) f'(x) = e . cosw. f szigortian monoton novekvd, ha
f'(z) = e . cosz > 0.

. ™ T p i , ,
Mivel x € (—5, 5) esetén e®™?* > 0 és cosx > 0, ezért

f'(z) >0,
. , . " ™ TN . ‘ I
azaz f szigorian monoton novekvo a (—5, 5) intervallumon, tehat az éllitas igaz.

3
(b) f-nek stacionérius helye van az xy = g helyen, mert

3 . 3m 3 1
I <§) :esm%-cos%T:E-o:o.
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A masodik derivalt:

sin x

f(z) = e - cos® v — 7 - sinx = 57 - (cos® x — sin ).

Mivel

3 3 3T 3 1 1
nf 2" _ sin A 29" a2 :_.0_ -1 — 0
f(z) e (eos T —sin ) = = (0= (<1)) = = > 0,

T
igy f-nek lokélis minimuma van az zy = - helyen. Az allitdas tehat nem igaz.

5.9.22. f(z) =In(2? —1).
(a) Dy =R\ [-1,1]. A fliggvény paros, mert Vo € Dy esetén —x € Dy és
f(=2) =In((-2)* = 1) = In(a® - 1) = f(a).
(b) A fiiggvény zérushelyeit az f(x) = 0 egyenlet megoldasakor kapjuk.
In(z*> —1) =0 & 7t —1=1,
azaz két zérushelye van a fiiggvénynek:

Ir = —\/§ éS To = \/§

(c) Szamoljuk ki az els6 és a masodik derivéltat!

2 202 + 2
flla)=—5— & f"@):‘ﬁ'

2 —1

f-nek nincs lokalis szélséértéke, mert Vo € Dy esetén

2
2 —1

o) = 25 40
(Megjegyzés: f'(z) =0, hax=0,de0 ¢ Dy.)

(d) Az f fuggvény szigorian monoton csokkend, ha

2z

"(z) = <0
f@) = s <0,
vagyis ha r < —1, mig az f fliggvény szigorian monoton novekvo, ha
2z
"(x) = >0
f@) = >0,

vagyis ha = > 1.
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e) f-nek nincs inflexios pontja, mert Vo € D, esetén
pontj f

neoN 2% + 2

Rogton adédik, hogy f konkav Dy-en, mert Vo € Dy esetén

() = —% <0,

(f) Hatérértékek:
lim f(z)= lim f(x)= +o0,

T——+00 T——00
és

lim f(a) = Jim (z) = —oo0.

(g) A fuggvény grafikonja:

f(x)
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Inz

5.9.23. f(iC) = 7

(a)
(b)

Dy =RT.
A fiiggvény zérushelyét az f(x) = 0 egyenlet megoldasakor kapjuk.

1
E:O & Inz =0,
x

vagyis egy zérushelye van a fiiggvénynek:

1’1:1.

A lokalis szélsoérték vizsgdlatahoz szamoljuk ki az els6 és a méasodik derivaltat!

l1—Inz i —3r+2xlnzx
f(x) = = és  f(z) = — i
A stacionarius hely az
l—Inzx
fla) =+t =0
egyenlet megoldasakor adddik.
1-1
2n$ =0 & Inz =1,
x

Az f figgvénynek egyetlen stacionarius helye van:

To9 = €.
Mivel .
f,/(xQ) — f/l (6) — _6_3 < 07
ezért f-nek az ro = e helyen lokdlis maximuma van:
1
Pmax (67 _) :
e
Az f fliggvény szigorian monoton csokkend, ha
1—Inzx
/ —
f (ZE) _ ZL‘2 <0
vagyis ha 1 —Inx < 0, azaz ha
O<z<e.
Az f fiiggvény szigoruan monoton névekvo, ha
l—Inzx
/ —
f (.Z') - 1:2 > 07
vagyis ha 1 —Inz > 0, tehét
T >e

esetén.
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(e) Az inflexiés pont meghatérozaséhoz oldjuk meg az

—3r+2znzx
f”(%) = T =
egyenletet!
—3x + 2x1
THEEAT ) e —Sa+2lhz=z(—3+2ma) =0,
x
vagyis )
T3 = e2.

Mivel f"” (e%> # 0, ezért az f fliggvénynek inflexiés pontja van az xr3 = e helyen:

3
Py | e2, .
ﬂ( 2e )

(f) A konvexitds vizsgdlatanal is figyelembe vessziik, hogy Dy = R*. Az f fliggvény konvex, ha

W

N

—3z+2zlnx
f//(l') = T > 0,
vagyis ha —3z + 2xIlnz > 0, azaz ha = > es. f konkav, ha
() = —3r+2zxnz <0,

4
vagyis ha —3x 4+ 2zInx < 0, azaz ha 0 < z < ez.

(g) Hatérértékek:

1 1
lim f(z) = —o0 és lim f(z)= lim e (§> = lim —=0.

z—040 r——+00 r—+o0o I
(h) A fliggvény grafikonja:

y

fix)
05
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T
5.9.24. f((f) = m

(a) Dy =R\ {1}.
(b) f-nek nincs zérushelye.

(c) Szamoljuk ki az els6 és a masodik derivéltat!

Inx —1 2—Inx
"(z) = és "(z) =
fz) In?z f(z) xIn®z
A stacionarius hely az
Inx —1
"(z) = =0
egyenlet megoldasakor adddik.
Inz—1
1 ac2 =0 & Inx =1,
In“z

Az f fiiggvénynek egyetlen stacionarius helye van:
1 = €.

Mivel ]
f”(ﬂfl) = f” (6) = g > O,

ezért f-nek az x; = e helyen lokdalis minimuma van:

Pmin (6, 6) .

d) A monotonités vizsgélatakor figyelembe vessziik, hogy D, = Rt\{1}. Az f figgvény szigoriian
f

monoton csokkeno, ha
Inz—1
fl@) =—%—

In“z

<0
vagyis ha Inx — 1 < 0, azaz ha
0<z<l vagy l<z<e.

Az f fliggvény szigorian monoton névekvo, ha

_lnx—l

() =

> 0,
In?x

vagyis ha Inx — 1 > 0, tehat
r>e

esetén.
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(e) Hatarértékek:

zg{)&o flw) =0, xEIIIJIrO f(w) = oo, xkrflo fl@) = —o0

és .
i 1) = i = () =t 1=t e e

T

(f) A fiiggvény grafikonja:

fix)

Pmm(e,e)

(g) By =R\[0e).
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5.9.25. f(x) =sinz + cosz, x € [0,27]. Szdmoljuk ki az els6 és a masodik derivéltat!
f'(x) =cosx —sinz  é  f"(xr)=—sinz — cosuz.

A stacionarius helyek az
f'(z) =cosz —sinx =0

egyenlet megoldasakor adédnak.
cosx —sinx =0 & cosx = sinz,

azaz
tgr = 1.

x € [0,27] miatt két staciondrius helyet kapunk:

Zz z €s T 5_71—
1_4 2—4-
Mivel /3 e
vy (MY V2 VE
Py =1 (3) = -5 - = vz <o,

. ™ ‘1 .
ezért f-nek az x| = 1 helyen lokalis maximuma van:

e (59)
Tovabba
[ (x2) = f" (%) = ng g =v2>0,

, ™ s ..
ezért f-nek az xqy = T helyen lokalis minimuma van:

5.9.26. f(z) = cosx — cos’z, v € [—m,w|. A fiiggvény pdros, mert szimmetrikus az értelmezési
tartomany és
f(—2) = cos(—x) — cos*(—x) = cosx — cos’ v = f(x).

Szamoljuk ki az elsé és a masodik derivéltat!
f/(r) = —sinz +2cosxsinz  és  f'(x) =4cos’w — cosx — 2.
A stacionarius helyek az

f(z) = —sinz +2coszsinx = sinz(2cosz — 1) =0
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egyenlet megoldasakor adédnak.
sinz(2cosz —1) =0 & sinx =0 vagy cosT = 3.

x € [—m, 7] miatt 6t stacionarius helyet kapunk:
T
Ty = —T Ty = —— r3 =0 Ty =

T
3 3

T5 = T.
Mivel
(1) =f"(£7)=44+1-2=3>0 és f(z3)=f"(0)=4—-1-2=1>0,
ezért az xq, r3 és xy helyeken lokalis minimuma van a fliggvénynek:
Prin, (—m,—2), Prin, (0,0), Pring (m,—2).

Tovabba
1 3

Pl = (£) =1- 3 -2= -3 <

ezért az xo és x4 helyeken lokdlis maximuma van a fiiggvénynek:

T 1 ) T 1
Pmaml <_§7 Z) €s Pmamg <§7 Z) .

A figgvény grafikonja:

P
f p max,

min,

/2 0 m

min mll’73
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5.9.27. f(x) = varctgx, Dy = R.
(a) f paros, mert két paratlan fliggvény szorzata:
f(—=z) = —zarctg(—x) = —x - (— arctgx) = rarctgx = f(z).
A fliggvény zérushelyét az f(z) = 0 egyenlet megoldasakor kapjuk:
rarctgx =0 & x=0.

Konnyen ldthatd, hogy ha x > 0, akkor arctgz > 0, igy f(x) > 0. f parossiaga miatt z < 0
esetén ugyancsak f(x) > 0 4ll fenn.

(b) Szédmoljuk ki az els6 és a masodik derivéltat!

2
(14 22)%

f'(z) = arctgz + és f(z) =

1+ 22

A stacionarius hely az

f'(z) = arctg z + 1 fo =0

egyenlet megoldasakor adédik. Vizsgaljuk f'(z) el&jelét!

1. eset: Ha x < 0, akkor arctgz < 0 és _r <0, igy

1+ a2
'(z) = arct < 0.
f(x) = arc gx+1+x2
2. eset: Ha x = 0, akkor arctgx = 0 és A 0, igy
1+ 2?2
! = t — O
f(x) = arc gx+1+x2
3. eset: Ha = > 0, akkor arctgx > 0 és * > 0, igy
1+ 2?2
f'(z) = arctg x + > 0.

1+ 22
Tehat az f fiiggvénynek egyetlen stacionéarius helye van:
xr1 = 0.

Mivel
f'(x1) = f"(0) =2 >0,

ezért f-nek az x; = 0 helyen lokalis minimuma van:
Ppin (0,0) .

A fentiekbol azonnal adédik, hogy az f fiiggvény szigorian monoton csokkeno, ha z < 0, mig
az [ figgvény szigoruan monoton novekvo, ha x > 0.
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(c) f konvex Dyg-en, mert Vo € Dy esetén

2
") = ——= > 0.
f-nek tehéat nincs inflexiés pontja.

(d) lim f(z) = +o0.

r—+0o0

(e) Ry =RTU{0}. A fliggvény grafikonja:

5.9.28. f(z) =z — arctg2z, Dy = R.
(a) A fiiggvény paratlan, mert két paratlan fiiggvény kiilonbsége:

f(—z) = —x — arctg 2(—z) = —x + arctg 2z = — (v — arctg 2x) = — f(z).

(b) Szamoljuk ki az els6 és a méasodik derivaltat!

B 472 — 1 16x

fl(x) = 1 6 f(x) = a2
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A stacionarius helyeket az

422 — 1
/ pumy p—
F@) = gy
egyenlet megoldasakor kapjuk meg.
422 — 1
Zﬂﬁ = ~ 4£L‘2 = ]_,
x
azaz .
2 _ 2
x 1
A fiiggvénynek tehdt két stacionarius helye van:
) 1
T, = —5 €S To = 5
Mivel .
f//(xl) — f// (_§> — _2 < 0’
, 1 - :
ezért f-nek az x; = 5 helyen lokalis maximuma van:
1 1 =
Pmam a5 5 -]
( 2" 2 + 4>
Tovabba

F(w) = £ <%> _9250,

ezért f-nek az xo = 0 helyen lokalis minimuma van:

sz'n 17l_z .
2°2 4

422 — 1
Az f fuggvény szigortian monoton csokkend, ha f'(x) = 4:62 1 < 0, vagyis ha 422 — 1 < 0,
x
azaz ha
1 e 1
——<r< =
2 2
. , . , . ’” / 4332 - 1 . 2
Az f figgvény szigoruan monoton névekvé, ha f/'(z) = 21 > 0, vagyis ha 42 — 1 > 0,
x
tehét
< L > L
< —= va, x> =
2 &Y 2
esetén.

(c¢) Az inflexiés pont meghatarozdsdhoz oldjuk meg az

16x

f(x) :W:O
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egyenletet!
16x

_—_— — 1 =
Gt @ =0

vagyis
T3 = 0.

Mivel f”(0) # 0, ezért az f fliggvénynek inflexids pontja van az x3 = 0 helyen:

Pingi(0,0) .
. , 9 16x ) ,
Az f fiiggvény konvex, ha f”(x) = ———— > 0, vagyis ha 16z > 0, azaz ha x > 0, mig f
(4% 4+ 1)?
16
konkav, ha f"(z) = m < 0, vagyis ha 16x < 0, azaz ha x < 0.

(d) Hatérértékek:
lim f(x)=—o0 és lim f(z) = +o0.

T——00 r——+00

(e) Ry =R. A fliggvény grafikonja:

0.6 |

0.4

max

15 P

fix)=x-arctg2x p

-0.4 ] min

-0.6
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5.9.29. f(z) =alnz + bz* + z és a,b € R. Szamoljuk ki az elsé és a masodik derivaltat!
floy=212+1 b6  fla)=—2 12
T x? '
f-nek lokalis széls6értéke van az x1 = 1 és x9 = 2 helyeken, azaz
flla) =f(1)=0 & fiz)=[f(2)=0,

vagyis
a+2+1=0  és g+4b+1:0

egyszerre all fenn. A két egyenletbdl allo, két ismeretlent tartalmazdé egyenletrendszer megoldasa:

Mivel

f@) =)= —at2=3>0

vagyis f-nek az x; = 1 helyen lokalis minimuma van. Tovabba

f”(fUz) _ f”(2) — _% +2b = —é < 0,

vagyis f-nek az xy = 2 helyen lokalis maximuma van.

5.9.30. f(z) =23 — 32% — 242 + 27, x € R. Szdmoljuk ki az els6 és a médsodik derivaltat!
fl(x)=32"—-6x—-24=0 é  f'(x) =6z —6.

A stacionarius helyeket az
fl(x) =32 —62 —24=0

egyenlet megoldasakor kapjuk meg. A mésodfoku egyenlet megoldéképletét hasznéalva adédik, hogy
a fliggvénynek két stacionarius helye van:

r1 =4 és To = —2.

Mivel
f'(x1) = f"(4) >0,

ezért f-nek az xry = 4 helyen lokalis minimuma van:

Prin (4,—53) .
Tovabba
f”(l’?) — f// (_2) < 0’
ezért f-nek az xo = —2 helyen lokdalis maximuma van:

Praz (—2,55) .
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Az inflexiés pont meghatarozasahoz oldjuk meg az

f"(x)=6x—-6=0

egyenletet!

6z —6=0

Mivel f” (z) = 6 # 0, ezért az f fliggvénynek inflexiés pontja van az x3 = 1 helyen:

Pinfl (17 1) :

=

1'321.

A lokalis széls6értékpontokat 6sszekotd egyenes egyenlete:

€

y=—18z +19.

Nyilvanvald, hogy P;,s € e. A fiiggvény grafikonja:

y=-18x+19
P

max

60

3 2
fix)=x -3x -24x+27

N\

-10 -

(dx]

10

15
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5.10.1. A keresett szamot jelolje x. A feladat az

1
f(x):x—i—g, x>0

fiiggvény lokalis szélstértékeinek keresése. Szamoljuk ki az elsé és a masodik derivaltat!

1 2
12 _ 7 " _
fla)=1-— & fi2)=—.
A stacionarius helyeket az
1 21 -1 1
Play=1- o =22 - B2 g
x x x
egyenlet megoldasakor kapjuk meg. Két stacionédrius hely adddik:
r =1 és Ty = —1,
de a feltétel miatt az o = —1 hely nem jon szamitasba. Mivel

fi(a) = f"(1) =2>0,
ezért f-nek az x1 = 1 helyen lokalis minimuma van:
Prin (1,1).
Az f figgvény x, = 1-t6l kezdve szigoriian monoton novekvo, igy lokalis maximum nincs.
5.10.2. Jelolje x és y a téglalap oldalainak hosszat! Ekkor x > 0 és y > 0, tovabba a feltétel miatt
2z 4+ 2y = 16,

azaz
r+y=28 és y=8—ux.

A téglalap teriilete:
T=uxy=x8—1)=8x— 2"

Tehat a T'(z) = 8z — 22 fiiggvény lokélis szélséértékeit keressiik a megadott feltételek mellett.
Szamoljuk ki az elso és a masodik derivaltat!

T(x)=8-2x é  T"'(x)= -2

Az egyetelen stacionarius helyet a
egyenlet megoldasakor kapjuk. Az

helyen lokalis maximuma van a T'(x) figgvénynek, mert 7”(x) = —2 < 0. Azonnal adddik, hogy
ha x = 4, akkor y = 4, vagyis a téglalap négyzet.
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5.10.3. Az f(z) = z — x? fliggvény maximumdt keressiik, ha z > 0. Szdmoljuk ki az els6 és a

masodik derivaltat!
fl(x)=1-2x és f(z) = —2.

Az egyetelen stacionarius helyet az
fl(z)=1-2x=0

egyenlet megoldasakor kapjuk. Az
T3
helyen lokélis maximuma van az f(x) fiiggvénynek, mert f”(z) = —2 < 0.
5.10.4. = > 0 és y > 0, tovabba
x +1y =300 és y =300 — x.

Az
f(z) = 2%y = 2*(300 — x) = 3002* — 2°

fiiggvény lokalis szélsoértékeit keressiik. Szamoljuk ki az elsé és a masodik derivaltat!
f'(x) =600z — 32>  és  f"(x) =600 — 6z.
Az stacionarius helyeket az
f'(x) = 600z — 32 = 32(200 —z) =0
egyenlet megoldasakor kapjuk. Tehat
r1=0 és zo = 200.

Az z1 = 0 hely nem jon szamitasba, mert a feladat feltételeinek megfeleléen pozitiv megoldasokat
keresiink. Az x5 = 200 helyen lokélis maximuma van az f(x) fiiggvénynek, mert

f"(200) = 600 — 1200 = —600 < 0.
Azonnal adédik, hogy ha x = 200, akkor y = 100.
5.10.5. Jelolje (z,y) a keresett szampart! A feltételek szerint x > 0 és y > 0, tovabba
x+ 1 = 10,

azaz
r =10 —y~.

A szamparban &allé szamok Gsszege:
r+y=10—y*+y.

Vagyis az f(y) = 10 +y — y? fiiggvény lokalis maximumét keressiik, ha y > 0. Szamoljuk ki az els
és a masodik derivaltat!

fflyy=1-2y &  f'(y)=-2
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Az egyetelen staciondrius helyet az
fllyy=1-2y=0

egyenlet megoldasakor kapjuk. Az
1
Y732
helyen lokalis maximuma van az f(y) fliggvénynek, mert a masodik derivéalt mindig negativ. Ha

1
= —, akk
y = 5, akkor

A keresett szampar:
3 1
4°'2)°
5.10.6. Jelolje (z,y) a keresett szampart! A feltételek szerint x > 0 és y > 0, tovabba
ZU2 4 y2 — 47

vagyis az y > 0 feltétel miatt
y=vV4— a2

A szamparban all6 szamok kobének szorzata:
3
oyt =t (VD) =4 - VI 2 = (4 — )V 22,

Tehat az f(x) = (423 — 2°)V/4 — 22 fliggvény lokdlis maximumat keressiik, ha x > 0. Szdmoljuk ki
az elso és a masodik derivaltat!
6 302° — 13223 + 96

/ _ 2 4 — _ 4%4 -z 7 " o
f(x) = (122 — ba*)V4 — a? —m és f(z) = Va2

A stacionarius helyeket az

4ot — 28 628 — 3621 + 4822 62%(z — 622 + 8)
!/ — 12%’2_51'4 4_x2_ — — :0
F) = W e it i

egyenlet megoldasakor kapjuk.

62%(z* — 62% + 8)

Vi

=0 & 62%(z* — 62 + 8) = 0.

Az egyenlet gyokei:
1 = O, Lo = —\/5, T3 = \/§, Ty = —2, Ty = 2.

Az z > 0 feltétel miatt csak az x5 = V2 és az x5 = 2 gyokok jonnek szamitdsba. Ha x = 2, akkor
y = 0 adédna, ami szintén nem lehetséges az y > 0 feltétel miatt. Tehdt csak az x = v/2 megoldést
kell vizsgalnunk a tovabbiakban. Itt lokdlis maximuma van az f(z) fliggvénynek, mert

_120v2 — 264v2 + 96v2

—48 < 0.
V2

f1(V2)
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Haa::\/§, akkor
y=v41—22=2

A keresett szampar:
(v2.v2).

5.10.7. Jelolje (z,y) a keresett szampart! A feltételek szerint x > 0 és y > 0, tovabba
T4y =95,

azaz
y=05—1.

Az els6 komponens négyzetének és a masodik komponens kobének szorzata:
2y =2 (5 — ) = 22(125 — 75z + 1522 — 2%) = 1252% — 752° + 152 — 2°.

Tehét az f(x) = 12522 — 7523+ 152 —a° fliggvény lokdlis maximumét keressiik, ha z > 0. Széamoljuk
ki az els6é és a masodik derivéltat!

f'(z) = 250z — 2252% + 602® — 50* s f’(w) = 250 — 4502 + 1802% — 202°.
A stacionarius helyeket az
f(x) = 2502 — 22522 + 602° — 52* = 52(50 — 452 + 122% — 2°) = 52(2 — x)(z — 5)* =0
egyenlet megoldasakor kapjuk. Az egyenlet gyokei:
r1 =0, To = 2, T3 = 0.

Az x > 0 feltétel miatt csak az xo = 2 és az x3 = 5 gyokok jonnek szamitasba. Ha x = 5, akkor
y = 0 addédna, ami szintén nem lehetséges az y > 0 feltétel miatt. Tehat csak az x = 2 megoldast
kell vizsgalnunk a tovabbiakban. Itt lokdlis maximuma van az f(z) fliggvénynek, mert

£"(2) =250 — 450 - 2+ 180 -4 — 20 - 8 = —90 < 0.

Ha z = 2, akkor

A keresett szampar:

5.10.8. Az egyik részt jelolje x, a mésik részt pedig 8 —x. Az f(x) = 2%+ (8 — x)? fiiggvény lok4lis
minimumat keressiik. Szamoljuk ki az els6 és a masodik derivaltat!

fll)=20+2-8—2x) (—1) =42 — 16 és f(x) = 4.
A stacionarius helyet az
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egyenlet megoldasakor kapjuk, azaz
r =4

Ezen a helyen lokalis minimuma van az f fiiggvénynek, mert a masodik derivalt mindig pozitiv.
Tehét a 8-at meg kell felezni ahhoz, hogy a keletkez6 részek négyzetosszege minimalis legyen.

5.10.9. Jelolje = a tlizfallal parhuzamos oldalt, y pedig legyen a tiizfalra meroleges oldalak hossza.
Ekkor x > 0, y > 0 és

xy = 600,
vagyis

600
y=—.

A telek kertilete: 1200
K=z+2y=o0+——.
x

1200
Tehét a K(x) = v + —— fiiggvény lokalis minimumét keressiik, ha > 0. Szdmoljuk ki az els6 és

a masodik derivaltat!

1200 ) 2400
K'(z)=1- e és  K'(x) = e
A stacionarius helyek a
1200
K'(z)=1- = = 0
egyenlet megoldasakor adédhnak, azaz
21 =V1200=20v3 6 a1y = —V1200 = —20V/3.

Az x > 0 feltétel miatt csak az x; gyok jon szdmitdsba. Itt lokdlis minimuma van a K(x)
figgvénynek, mert a méasodik derivalt mindig pozitiv, ha z > 0. Ha

600
r = 20V3 = — — —10V3.
Y 203

A koriilkerftendd téglalap alaku teriilet tiizfallal parhuzamos oldaldt tehdt 204/3 méternek, mig a ré
mer6leges oldalt 10v/3 méternek kell megvélasztani, hogy a teriilet 600 m? legyen és a legkevesebb
keritésdrotot hasznaljuk.

5.10.10. Jelolje = a foly6val parhuzamos oldalt, y pedig legyen a folyéra merdleges oldalak hossza.
Ekkor z > 0, y > 0 és
x + 2y = 2000,
vagyis
1
y = 1000 — 3%

A telek tertlete: | .
T=zxy=ux (1000 — 5:5) = 1000z — 5932‘
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1
Tehat a T'(x) = 1000z — =2 fiiggvény lokélis maximumat keressiik, ha = > 0. Szamoljuk ki az elsé

és a masodik derivaltat!
T'(x)=1000 —x  és  T"(x)= -1

A stacionarius hely a
T'(z) =1000 — 2z =0

egyenlet megoldasakor adddik, azaz
x = 1000.

[tt lokdlis maximuma van a T'(z) fiiggvénynek, mert a masodik derivélt mindig negativ. Ha
x = 1000 = y = 500.

A kortilkeritend6 téglalap alaku teriilet folyéval parhuzamos oldalat 1000 méternek, mig a ra
meroéleges oldalt 500 méternek kell megvalasztani, hogy a tertilet maximalis legyen és 2000 méter
keritéssel harom oldalrdl koriil tudjuk keriteni.

5.10.11. Jelolje x a négyzet alaku alap oldalainak hosszat, y pedig jelolje a doboz magassagat.
Ekkor z > 0, y > 0 és

x? + 4ay = 600,
vagyis
~ 600 — x?
YT
A doboz térfogata:
600 — 22 3
V:x2y:x2-—x:150x—x—.
4x 4

3
Tehét a V(z) = 150z — T fiiggvény lokalis maximumat keressiik, ha = > 0. Szamoljuk ki az els6

és a masodik derivaltat!

V'(z) =150 — sz s V'(zx)= —;x.

A stacionarius helyek a

3
V'(z) = 150 — Za:? =0

egyenlet megoldasakor adédnak.

3
150 — sz =0 & z? = 200,

7= =200 = —10V2  és a9 = /200 = 10V/2.

Az z > 0 feltétel miatt az z; gyok nem jon szamitdsba. Az x5 = 104/2 helyen lokélis maximuma
van a V(x) fiiggvénynek, mert a masodik derivalt mindig negativ, ha = > 0. Ha

azaz

400
z=10v2 = = —— =52
Y7 h0v2
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A doboz négyzet alaki alapjanak oldalat 10v/2 centiméternek, mig a magassagat 5v/2 centiméternek
kell megvalasztani, hogy a térfogat maximalis legyen és 600 cm? papirt hasznaljunk fel a feliil nyitott
doboz készitésekor.

5.10.12. Az egyik részt jelolje z, a masik részt pedig a — x. Az
f(x) =2+ (a — 2)* = 20% — 2az + d?
fiiggvény lokalis minimumat keressiik. Szamoljuk ki az els6 és a masodik derivaltat!
fl(x)=42—2a é  f'(x)=4.
A stacionarius helyet az
f(z)=4r —2a =0

egyenlet megoldasakor kapjuk, azaz

r = —.

2
Ezen a helyen lokalis minimuma van az f fiiggvénynek, mert a masodik derivalt mindig pozitiv.
Tehat az a tavolsdgot meg kell felezni ahhoz, hogy a keletkez6 részekkel, mint oldalakkal szerkesztett
négyzetek teriiletének 0sszege minimalis legyen.

5.10.13. Az egy cstcsbdl kiindulo élek egyikét jelolje x, a masikat 2z, a harmadikat pedig y. Ekkor
x>0,y>0¢és

12z + 4y = 720,
azaz
y = 180 — 3.
[
[
[
[
[
[
[
[
[
I y
S >
/// X
2x

A haséab térfogata:
V = 22%y = 22%(180 — 3x) = 3602 — 62°.

Tehét a V(z) = 36022 — 623 fiiggvény lokdlis maximumét keressiik, ha x > 0. Szdmoljuk ki az elsd
és a masodik derivaltat!

V'(z) =720z — 182  és  V'(x) = 720 — 36z.
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A stacionarius helyek a
V'(x) = 7202 — 182% = 182(40 — z) = 0

egyenlet megoldasakor adédnak, azaz
r1 =0 és zo = 40.

Az x > 0 feltétel miatt az x; gyok nem jon szamitasba. Az xo = 40 helyen lokalis maximuma van
a V(x) fiiggvénynek, mert a masodik derivalt értéke ezen a helyen negativ:

V’(x) = 720 — 36 - 40 = —720 < 0.

Ha
x =40 = 2z = 80 és y = 60.

Az egy csucsbdl kiinduld éleket tehat 40 mm, 80 mm és 60 mm hosszusagura kell valasztani. A
haséb térfogata ekkor 192 cm?.

5.10.14. Jelolje a kivagandé kis négyzetek oldaldnak hosszat x. Konnyen lathatd, hogy a kis
négyzetek kivagasa utan téglatest hajtogatasahoz teljestilnie kell az alabbi feltétenek:

0 < x<25.

|
|
|
50-2x |
|
|
|

A téglatest térfogata:
V = (50 — 21)* - & = 4a* — 2002* + 2500

Tehat a V(z) = 4z — 20022 + 2500 fiiggvény lokalis maximumadt keressiik, ha z > 0. Szdmoljuk ki
az elso és a masodik derivaltat!

V'(z) = 122* — 400z + 2500  és V" (x) = 24z — 400.

A stacionarius helyek a
V'(x) = 122% — 4002 + 2500 = 0
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egyenlet megoldasakor adédnak, azaz

25 )
I = ? es To = 25.
N s , . . 25
Az xo = 25 gyOk nem jon szamitasba, mert ekkor nem lehet téglatestet hajtogatni. Az z; = 3

helyen lokélis maximuma van a V' (z) fliggvénynek, mert

2 2
%4 (;) = 24'?5 — 400 = 200 — 400 = —200 < 0.

A keletkez6 téglatest térfogata akkor lesz maximalis, ha a levagott kis négyzetek oldalainak hossza

25 250000
5 om. Ekkor a test térfogata 57 cm?.

5.10.20. Legyen y a belsé keritéssel parhuzamos oldalak hossza és jelolje z a masik két oldal
hosszat! Ekkor y > 0 és x > 0, tovabba

A =y,
aAZaZ
A
y=—.
xX

A kerités hossza: A
K =3y+2xr=—+2z.
T

3A
Tehét a K(x) = — + 2z fiiggvény lokalis minimumét keressiik. Szamoljuk ki az els6 és a mésodik
T

derivaltat! 3A 6A
K’(m):—ﬁ%—Q és K”(x):g.
A stacionarius helyek a
3A
K'(z) = _F+2:0
egyenlet megoldasakor adédnak, azaz
2 3
e =—A,
2
vagyis
3 , 3
T = — §A és To = §A.

Az x; gyok nem jon szamitdsba, mert nem teljesiti az x > 0 feltételt. Az xs helyen a maésodik

3
derivalt pozitiv, igy itt lokélis minimuma van a K(z) fliggvénynek. Ha = = @/§A, akkor

2
=4/=A
Y 3

és

y_2
r 3
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5.10.16. Jelolje x a kivaganddé négyzet oldaldnak hosszat. Nyilvanvald, hogy 0 < = < 15. A
négyzetek kivagasa utan meghajtogatott téglatest egy csiicsbdl kiindulé élei rendre:

30 -2z, 80—2z, =

A doboz térfogata:

V = (30 — 22)(80 — 22)x = 42® — 22022 + 24004
Vagyis a V(x) = 42® — 2202? + 2400z fiiggvény lokalis maximumat keressiik. Szamoljuk ki az elsd
és a masodik derivaltat!

V'(z) = 120% — 4400 + 2400  és  V"(z) = 24x — 440.

A stacionarius helyek a
V'(z) = 120% — 440z + 2400 = 0

egyenlet megoldasakor adédnak. Az

20
r=—

3

az egyetlen olyan stacionarius hely, amely eleget tesz a 0 < z < 15 feltételnek. Itt a fliggvénynek
lokdalis maximuma van, mert a masodik derivalt negativ:

2 2
|7 (?O) = 24-30 — 440 = —280 < 0.

A keletkezo téglatest térfogata akkor lesz maximalis, ha a levagott kis négyzetek oldalainak hossza

20
3 cm. Ekkor a test térfogatanak mérdszama:

V_50 200 20 200000
3 3 3 271

5.10.17. Jelolje a henger alapkorének sugarat r, a magassagat pedig x. Ekkor r > 0, x > 0 és
V =r’rx = 8,

azaz

r = —.
7a2

A feliil nyitott henger az alapkorbdl és a paldastbdl all, igy

8 16
A= r’r + 2rre = r’r + 27“71'—2 =r’r 4+ ]
r r

16
Tehét az A(r) = r?m + dll fliggvény lokalis minimumat keressiik, ha r > 0. Szamoljuk ki az elsd
r

és a masodik derivaltat!

167 , 327
Al(r) =2rm — = & A'(r)=2m + =
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A stacionarius hely az

Al(r) = 2rm — lf—; =0
egyenlet megoldasakor addédik, azaz
r=2.
Mivel 39
A"(2) = 21 + 2—3” >0,
igy az A(r) fiiggvénynek lokélis minimuma van az r = 2 helyen. A henger magassiga:
T = % =2.

A henger elkészitéséhez 12 dm? lemez sziikséges.

5.10.18. Jelolje a henger alapkorének sugarat r, a magassagat pedig m. Ekkor r > 0, m > 0 és

V =r’mm = 10,
azaz
10
m=—.
r2m

A zart henger két korlapbdl és a palastbdl all, igy
10 20
A =201 4 2rmem = 2r¥n + 2rm—— = 2r’m 4+ =,
r2mw r
) 9 20 ,. e ) . L . ,,
Tehét az A(r) = 2r*m + — fiiggvény lokélis minimumét keressiik, ha r > 0. Szdamoljuk ki az els6
T

és a masodik derivaltat!

20 40
Al(r) = drm — = és  A'(r)=4r + r
A stacionarius hely az
20
Al(r) = drm — 3= 0
egyenlet megoldasakor adédik, azaz
_ 2
T

Mivel
A" (3 é) >0,
T

5
igy az A(r) figgvénynek lokélis minimuma van az r = i’/j helyen. A henger magassaga:
T
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5.10.19. Jelolje az R sugari gombbe irt maximalis térfogati henger alapkorének sugarat r, ma-
gassaganak felét pedig x. Ekkor » > 0 és x > 0.

Alkalmazhatjuk Pitagorasz-tételét:

R* =1r? + 2%,
azaz

P2 R2_ 2

A henger térfogata:
V=r?7-20=(R*—2%- 7 2v=2R*nx — 2ma°.

Tehdt a V(x) = 2R*mx — 2ma® fiiggvény lokélis maximumét keressiik, ha z > 0. Szamoljuk ki az
elsé és a masodik derivaltat!

V'(z) = 2R*1 — 672 és  V'(x) = —12mx.

A stacionarius helyek a
V'(z) = 2R*n — 672> = 0

egyenlet megoldasakor adédnak, azaz

12y
T = ——— és To

_ R
V3 V3

Az x1 gyok az x > 0 feltétel miatt nem jon szamitasba. Az xo =

R R
V' =) = —127— < 0.
Q@) V3

A maximalis térfogati henger alapkorének sugara:

2
= /2R

£ helyen lokalis maximuma van
V3

a V(x) fiiggvénynek, mert
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a henger magassiga pedig:

m = 2x = ﬁ
V3

A térfogat:
V= iR:SW.

e

5.10.20. Legyen r a henger alapkorének sugara, h pedig a magassaga. Ekkor 0 < r < R és
O0<h<AH.

> h

T

A hasonlé haromszogek miatt

azaz

A henger térfogata:

R 2R’h’r  R’h*m
V =r*rh= o5 (H = h)’mh = R'th — =——r— + — 7~

2R%h3rw n R2h3m
H H?

Vagyis a V(h) = R*rh —

masodik derivaltat!

lokalis maximumat keressiik. Szamoljuk ki az els6 és a

AR’hr 3R’h’*rm AR’ 6R’hm
/ _ 2_ ‘ 1" _
V'(h) =2R"m 7 T és  V"(h) 7 vt

AR’hr . 3R*h%m B R%x

! _ 2
V'(h) =2R*m i 7 7

(H—h)(H—3h)=0
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egyenletbdl addédik, hogy

h=—
3

az egyetlen olyan staciondrius hely, amely eleget tesz a 0 < h < H feltételnek. Itt a fiiggvénynek
lokalis maximuma van, mert

v (g) _ _41’:;1271' N 2];;% _ _2]}%;# <0

Az alapkor sugara:
2R

r=—.
3

5.10.21. Az R sugaru korbe irt maximalis teriiletti téglalap oldalait jelolje a és b. Tovabba vezessiik

be az alabbi jeloléseket is:

a i b
€T = — es = —.
2 y
Nyilvanvalo, hogy x > 0 és y > 0.
b=2y
a=2x
R
X
S
y
Pitagorasz-tétele szerint:
2+ 4% = R?,

azaz y > 0 miatt

y=vVR?— a2

A téglalap teriilete:

T = ab = 4xy = 4oV R? — 22
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Vagyis a T'(x) = 4oV R? — x? fuggvény lokdlis maximumat keressiik. Szamoljuk ki az els6 és a
masodik derivaltat!

2 —162VR2 — 2% + (4R? — &Mﬁ
T'(x) =4V R? — 2% — NI és  T'(x) = T :
A 2 2 2
Pl TR M AR s
\/R2 — 2 \/RQ — 2
egyenletbdl

az egyetlen olyan stacionarius hely, amely eleget tesz az x > 0 feltételnek. Itt a fiiggvénynek lokalis

maximuma van, mert
R
T <_) — 16<0.

V2
_E
Y NGh
tovabba
a=2r=+2R és b=2y=+2R.

A keresett téglalap tehat négyzet, amelynek teriilete 2R%.

5.10.22. Legyen x a nyomtatott sorok hossza, és legyen y a nyomtatott szoveg fiiggdleges terjedel-
me. Nyilvanvalé, hogy x > 0 és y > 0.

}3cm

5cm

5cm
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A nyomtatott szoveg teriilete egy oldalon:
xy = 60 = y=—.
x
A papir teriilete (a margdkkal egytitt):
60 100
P = (x+10)(y+6) = (z + 10) <—+6> =6 (20+x+—> .
x x

100
Tehat a P(z) =6 20+ z + —) fiiggvény lokalis minimumat keressiik. Szamoljuk ki az els6 és a
x

méasodik derivéltat!

100 , 1200
P'(x)=6 (1 — ?) és  P'(z) = e
A 100
egyenletbdl
=10

az egyetlen olyan stacionarius hely, amely eleget tesz az © > 0 feltételnek. Itt a fiiggvénynek lokalis
minimuma van van, mert a masodik derivalt pozitiv:

1200 6
P (10) = _S.
(10) =75 =5~

A legkevesebb papir felhasznalasahoz egy nyomtatott sor hossza 10 cm.

5.10.23. Az album téglalap alaku lapjainak szélességét jelolje x, a magassagat pedig y. Ekkor
x>0 és y > 0, valamint
xy = 600,

azaz
600
y = —

A nyomtatott rész teriilete:

600 3600
T=(x—6)(y—4) =(x—06) (——4) =624 —dr — ——.
x x
, 3600 .. - . ) . R ) o
Tehét a T'(z) = 624 — 4o — —— fiiggvény lokdlis maximumat keressiik. Szamoljuk ki az elsé és a
x
masodik derivéltat! 3600 900
T'(z) = -4+ o és  T"(x)=— e
A 3600
T(x) = -4+ =0

T2
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egyenletbdl
=30

az egyetlen olyan stacionarius hely, amely eleget tesz az x > 0 feltételnek. Itt a fiiggvénynek lokalis
maximuma van, mert a masodik derivalt az x = 30 helyen negativ:

7200 4
T"(30) = — =——<0.
(30) 303 15
Ha z = 30, akkor
600
= — = 20.
Y= 730

Az oldal szélességét tehat 30 cm-nek, a magassiagat pedig 20 cm-nek kell valasztani. A nyomtatott
rész teriiletének méroszama:

T = (30— 6)(20 — 4) = 24 - 16 = 384.

5.10.24. A téglalap alaku falragasz szélességét jelolje x, a magassdgat pedig y. Ekkor x > 0 és
y > 0, valamint

xy = 80 = y:?.

A nyomtatott rész teriilete:

T=(x-3)(y—2)=(x—-3) <@—2):86—2x—@.

T T

240
Tehét a T'(z) = 86 — 20 — — fliggvény lokdlis maximumat keressiik. Szamoljuk ki az elsé és a
x

masodik derivaltat!

240 , 480
T'(z)=-2+ = & T"(z) = 5
A 240
egyenletbdl

r =120 = 2v/30

az egyetlen olyan stacionarius hely, amely eleget tesz az x > 0 feltételnek. Itt a fiiggvénynek lokalis
maximuma van, mert a masodik derivalt az x = 24/30 helyen negativ:

480 2

T"(2v/30) = — - — < 0.
( ) 2404/30 V30

Ha x = 24/30, akkor
10

_ 80 _ 40
YT5/30 V30 3

/10
Az falragasz szélességét tehat 24/30 cm-nek, a magassagat pedig 4 3 cm-nek kell valasztani.
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5.10.25. Jelolje d a P(6,0) pont és a parabola Q(x,y) pontja kozotti tavolsdgot! Ekkor

d=+/(z—6)%+y%

2
a
Q(z,y) pont rajta van az y? = 8x paraboldn. Vezessiik be az y = a jelolést! Ekkor z = R A
2

A
Q (a ,a) pont és a P(6,0) pont tavolsaga:

0 5 p 10 15 20 25

-10]

d minimuma helyet vizsgalhatjuk az

a2 2 6L4 CL2
fla)=d* = <——6> +a2:6—4—?+36.

fiiggvény lokalis minimumat. Szamoljuk ki az els6 és a masodik derivaltat!

3 2
Play="—a & fla)="%-
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A stacionarius helyeket az
3

f’(a):%—a:O

egyenlet megoldasai adjak. Harom stacionarius helyet kapunk:
ay = O, ag = 4, as = —4.

Mivel
f//(o) =-1< 07

igy f-nek az a; = 0 helyen lokélis maximuma van. Tovabba
f"(£4) =2 >0,

tehat az as = 4 és az a3 = —4 helyeken lokalis minimuma van a vizsgalt fiiggvéynek. Vagyis a
P(6,0) ponthoz az y* = 8z parabola

Ql (2, 4) és QQ(Q, —4)
pontjai vannak a legkozelebb.

5.10.26. Jelolje d a P(0,1) pont és a hiperbola Q(z,y) pontja kozotti tavolsagot! Ekkor
d= /224 (y —1)2.
Az (z,y) pont rajta van az x*> — y? = 2 hiperboldn. Ekkor
v =2+

azaz
x =12+ 12,

gy Q(++/2+ y?,y) és a P(0,1) pont tavolsaga:

d=+2+12+ (y—1)2= /22 — 2y + 3.
d minimuma helyet vizsgalhatjuk az
fly)=d* =2y" =2y +3.
fliggvény lokalis minimumat. Szamoljuk ki az els6 és a méasodik derivaltat!
flyy=4y—-2 & [flly)=4>0

A stacionarius hely az
f(y)=4y—2=0

egyenlet megoldasakor addodik, azaz

DN | —
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Ezen a helyen lokélis minimuma van az f(y) fiiggvénynek, mert a masodik derivélt mindig pozitiv.

1 9 3
TEEVETY \/; 2

Tehat a P(0,1) ponthoz az x*> — y* = 2 hiperbola

o(2Y) & o

1
Ha y = 2 akkor

pontjai vannak a legkozelebb.

5.10.27. Az ablak egy téglalapbdl és egy félkorbdl all. Jeldlje 2x a téglalapnak azt az oldalét,
amelyre a félkor illeszkedik és jelolje y a téglalap mésik oldalanak hosszat. Nyilvanvalé, hogy = > 0
és y > 0, tovabba az ablak keriilete:

K =axm+2x 4+ 2y,
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azaz

Az ablak tertlete:

g

X

2Xx

2
ﬂhﬁaﬂwzdﬁ—lﬁ—%;m%%mwm%MMMMmmkmmﬂ;&m@dewd%%a

masodik derivaltat!

T ()= K — 4z — 7x és  T'(r)=—-4-m<0.

A
T(z)=K—-4r—mx=K—z(4+7)=0
egyenletbdl
K
Tr =
447
adodik. Itt a fliggvénynek lokalis maximuma van, mert a méasodik derivalt mindig negativ. Ha
K
K 44T " 4+ 7 K
— = e =
R Y 2 it

azaz,

y=z

Az ablak tertlete:
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5.10.28. Jelolje a derékszogii haromszog két befogdjanak hosszat x és y. Ekkor = > 0, y > 0 és az
allandé K keriilet miatt a hdromszog atfogdjanak hossza:

K—x—uy.

A Pitagorasz-tétel szerint
P +yt = (K —x—y)?

Derivaljuk az igy kapott implicit alaku fiiggvényt! Ekkor y = y(x) miatt

20+ 2yy = 2(K —x —y)(—1—v),

azaz
y/ — Yy— K
K—x
A derékszogii haromszog tertilete:
1
T = 5Ty
Az x valtozd szerinti elsé derivalt:
ar 1 1, 1 1 y—K 1 y—x
dr YT Tt KT K.
Ebbdl azonnal adodik, hogy
drT
— =0 & r =1y,
dx

azaz a derékszogi haromszog befogdi egyenléek, tehat egyenlészari derékszogii haromszogrol van
sz6. Ekkor a Pitagorasz-tétel értelmében

27 = (K — 2z)?,

azaz x > 0 miatt
V2r =K — 2z,

tehat a befogdk hossza:
K

€r = .
2+v2

A K keriiletti derékszogii haromszogek koziil a legnagyobb tertiletit haromszog teriilete:

T:%' (2+K\/§)2'
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