Dr. Ronté Miklos

Eldadasjegyzet

Dinamikus gazdasagi modellek
c. targyhoz

Gazdasaginformatikus MSc hallgatoknak
Kozgazdasz PhD hallgatoknak
Egyetemi szintli kozgazdasagi programozo matematikus hallgatoknak

(heti 3+1 ora)

Miskolci Egyetem Matematikai Intézet
Analizis Tanszék
2006



Eloszo

A gazdasaginformatikus MSc hallgatoknak, egyetemi szintii kozgazdasagi programozé
matematikus, illetve kdzgazddsz doktoranduszoknak szo6l6 eldadésjegyzet egyszerii dinamikus
kozgazdasagi modelleket mutat be. A gazdasagi modellek ismertetését, tanulmanyozasat
minden esetben a sziikséges matematikai modszerek leirasa el6zi meg.

A differencidlegyenletek, illetve differenciaegyenletek elméletének ismertetése soran a
matematikai egzaktsdgot, az elmélet gyakorlatba val6 atiiltetését, a konnytli olvashatdsagot
tartottuk szem el6tt. Kiemeltiik a definiciokat, tételeket, bizonyitasokat, példakat. Az
olvasonak el kell hinnie, hogy a kdzgazdasagi részek matematikai modelljeinek megértésé¢hez
sziikségképpen meg kell ismerkednie az el6adasjegyzetben kdzolt i) matematikai
fogalmakkal és tételekkel a differencidl-, illetve differenciaegyenletek teriiletén.

A heti felbontas mind a tananyagban, mind a tartalomjegyzékben is megtalalhatd, ezzel is
segitve a hallgatokat a szlikséges ismeretek elsajatitasaban.

Elore is koszonetet mondok azon kollégaimnak, akik az eldadéasjegyzet olvasasa soran
tanacsaikkal, javaslataikkal megkeresnek.

Miskolc, 2006. februar
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1. Bevezetés a gazdasagi modellekbe

1.1. A statikus és dinamikus modellekrol

A matematikai kozgazdasagtanban kétféle modellt alkalmazunk: statikus illetve dinamikus
matematikai leirdsokat.

A statikai modellek matematikai megalapozasanak eszkdzeit a mar jol ismert algebrai
(linearis algebrai) modszerek adjak. A statikus modellekben a gazdasagi folyamatot vagy
rendszert leiré mennyiségek csak egy idopontban vagy egy iddszakra vonatkozé értékként
szerepelnek. Példaul az altalanos egyensulyelmélet alapmodelljében (Arrow és Debren, 1954)
a kereslet, a kinalat és az arvektor egy iddpontra vonatkozik.

Még egy jo példa a statikus modellekre vonatkozdan az tin. Leontief-féle input-output
termelési modell. Ismeretes, hogy ez a modell a gazdasag kiilonb6z6 dgazatai kozott 1étezd
kapcsolatok mérlegei alapjan végzett elemzések elméleti-mddszertani hattere.

Tegyiik fel, hogy a gazdasag n szektorbdl all, és mindegyik agazat egyféle arut allit elo.
Jelolje x;,j=1,2,...n aj-edik 4gazat termelési szintjét (a j-edik 4ru mennyiségét), azaz a j-edik
aru teljes kibocsatasi volumenét (brutto kibocsatas). Tovabba, legyen c; a j-edik aru végso
felhasznalasanak volumene (nett6 kibocsatasa), és a;; az i-edik termék a j-edik aru

eldallitasahoz felhasznalt része. Feltételezziik, hogy egy adott idészakra vonatkozdan az
agazati kapcsolati mérleg az alabb 1.1 tablazatban van dsszefoglalva.

Termelés | A termékek dgazatok kozotti felhasznéalasa Veégso A teljes
(Output) felhasznalas | kibocsatas
(netto volumene
Raforditas kibocsatas) | (Brutto
(input) kibocsatas)
Az i-’edik' a, a, ... EU ... a,, cy X
termék a j- — _ _ _
edik aru a a,, a2j a,, C2 X2
eldallitasdhoz
felhasznalt a; a,, e a, a, Ci Xi
része
CTnl C_lnz . anj e a,, Cn Xn

1.1. Tablazat

Mivel az 1.1. tablazat mérleg jellegii, ezért nyilvanvalo, hogy
Ya,=x,-c,, i=12,.n (1.1)
j=1

Az 1.1 tablazatban szereplé mennyiségeket vagy természetes mérdszamokkal (darab, tonna,
liter, méter, stb.), vagy arban leht kifejezni, és ennek megfeleléen kétféle agazati input-output
termelési mérleget tudunk megkiilonboztetni, nevezetesen

- naturalis jellegli mérleget, vagy

- fizetési mérleget.

Nevezzik a
c=col(ci, ¢, ..., cn) (1.2)
oszlopvektort végsé felhasznalasi vektornak, mig az
x=col(x1,X2, ..., Xn) (1.3)




oszlopvektort termelés vektornak, és vezessiik be az
a, =—2, ij=12,.n (1.4)

normalt mennyiséget, amely az i-edik termék azon része, amely sziikséges a j-edik szektorban
egy egységnyi termék eldallitdsdhoz.
Alkossuk meg (1.4) segitségével az

ay dp a,
a a ..o a
21 22 2
A= " (1.5)
anl anZ nn

matrixot, melyet a kibocsatasok egységeire vetitett raforditasi (technologiai) matrixnak
neveziink, mig az

A-x= col(Zaljxj,Zazjxj,...,Zanjxj,J (1.6)
J=1 J=1 Jj=1

oszlopvektort a termelés raforditasi vektordnak nevezziik.
Ha (1.4)-bdl az a, = a,x, értéket behelyettesitjiik (1.1)-be, akkor

a,x, +a,x, +..+a,x, =x,—c;, i=1,2,...n

m - n

melybdl az (1.2) felhasznalasi vektor, az (1.3) termelési vektor és az (1.6) raforditasi vektor
kozotti Osszefliggést martrixalgebrai jelolésekkel kovetkezoképpen irhatjuk fel:

x—Ax =c, vagy [1-4x=c, (1.7)
ahol 7 - nXxXm egységmatrix.
Ezzel eljutottunk a kovetkezd alapfeladathoz:
Az (1.7) egyenletben ismert a végso felhasznalasi c vektor, és kibocsatasok raforditasaira
vetitett raforditasi 4 matrix, és a feladat abbol all, hogy meg kell hatdrozni az x termelési
vektort.
Az (1.7) alaka modell akkor tekinthetd jonak, ha annak az egyenletnek minden adott
nemnegativ komponensti végsé felhasznalasi ¢ vektorhoz van x megoldasa, amely a termelési
vektort adja, azaz
det[ — 4]#0.
Ekkor
x=(I-4)"c.
Tovabbi természetes kovetelmény az, hogy pozitiv ¢;-hez pozitiv x; tartozzon, azaz az
(1 - A)f1 matrix minden komponense legyen pozitiv.
Matematikai szempontbol a szoban forg6 alapfeladat az
[[-Alx=c, x>0,c20, 420 (1.8)
linearis algebrai egyenletrendszer nem negativ x megoldasanak meghatdrozasahoz vezet.

A matematikai kozgazdasagtanban az (1.8) alapegyenletet Leontief-féle nyilt, statikus
termelési input-output modellnek nevezziik, vagy primalis alapegyenletnek mondjak.



Az (1.8) Leontief-féle modellt, vagy az altala jellemzett technologiat (raforditasi 4 matrixot)
produktivnak nevezik, ha minden nem negativ ¢ > 0 végso felhasznalas (nett6 kibocsatas)
esetén (1.8)-nak létezik x >0 megoldasa.

A fizetési mérleg figyelembevételével (az dgazat bevétele egyenld a termelésre raforditott
kiadassal), az (1.8) primalis alapegyenlethez célszerli hozzarendelni a

pli-4l=w, p=0 (1.9)
un. duélis alapegyenletet, ahol
p:(plapza“'apn) (110)

sorvektor az arak vektora, p;, i=1,2,...n az i-edik adgazat termékeinek az ara, w;, j=1,2...n a j-
edik agazat termékeinek eldallitasaért kifizetett bérkiadas (hozzaadott érték),

w=(w,w,,.,w,) (1.11)

pedig a bér (hozzaadott érték) vektora.

Megjegyezziik, hogy az (1.11) w vektor tartalmazhat egyéb nem termelési raforditasokat is

(példaul tartalékalap levonast).

Az (1.8) alaku linearis algebrai egyenletrendszerek vizsgélatanal célszerli nem negativ

matrixokra vonatkozo technikat, nevezetesen az un. Perron-Frobenius tételeket (lasd

544.0ldal, Zalai Ern6 ,,Matematikai kozgazdasagtan™, Budapest, 2000, 836 oldal).

Linedris algebrai egyenletrendszer megoldasara vezethetd vissza a kovetkezo feladat is:

1.1 Példa. Vaslemezbdl haromféle alkatrészt sziikséges kivagni: az 1. tipusbol 100 darabot, a
I1. tipusbol 130 darabot, III. tipusbdl 45 darabot. Mindemellett haromféle szabasi
lehetdség all fenn. Egy lemezbdl kaphat6 alkatrészek szdma haromféle szabas mellett az
1.2 Tablazatban van feltiintetve.

Hatarozzuk meg, hany darab vaslemezre van sziikség az 0sszes alkatrész eldallitasahoz.

Az alkatrész Szabas Sziikséges
tipusa 1 2 3 alkatrész
L. 3 2 1 180
I1. 2 4 1 205
1. 3 1 2 175

1.2 tablazat
Megoldas. Legyen x;, x,, x3 a vaslemezek szama, melyek megmunkalasa rendre az 1., 2.
illetve a 3. szabasi modszerrel torténik.
Nyilvanvalo, hogy x; 20, j=123.
Akkor az 1., 2., 3. szabasi modszerrel kapott I. tipust alkatrészek szadma rendre
3x,,2x,,x, és ennek alapjan
3x,+2x, +x;, =180
Hasonloképpen a II. és II1. tipust alktrészek esetén kapjuk, hogy
2x, +4x, +x, =205
3x, +x, +2x, =175
Tehat a feladat matematikai modellje a
3x,+2x, +x; =180
2x, +4x, +x, =205 (1.12)
3x, +x, +2x;, =175

linearis algebrai egyenletrendszer.
Ellendrizni lehet, hogy az (1.12) egyenletrendszernek egyetlen egy megoldasa 1étezik:



x,=35; x,=30; x;=15,

melybdl az kovetkezik, hogy a sziikséges alkatrészek elkészitéséhez 35 lemezt az 1., 30
lemezt a 2., €s 5 lemezt a 3. szabasi modszer szerint sziikséges megmunkalni.

A kozgazdasagtanban a statikus modelleken kiviil 1éteznek un. dinamikus matematikai
modellek is. A dinamikus modellek olyan rendszerek, folyamatok leirasat szolgaljak, amelyek
iddben jatszodnak le. Ezekben a modellekben a rendszert, gazdasagi folyamatot leiro
mennyiségek (allapothatarozok) jovobeni értékeinek alakulasa lényeges fligg a jelen
pillanatban tapasztalt értékektdl. Példaul, a gazdasagi piacon a kereslet és kinalat adott
idépontban tapasztalt értékei, ezek dsszefliggése hatdrozzak meg az arakat, és ezzel befolyast
gyakorolnak a termelésre, illetve a jovObeni kereslet-kindlat alakuldséra.

Az 1d6tényezd bevezetésével kapcsolatban a kozgazdasdgtanban fontos szerepet jatszott
Neumann Janos tevékenysége is.

A gazdasagtanban, mint a természettudomanyok mas teriiletein is, az idonek kétféle kezelése
lehetséges: folytonos, vagy diszkrét. A folytonos és diszkrét id6 értelmezésekor
megkiilonboztetjiik, hogy a vizsgalataink soran felhasznalt matematikai mdodszerek az id6t
folytonos, vagy diszkrét valtozoként kezelik. Megjegyezziik, hogy folytonos id6 esetében a
kozgazdasagtan dinamikus modelljeinek megalapozasat matematikai szempontbdl a
differencidlegyenletek elmélete adja, mig diszkrét id6 levezetése soran alkalmazasra keriilnek
az un. differenciaegyenletek elmélete.

Ezért elokészitésként ismertetjiik a sziikséges minimum matematikai ismereteket a differecial-
¢s differenciaegyenletek elméletébdl. Mielott ezt megtennénk, bemutatunk egy konkrét
dinamikus gazdasagi modellt.

1.3 Egy aru piacanak kétféle dinamikus modellje

Allitsuk el6 egy aru piacanak dinamikus matematikai modelljét két esetben. E18szor legyen az
1d6 egy diszkrét valtozo:
t=12,.. (1.13)

Ez esetben egy un. differenciaegyenlethez jutunk. Késobb belatjuk, ha az id6t
folytonos valtozonak tekintjiik, akkor a matematikai leiras egy
differencidlegyenlethez vezet.

Ismeretes, hogy a piacot az aru keresletével (D), kinalataval (S), és araval (P)
jellemezhetjiik.

A mikrodkonémia torvényei szerint a D kereslet a P ar csokkend fliggvénye, mig az S
kinélat a P 4r ndvekvo fiiggvénye.

Jelolje D(t), S(¢), P(t)rendre a kereslet, kinalat, ar értékét a diszkrét (1.13) ¢
iddpillanatban.

Linearis dinamikus modell esetében az aru piaca a kovetkezd formuldkkal irhato le:

{D(t) =a—b-P(t)

S(t)=—c+d-P(t-1)

ahol a, b, ¢, d pozitiv konstansok.

Az (1.14) formulak azt jelentik, hogy a keresletet a ¢ pillanatnyi ar hatarozza meg, a kinalatot
viszont az el6z0 #-1 idopontban tapasztalt ar.

Példaul, képzeljiik el, hogy egy mezdgazdasagi termékrdl van szo, ha az idei ar magas, akkor
a termel0 tobbet vet, telepit, iiltet €s ezzel noveli a jovo kinalatot.

A gazdaségi piacon a pillanatnyi arat az a szabaly hatdrozza meg, hogy a kereslet legyen
egyenld a kinalattal:

(1.14)



D(t)=5(z), (1.15)
vagyis az
a—b'P(t)=—c+d-P(t—1)
egyenldség hatdrozza meg, amelyet egyszerii atalakitassal

P(t):—%-P(t—l)+aZc, t=12,.. (1.16)

alakra hozhatunk.
A késdbbiekben bevezetendd differenciaegyenlet alapfogalom értelmében azt mondhatjuk,
hogy az (1.16) alaku egyenlet nem mas, mint egy elsérendi explicit linearis

differenciaegyenlet.
Az (1.16) képletbdl latszik, hogy ha a piacon kétszer egymas utan ugyanaz volt az ar
P(t-1)=P(t)=P,, (1.17)
akkor kialakul egy P egyensulyi ar, amely ugyanaz is marad, és amelyre
a+c
=—. 1.18
" b+d (L15)

Szamoljuk ki (1.16) szerint a ¢ diszkrét pillanatnyi P(t) -t, és az egyensulyi Pg ar kiilonbségét:

P(t)—PE:—%P(t—l)+a+c—PE :
d a+c a+c

P(t)-P, =—=P(t-1 - =
(-7 == Ple-1)s] e
=_1P(t_1)+[ab+ad+cb+cd—ab—cb]z_gp(t_mi(a+c)=

b b(b+d) b b (h+d)

d
:—Z[P(t—l)—PE].

Tehat
P(t)- P, :—%[P(t—l)—PE] . (1.19)

A kereslet és kinalat egyenl6ségébol kovetkezo (1.19) 0sszefliggés azt mondja, hogy ha a piac
nincs egyensulyban, akkor az ar valtakozva az egyensulyi arnal nagyobb, illetve kisebb.
Felmeriil egy természetes kérdés, hogy kozelit-e az (1.13) idépontokban az aru P(t) ara P,
egyensulyi arhoz, vagy tavolodik tdle?

Az elsd esetben az aru piaca stabilis, a masodik esetben instabilis.

Vezessiik be (1.19)-ben a

P(t)=x(t)+ P,

1.20
()= P)- P, (120)

helyettesitést. Ekkor az (1.19) egyenlet
x(t):—%x(t—l), t=12,.., (1.21)

alaku lesz.
Tehat (1.21)-bdl az



mértani sorozatot kapjuk, melynek kvéciense (— %) .

Ha |- —| <1, akkor ismeretes, hogy a mértani sorozat csokkend, és ekkor x(t) — 0, azaz ha
f—>o0
d < b, akkor
P(t)— P, . (1.23)
t—>o0
d
Ha d>b,( —; > 1), akkor |x(t)| —> oo, vagy
t—oo

|[P(t) — oo (1.24)

t—oo

Végiil, ha d = b, akkor (1.22)-bdl
x(1)=-x(0), x(2)= x(0), x(3) = -x(0), ..., x(t) = (- 1) x(0), ... (1.25)

és akkor x(¢) és vele egyiitt P(¢) periodikusan valtozik 7 =2 periédussal.

Osszefoglalva mondhatjuk, hogy az (1.16) differenciaegyenlet a piac dinamik4jat fejezi ki,
melybdl a kdvetkezd Osszefiiggéseket kaphatjuk:

Ple+1)= -%p(m

a+c

b

d at+c d a+tc
P(t)=-2P(-1 ~2p(¢-1)=P(t)-
0= ple-1)+ 45— pl1)= ppe)- 23

P<r+1>—P<t>:—%Po)—%m—l):-gm)_[p(t)_aﬂ

2

P(t+1)- P(r) = —(%+ 1]P(t)+ @ Z <. (1.26)

Az (1.26) formula azt mondja meg, hogy a pillanatnyi ar hogyan hatdrozza meg a kovetkezo
idéponthoz tartozo arat, azaz a P(t +1)— P(t) arvéltozast.

frjuk fel egy aru piacanak dinamikus matematikai modelljét egy masik esetben, mikor a
folyamatot nem a diszkrét (1.13) idépontokban figyeljiik, hanem az idovaltozot folytonosnak
tekintjiik. Egy hétkoznapi hasonlattal élve, a folyamatrdl nem fényképfelvétel-sorozatot
készitiink bizonyos iddpontokban, hanem mozgofilmet forgatunk.

Amikor az id6 folytonosan valtozik, értékei a valos szamok. Ekkor nincs értelme adott
id6épont ,,el6tti” és ,,kovetkezd” idopontrol beszélni.

Ekkor a matematikai analizisbeli ismereteink alapjan az (1.26) formula baloldalan 4ll6

P(t+1)-P(z)
,,valtozas” szerepét a
t— P(t)

valds értéki fiiggvény (arfiiggvény) derivaltja, differencialhanyadosa veszi at:
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o Ple+h)=Pt) (1.27)

A P'(t) derivaltat itt gy interpretalhatjuk, mint a P(t) ar valtozasanak ¢ pontbeli pillanatnyi
sebességét, azaz egyre rovidebb iddszakokon vett atlagsebességeinek hatarértékeét.

Haa P'(t) derivalt pozitiv, akkor az ar né, ha negativ, akkor az ar csokken.

Walras ismert torvénye szerint, ha a kereslet nagyobb, mint a kinalat, akkor az 4r nd, ha a

kereslet kisebb, mint a kinalat, akkor az ar csokken.
Linedris esetben Walras torvénye a kdvetkez6 alakban irhato fel:

PO k(ple)-s(0). k>0 (1.28)

Folytonos idvaltoz6 esetén kinalat és a kereslet leirdsara nem az (1.14) formulék, hanem a
D(t)=a-b-P(t),

1.29
S(t)=-c+d-P(t) (129)
Osszefliggések szolgalnak, ahol a,b,c,d >0 pozitiv konstansok.
Az (1.29) formulak figyelembevételével az (1.28) Walras-torvény
d’;—ff) la—bP()+c—d - P)]=kl(a+c)-(b+ad)P()
illetve
dg—ft)+k(b+d)P(t):k(a+c) (1.30)

alakot vesz fel.

Az (1.30) egyenlet egy n. elsérendii linearis inhomogén differencidlegyenlet, amelyben

P= P(t) fliggvény az ismeretlen, és ennek az ismeretlen fliggvénynek eléfordul az
egyenletben a differencidlhdnyadosa is.

Megjegyezziik, hogy az elébbi modellben az (1.26) egyenletben a P(¢) differencidlhdnyados
helyett a

P(t+1)-P(z) (1.31)

differencia szerepelt, €s ezért neveztiik az egyenletet differenciaegyenletnek és nem
differencidlegyenletnek.
A késobbiekben részletesen megismerkediink az elsdrendii linearis differencialegyenletek
megoldasi modszerével.
Most azonban figyelembevéve, hogy az (1.30) differencialegyenlet egytitthatoi allandok, egy
specialis eljarast kozliink a szoban forg6 egyenlet megoldasara.
Vezessiik be z
A=k(b+d); B=kla+c)

jeloléseket, melyekkel (1.30)

) 4-pl)= 5 (132)

alakot vesz fel.

Szorozzuk meg (1.32) mindkét oldalat az e fliggvénnyel.
Ekkor az

e - P'(t)+ Ae™ P(¢) :[eAt 'P(t)]/

Osszefiiggés figyelembevételével az
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- P()] = B-e” (1.33)

egyenlOséget kapjuk, ahonnan integralassal az

j[e/“ ~P(t)],dt = jB etdt
0 0

illetve az
' P(t)-P(0)=2 o =E (e -1) (1.34)
A o A
formulat kapjuk. Ebbdl a keresett megoldas:
P(¢)= P(0)-e* +§(1—e-f”). (1.35)
Az (1.35) formulabol latszik, hogy a
B a+c
P.=—= 1.36
"4 b+d (=0
egyensulyi ar (v.0. (1.18)-al) ar stabilis, ha
A=k(b+d)>0, (1.37)

a paraméterek tetszleges értékénél, mivel tudjuk, hogy k,b,d mind pozitiv konstansok, ¢és
ekkor

lim P(t) = mr{P(o)- et % (1—e )} _5

t—eo t—eo
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2. Differencialegyenletekkel kapcsolatos alapfogalmak,
tulajdonsagok

A természetben lejatsz6do jelenségek, fizikai, kémiai, kozgazdasagi folyamatok, mechanikai
mozgasok ¢€s szélesebb értelemben barmilyen, a térben illetve az idoben valtozasban,
mozgasban 1év6 folyamat absztrakt matematikai modellje a természettudomanyi torvények
altal, igen gyakran valamilyen tipust differencialegyenlet.

2.1 Kézonséges differencialegyenlet fogalma

Definicio (kozonséges differencialegyenlet fogalma)

A kozonséges differencialegyenlet (a tovabbiakban réviditve DE) olyan fiiggvényegyenlet,
melyben ismert allandokon, fiiggvényeken kiviil szerepel egy ismeretlen egyvaltozos fiiggvény
és annak kiilonbozo rendii derivaltjai a fiiggetlen valtozo ugyanazon értékeénél.

A DE rendjét az ismeretlen fiiggvénynek az egyenletben elofordulo legmagasabb rendii
derivaltja hatarozza meg.

gy példaul az

Yy =2y=t, Q+3ly =0
dx
egyenletek elsorendiiek, mig az

Y +t2y' 43y =1, y"+3y —4siny =sin¢
egyenletek masodrendiiek az ismeretlen ¢ > y(t) fliggvényre vonatkozoan.
A DE-t linearisnak nevezziik, ha az linearis az ismeretlen fiiggvényre és derivaltjaira nézve.
Ha a DE egyiitthatoi konstansok, akkor az egyenlet dlland6 egyiitthatdju, méasképpen valtozo
egyiitthatdju.
Példaul, y” +sin#y’+ y = ' harmadrendl, lineéris valtozé egyiitthatoji DE, mig y”+4y =0
masodrendi allando egyiitthatdju linearis DE.
Az x > y(x) ismeretlen fiiggvényre vonatkozoan y’ = p(x)y +¢(x) , vagy ekvivalens
felirasban

d
L= plx)y+q(x) (2.1)
dx
az elsérendi linearis inhomogén DE altalanos alakja, ahol
p:l=(a,b)>R,q:I(a,p) >R, —o<a<h<eco (2.2)

az (a,b) intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények.
A (2.1) DE-ben q(x) -et zavarofiiggvénynek szoktak nevezni.
Ha ¢(x)=0 , akkor a

D pe)y 23)
dx
homogén DE-rdl beszéliink.
Gyakran az els6érendii DE-et
y'=rf(xy) (2.4)
alakban irjék fel, ahol
f:T—R

a T C R’ tartoméanyon értelmezett adott folytonos fiiggvény.
Pé¢ldaul, ez a tartomany lehet egy nyilt téglalap:
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T= {(x,y)e I x]y}, I = (a,b), I, = (c,d).
A (2.4) DE-et megoldani egy J_ C I intervallumon annyit jelent, hogy meg kell hatarozni az

0sszes olyan folytonosan differencidlhato fiiggvényt a DE értelmezési tartomanyabol, amely
J . intervallumon azonosan kielégiti a DE-et.

Definicié (DE megoldasanak fogalma)
Az y= q)(x) fliggvenyt a (2.4) DE egy megoldasanak (megoldasfiiggvényének), partikularis
megoldasanak nevezziik valamely J _ intervallumon, ha

1. A @ fiiggvény differencialhaté a J intervallumon;

2. (v,p(x)eT, xeJ, esetén;

3. A @ fiiggvény kielégiti a J_ intervallumon a (2.4) DE-et, azaz dz—(x) =f (x, ¢)(x)) ,
X

x€ J, esetén.
A ¢:J. — R megoldasfiiggvény grafikonjat a DE integralgorbéjének (megoldasgorbéjének)
nevezziik.

A (2.4) elsérendli DE-nek és megoldasanak szemléletes geometriai jelentése van.
Ha y = q)(x) a (2.4) DE megoldasa valamely J_ intervallumon, akkor

¢(x)=f(r.olx)), vxeJ (2.5)
Innen az adodik, hogy az y = ¢)(x) grafikonja

(x0-(x,))

pontahoz huzott érintdjének irdnytangense (lasd a 2.1 abrat)
tgar = ¢/(x) = (%, 0(x, ) (2.6)

2.1 4bra

Ez azt jelenti, hogy haaz y = (p(x) megoldasrol csak annyit tudunk, hogy az x, € J, pontban
a (p(xo) =y, értéket veszi fel, akkor grafikonjanak az (xo, yo)e T pontbeli érintdjét meg

tudjuk adni (2.6) szerint.
Ezt Ggy kell elképzelni, mintha a 7 tartomany minden (xo, yo)e T pontjaban allna egy

kozlekedési renddr, és mutatnd, hogy milyen irdnyba és milyen sebességgel kell
tovabbhaladnunk annak érdekében, hogy a (2.4) DE azon y = q)(x) megoldasgorbéje mentén

maradjunk, mely az (x,,y, = ¢(x,)) ponton haladnak &t.

14



A gyakorlatban olyan differencialegyenletek is felmertilnek, amelyekben tobb ismeretlen
fiiggvény szerepel. Ilyen példaul az x = y, (x) , i=12,...,n ismeretlen fliggvényekre felirt n
egyenletbdl allo
ENACR SIS
y; = fz(xﬁylsyza"'ayn)

(2.7)
V= 1,060 Va0 ,)
elsérendii differencialegyenlet-rendszer (DER), ahol 7€ R""' és az
f:T—>R,i={1,2,..,n}

fliggvények adottak.
Definicio6 (differencidlegyenlet-rendszer megoldasanak fogalma)
Az

y1:¢1(x)’y2=¢2(x)"“’yn=¢n(x) (28)

fiiggvényeket a (2.7) DER egy megoldasanak nevezziik valamely J _ intervallumon, ha
1. a@,,,..,@, fiiggvények differencialhatoak a J _ intervallumon;
2. (x,9(x),0(x),...,0,(x)e T minden xe J, esetén;
3. 4@, ..., figgvények kielégitik a (2.7) DER-t minden x € J _ esetén:

w=hxgx), ... 0,x)
vy = filx, ¢1(X), o, (%))
=1k k), ... 0x)

Bevezetve az

¥ » fi
i R B R B
Y, ¥, J
oszlopvektorokat, a (2.7) DER-t révidebb alakban is fel tudjuk irni:
¥=f(xy). (2.9)

Definiciéo (DE-hez tartozo kezdetiérték-feladat)
A (2.4) alaku y' = f (x, y) differencialegyenlethez tartozo kezdetiérték-feladatnak azt a

feladatot nevezziik, amikor adott az f fiiggvény értelmezési T C R’ tartomdnydnak egy konkrét
(x,,v,) pontja, és a (2.4) DE-nek azt az y = ¢(x) megoldasat keressiik valamely I

intervallumon, amelyre x,€ I és ¢(x0) =y, teljesiil (a keresett megoldasfiiggvény gorbéje
dthalad az adott (x,,y,) ponton).
A kezdetiérték-feladat jelolése:

(2.10)

{y’ =/(x.y)
y (xo ) =X
Gyakran a (2.10) feladat megoldasfiiggvényére az y = y(x,xo, yo) jelolést hasznaljak.
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Definicio (differencialegyenlet-rendszerhez tartozé kezdetiérték-feladat)
A (2.7) alaku differencidalegyenlet-rendszerhez tartozo kezdetiérték-feladat azt jelenti, hogy az

adott f,, f,,.... f, fiiggvények értelmezési T < R™*' tartomdnydhoz tartozé adott

(Xgs Vigs Vagres Vo JE T C R™!
ponthoz keressiik a (2.7)
V= [ (6,00 Y00y, ), =120
DER egy olyan
=), »=00)... 2,=0,x)
megoldasat valamely I intervallumon, amelyre
x €1 és ¢1(x0): Yio > ¢2(x0)= Voo 5o (ﬂn(xo): Yo

teljestil.

2.2 Kezdetierték-feladat megoldasanak létezése és egyértelmiisége
Elészor egy skaléris, azaz egydimenzids DE-hez rendelt kezdetiérték-feladatot vizsgalunk:

dy _
5 =) 2.11)

y(xo): Yo
a zart korlatos
T:[xo—a,xo+a]><LvO—b,y0+b]CR2 (2.12)

téglalap alakd tartomanyon.

*

y

Yot+b T
Y, T o(me’u)

M ~-b -

X, —d X, Xx,ta

2.2 abra
Elméleti szempontbol fontos eldonteni, hogy milyen feltételek mellett 1étezik megoldasa a
(2.11) kezdetiérték-feladatnak (egzisztencia-probléma), illetve milyen feltételek biztositjak a
megoldas egyértelmiiségét (unicitas probléma).
Lemma (a kezdetiérték-feladat ekvivalens felirasarol)

A
dx
d_y:f(x’y) (2.13)
y(xo)= Yo

kezdetiérték-feladat megoldasa ekvivalens az

y =3+ [ Fls.yls)ds (2.14)

Xo

egyenlet (Un. integralegyenlet) megoldasaval.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy
y= ¢7*(x) , melyre (ﬂ*(xo) = Yo

a (2.13) feladat megoldasa egy [ = [xo —h,x, + h|c [xo —a,x, + a| intervallumon, azaz

dij—(x) = f(x,ga*(x)) minden xe I esetén. (2.15)
x

Integralva a (2.15) egyenldséget [xo,x] -n és felhasznélva, hogy ¢ (xo) =y,, kapjuk, hogy

49 (x)= 1 (s (s = [ ()= [ 1l (6 s

= ¢'(x)=9"(x)) = [ /0" (sMds) > 9" () =y + [ £ls.0" (s)is
Most pedig tegyiik fel, hogy y = ¢"(x) olyan folytonos fiiggvény,
¢) : [x09x] — R )

melyre

¢ ()=, + [ £(s.00' (s))ds (2.16)
teljesiil minden x& I C [x, —a,x, +a| esetén.
Allitjuk ekkor, hogy y=¢" (x) egyben a (2.13) kezdetiérték-probléma megoldéasa az
I =[x, —h,x, +h], h<a intervallumon.
Mivel ¢’ (x) ¢s az f fiiggvény folytonos az I = [x0 —h,x, + h] intervallumon, ezért az

f(s,(p*(s)) ,SE [xo —h,x, + h]

fiiggvény is folytonos.
FEkkor a fels6 valtozo hatarral vett

[ £ ()i

integralfiiggvény differencialhaté x szerint, és
d | . .
ajf(s,cﬂ (S))ds=f(x,¢ (x)). (2.17)

Ezért (2.16) alapjan a ¢ fliggvény is differencialhato, és

i{—i =f (x, 7 (x)) minden xe / C [x0 —h,x, + h] esetén, tovabba (2.16)-bol az is

kovetkezik, hogy ¢"(x,)= y,.
Ezzel 4llitasunkat igazoltuk.
Tétel (kezdetiérték-feladat megoldasanak egzisztenciaja és unicitasa)
Tegyiik fel, hogy a (2.11) kezdetiérték-feladatra a (2.12) zart, korlatos T tartomanyban
teljesiil a kovetkezo ket feltétel:
(i) Az f (x, y)  fiiggvény folytonos, kovetkezésképpen korlatos
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|f(x,y)| <M minden (x,y)e T esetén (2.18)

(ii) Az f (x, y) fliggvény az y valtozoban eleget tesz az un. globadlis Lipschitz-féle
feltételnek, azaz talalhato olyan K > 0 konstans, melyre minden (x, yl)e T és
(x,y,)e T esetén

|f<x19y1)_f(xay2)|SK|y1_)’2|- (2.19)
Akkor:
1. A (2.11) kezdetiérték-feladatnak az
I, =|x,~hx,+h], h= min(a,ij (2.20)
M
intervallumon létezik egy és csak egy
y=¢'(x)
megoldasa;
2. Ez a megoldas hatarfiiggvénye az egyenletesen konvergens
0,(x)=yo+ [ f(s.0,. (s, a(x)=r, (2.21)
un. Picard-féle fiiggvénysorozatnak, azaz
¢'(x)=limg,(x) , xel,; (2.22)
3. Ervényes az
* MKm m+1 MKm 1
- <——x- < —h" 2.23
% (X) (”m(x)( (m+l)!|x Xo| (m+1)! (2.23)
hibabecslés.
. , f (x,y) o - , , ,
Megjegyzés. Ha a e parcialis derivalt folytonos a T téglalap alaku tartomdanyban,
Y
o (x,)

kovetkezésképpen korldtos <K, akkor aa (2.1) Lipshitz-féle feltétel mindig teljesiil.

dy
Valéban legyen (x,y,)e T és (x,y,)e T;

Becsiiljiik az f (x, yl)— f (x, yz) kiilonbséget. Adott, hogy rogzitett xe [xo —a,x, + a]
ez f (x, y) fiiggvény folytonosan differencialhaté. Igy a Lagrange-féle kozépérték tétel
szerint van olyan & az y, és y, kozott, hogy

f<x,y1)—f(x,y2>:g—f;(x,@-(yl—y2>. (2.24)

o (x,y)

Innen felhasznalva, hogy ‘a— < K kovetkezik a (2.19) Lipshitz-féle feltétel.

A Tétel bizonyitasa. Az el6z6 Lemma szerint szdban forgo kezdetiérték-feladat
megoldasinak egzisztencia és unicités tételét elegendd a (2.14) integralegyenletre bizonyitani.
Tehat elegend6 talalni egy folytonos

¢ :lx,—hx,+h] >R
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fliggvényt, melyre minden x € [xo —h,x, + h]-ra (2.16) teljesiil és

‘(p*(x)— yo‘ <bminden x€ [x, - h,x, + h]-ra. (2.25)
A keresett (p* fliggvény a sorozatos kozelités modszerével, az un. Picard-féle kozelitésekkel
konstrualjuk.
Definialjuk a

(pm(x): [xo —h,x, + h|= R
fliggvényeket a kdvetkezOképpen:

G (X)= 3o+ [ £ (5.0, (5))ds (2.26)

ahol a nulladik kozelités ¢,(x)= y, .

A ¢,(x) fiiggvény folytonos [x, —h,x, + h]-n és

(x,9,(x))e T minden x€ [x, - h,x, + h]-ra.

Tegyiik fel, hogy ¢, (x) fiiggvény folytonos [xo —h,x, + h]-n és

(x,¢,(x))e T minden x¢& [x, — h,x, + h]-ra.

Ekkor a (2.26) formulaval definialt ¢, (x) fiiggvény is folytonos [x, — &, x, + &]-n.
Felhasznalva a (2.18)-ban szerepld |(o(x, y)| <M egyenldséget €s azt, hogy (x,gam (x))e T

minden xe [xo —h,x, + h] esetén, a

0 ()= | <[ £ (5.0, (5))ds| < [[ (s, (s))ds] <
3M|x—xo|3M.h3M~iSb
M

minden x€ [xo —h,x, + h] esetén.
fgy teljes indukcidval belattuk, hogy a

{0, (0)f

fiiggvénysorozat jol definilt, minden tagja folytonos [xo —h,x, + h]-n, és (x, 0, (x))e T
minden [x, — h,x, + h] és me {0,1,2,...} esetén.
Szintén teljes indukcidval bizonyitjuk, hogy
M K" (x—x, )"

9,1 (x) -9, (x) < S (xe[x, - hx, +4)) . (2.27)
Ha k =0, akkor (2.26)-bol
010)= 0,5 =01 (0)= 3 < ] £ s < [ L7 (5. | < M — .
Tegyiik fel, hogy 0 ’O
9, (x)- 9, (x) < %W , (xe[x,—h,x, +h]) (2.28)

teljesiil. Akkor a (2.19) Lipshitz-féle feltételt felhasznalva
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s = [ £(s.,, (s

X0

0,0 (1), () =

= I[fs¢m (S ¢ml }ls < I|fs¢m (S ¢m 1( )))lds <
SjiK(pm o )|ds<j1< (5= x” ‘

- ,Km_(s_xo)my VIR SR _Lﬂ g
=M ) _‘M(m+1).(x J7I=% (m+1) =l

Tehat teljes indukcié modszere alapjan (2.27) minden me {0,1,...} esetén teljesiil.
Most bebizonyitjuk, hogy a

{0, (), (2.29)

fliggvénysorozat egyenletesen konvergens az [xo —a,x, + a] intervallumon.
Ugyanezt a konvergenciat elegendd a

() +(0() = () +- 4 (0, ()= 9, () = () + 20, () - 9, (x)) 230)

fiigvénysorra igazolni, mivel (2.30) m-edik részdsszege pontosan ¢, (x)

Az [xo —h,x, + h| intervallumon (2.27) alapjan

M K’ ;M K.
) (0)- 0, () s G Tl ) < oo (2.31)
Tehat a (2.30) fliggvénysor majorans sora
=M K’ M & (K -nY
Yo+ Y — =y Yy (2.32)
0 IZ_;K J! K jZ_:‘ J!
A (2.32) pozitiv tagu numerikus sor 0sszegfliggvényét az ismert
M x X x’/ = x/
e=l+—+—+.+—+.=
2 J! = J
sorbafejtés felhasznalasaval konnyen fel tudjuk irni:
M | &(K-h)Y M | &(K-h)Y M [
+—| ) — =y +—| ) ———-1|=y,+—|¢" -1 2.33
Mo % |:; I :| Yo % |:§ I Mo % [ ] ( )

cres

szermt (majorans kritérium) a (2.30) fuggvenysor ¢és vele egyutt a (2.29) figgvénysorozat
egyenletesen konvergens az [xo —h,x, + h] intervallumon.

Legyen
¢ (x)=limg, (x) . (2.34)

Az egyenletes konvergencia és a ¢, (x) fiiggvények folytonossaga miatt ¢ (x) folytonos
[xo —h,x, + h]-n.
Tovabba az

20



= 16 el < s s 3
SM-|x—x0|SM'th . (xe[x,—h,x, +h])
Osszefliggésbol konnyti belatni, hogy hatardtmenettel kapjuk, hogy
07 (x)= 0| b, (xe€ [y =, x, + ) (2.36)
azaz
(x,(o* (x))e T minden x€ [x, — ,x, + ] esetén.
A (2.19) Lipshitz feltétel alapjan
‘f(s,(pm (s))- f(s,q)* (S))S K‘(pm (s)-¢" (S)( , € [x,—h,x,+h] (2.37)
melybél g (s)—¢" (SXZ 0 miatt kdvetkezik, hogy az
{f(s.0.()
fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens az f (s,q)* (s)) fiiggvényhez:
lim £(s,,(s))= Fls.g'(s)) s s€lx, —hox, +1] (2.38)
A (2.26) relacié6 alapjan
' (4)=tim g, (1) = gg[yo e, <s>>dsJ .
B (2.39)

=)t lin}ojf(sa(”m(s))ds , XE [xo‘ —h,x, +h]

A (2.38) egyenldség figyelembevételével hatardtmenet és az integralas sorrendje
felcserélhetd és ezért

lim jf(s,@n (S))ds = jﬂ?f“”m (s))ds :]if(s,(p*(s))ds

m—soo

¢s (2.39)-bol
(f(x): Vot J-f(s,(o*(s))ds , XE [xo —h,x, + h]

azaz valoban talaltunk egy (p* : [xo —h,x, + h] — R figgvényt, amelyre minden

x€ [x, = h,x, + h] esetén (2.16) teljesiil és (x,¢"(x))e T

A (2.11), (2.12) kezdetiérték-feladat megoldasanak egyértelmiis€égét indirekt Giton igazoljuk.
Feltételezziik, hogy az [xo —h,x, + h] intervallumon a (2.11), (2.12) kezdetiérték-feladatnak

1étezik két kiilonb6zo
y= (/f(x) és y= Z*(x) , (p*(x) # z*(x) (2.40)
megoldasa, melyekre
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0 ()= 7o+ [ £l5.0(5))is

Xo

" (2.41)
= vy + [ 5.2 (s))es

teljesiil.
Végezziik el az

2, (x)=="(x)
kiilonbség becslését, ahol ¢, (x) a (2.26) Picard-féle kozelitésekkel meghatarozott fiiggvény.
A (2.26), (2.41) formulék és a Lipschitz-feltétel alapjan

0, (6)-="(x) -

(5.0, (M5 = (5.2 (sl

(5,01 ()= /5,2 ()| <[] (5,01 ()= £ (5. (5))s| <
<K|[|@, ()= 2" (x)ds|, (2.42)
azaz
0, (x)= =" () < K| |, (s) - 2" (x)ds (2.42)
Tovabba (2.41)-bol
‘(ao(x)—z*(x)‘:‘yo -z )( s <M|x x0| (2.43)
Ezek utan mar iteracios eljarassal (2.42)-b01 kapjuk
m=1 esetén:
X X 2
‘(01 (x)- z*(xx <K ﬂqol (s)- z*(s)1ds <K IM|x - x0|ds < MKM , (2.44)
m=2 esetén hasonloképpen:
3
. (x)-= () < x> )
vagy teljes matematikai indukcidval:
. . (x —x )m+1
0, (x)— 2" (x) < MK (m—+°1)' (2.45)

A (2.45) egyenldtlenség jobb oldala zérushoz tart, mint egy konvergens sor altalanos tagja.
Valoban

_Z (ox = x, )" =£[6K‘x7x0‘ _1]'

m+1 K

mO
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Ezért (2.45) bal oldala szintén zérushoz tart:

limg, (x)=z"(x), (xe [x, - h,x, +4]). (2.46)
De korabban mar igazoltuk (2.34) szerint, hogy
limg, (x)=y"(x), (xe [x, —hx, +A]) . (2.47)
fgy (2.46), (2.47) alapjan
o' (x)=z"(x), xex, —hx,+h]. (2.48)

Masrészt (2.40) értelmében

¢ (x)#2(x) .
Ellentmondas. Ezzel az egzisztencia €s unicitas tételt bebizonyitottuk.
2.1 Példa
o
dy , (vy)eT=[-Llx[-11], x,=0, ¥,=0 (2.49)
»(0)=0
kezdetiérték-feladatra irjuk fel a masodik Picard-féle kozelitést. Milyen intervallumon

konvergensek a Picard-féle kozelitések? Végezziik el a harmadik kdzelités hibabecslését.
Megoldas. A (2.49) feladatban

9 ad
f(xay):x_yza i=_2ya l=|_2y|S2’
dy dy
ezért a Lipschitz-féle feltétel a K =2 konstanssal teljesiil.

Tovabba
M = max|f(x,y)|: max[ 11]([x|+‘y2‘):2 ,a=1b=1

(x,y)eT xe[—l,l],ye -

h= min(a,ij = min(l,lj = l
M 2) 2

, 1 1]. . . o
Tehataz [, = [xo —h,x, + h]= {— 5,5} intervallumon érvényesek az egzisztencia és unicitas

¢s (2.20) szerint

tétel (2.21), (2.22), (2.23) allitasai. A (2.21) formula szerint

- 2 x 4 2 5
(=0 (s 0hs =5 )= [ 5-2 s -5

A harmadik kozelités hibabecslése (2.23) szerint m =3, K =2,h= % esetén

¢ (W)= f <
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2.3 Létezés és egyértelmiiség differencialegyenlet-rendszerekre

Tekintsiik a (2.7) differencialegyenlet- rendszerhezhez rendelt

d
%=f1(x,yl,yz,---,yn)
dx

3%
_:f(x’y ayza"-’yn) av
A =L = 1(x.5). 5()=7, (250
d
%zf;(‘x’yl’yZ"“’yn)

X
yl(xo):ylo ,yz(x0)=y20 ""yn(‘XO):ynO

kezdetiérték-feladatot, ahol T c R az f,:T —> R , i€ {1,2,...,n} fiiggvények értelmezési
tartomanya ¢€s
(x0ay10>J’20a---ayn0)€ T (2.51)

adott pont.
A skalaris (7 =1) esethez hasonléan bizonyithaté az aldbbi eredmény.

Tétel (kezdetiérték-feladat megoldasanak létezése és egyértelmiisége
differencialegyenlet-rendszerekre)
Tegyiik fel, hogy a (2.50) kezdetiérték-feladatra a

T =[x, —a,x, +a]x[y,, = b,y + bIX [y = b,y + BIX.. X[, =B, 3, + bl R (2.52)
zart, korlatos tartomanyban teljesiil a kovetkezo két feltétel:
(i) Az f, (x, Visers Y, ) ,i= {1,2,...,n} fliggvenyek folytonosak, kovetkezésképpen
korldtosak

|fi(x,y1,y2,...,yn)| <M, M>0;
(ii)) Az f; (x, Visers Y, ) ,i= {1,2,...,n} fliggvények eleget tesznek a globalis Lipschitz-féle
feltételnek, azaz talalhato olyan K >0 konstans, melyre minden

(x,yl,yz,...,yn)e T es (x,zl,zz,...,zn)e T esetében

|fl.(x,y1,y2,...,yn)— fi(x,zl,zz,...,znﬂ <K- Z|yi - zi| (2.53)
i=1
(vagy ha a a—l(x,yl,yz,..,yn) parcidlis derivaltak folytonosan T-n minden i,k € {1,2,...,n}
Vi
esetén és |afi(x,y1,y2,...,yn )| <K).
ayk ‘
Akkor:
1. A (2.50) kezdetiérték-feladatnak az
I, =[x, ~hx,+h], h= min(a,%j (2.54)

intervallumon létezik egy és csak egy y = @(x) megoldasa;

2. Ez a megoldas hatarfiiggvénye az egyenletesen konvergens Picard-féle
fliggvénysorozatnak:
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7 (0)= im0 - 1{2[% [ o o 259

3. Ervényes az

m+1 (nK)m

‘ﬁ*( \_ |x— X, o™, ie{l2,..n} (2.56)

m+1

hibabecslés.
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3. Elemi integralasi médszerrel megoldhaté differencialegyenletek
Altalanos esetben a

%zf(x,y), f:T—>R, T=IxI cR (3.1)

X

alaku elsérendt differencidlegyenlet megoldasfiiggvényét nem tudjuk eldallitani zart alakban.
Azonban a (3.1) DE-k kozott 1éteznek specidlis tipusu egyenletek, amelyek mindig
megoldhatok.

A tovabbiakban a kozonséges differencidlegyenletek megoldasai kozott kétféle
megoldasfiiggvényt kiilonboztetiink meg: altalanost ¢s partikularist.

Az éltalanos megoldast az jellemzi, hogy pontosan annyi szamu tetszélegesen valaszthatd
egymastol fliggetlen allandot tartalmaz, ahanyad rendi az adott DE.

Definicié (altalanos megoldas fogalma)

Az egyparaméteres ¢ :T, =1 X jc —>R, y= (/)(x,c) fliggveényt véges vagy végtelen
T=1xI,CR

ertelmezési tartomannyal akkor nevezziik a (3.1) elsorendii DE dltalanos megoldasanak a
T =1,%x1, tartomanyon, ha:

1. (x,¢(x,c))e T'minden (x,c)e T, esetén;

2. @E £ (x,¢(x,c)) minden (x,c)e T, esetén;

X
3. Az y = ¢(x,c) egyenlet egyértelmiien megoldhaté c-re: ¢ =¥ (x,y) minden (x,c)e T,
esetén.
Megemlitjiik, hogy az altalanos megoldés fogalma a gyakorlatban linearis DE-ek esetén
alkalmazhat6 eredményesen.

3.1. Példa. Irjuk fel a

Q:)f , (x,y)e T=RxR (3.2)
dx

differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

Megoldas. Az integralszamitasbol tudjuk, hogy egy adott f:R—> R, f=f (x) fiiggvény

primitiv fiiggvénye egyenld

y(x):jf(x)dx+c, CER, (3.3)
melyre
Yo 1) (34)
dx ' '

Tulajdonképpen a (3.4) alaki DE megoldasa a (3.3) primitiv fiiggvénnyel adodik, amely
egyben a szoban forgd DE altalanos megoldasa is. A (3.2) példankban f (x) =x", ezért (3.3)

szerint az altalanos megoldas
4
X
y=¢(x,c):_[x3dx+c:?+c,

ahol ce R tetszdleges valos allando.

crer

kovetkezOképpen valaszthatjuk:
T=RxR (I.=R,I =R);
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T,=RxR (I,.=R.,I =R).

Megjegyzés.

A partikularis megoldas nem tartalmaz szabadon valaszthaté allandokat és tigy kaphaté meg
az altalanos megoldasbol, hogy az abban szerepld allandoknak konkrét szdmbeli értéket
adunk, melyek bizonyos algebrai egyenletek megoldasaként adodnak. Altalaban a partikularis
megoldas meghatdrozéasa céljabol az adott DE-hez megfeleld szamu mellékfeltételt kell
eléirni (annyit, amennyi a DE rendje).

Most mar mondhatjuk, hogy a (2.11) alaka

dy _
E—f(x:y) (3.5)
y(xo):yo

kezdetiérték-feladat megoldasa annyit jelent, hogy meg kell hatdrozni a % =f (x, y)
X

differencidlegyenletnek azt a partikularis megoldasat, amely teljesiti az eldirt y(xo) =),

kezdetifeltételeket.
3.2 Példa. Oldjuk meg a

dzy
e xel =[0]], yeR (3.6)
»0)=2,57(0)=3

kezdetiérték-feladatot.
Megoldas. Eldszor keressiik meg az adott DE y = ga(x, ¢ ,cz) altalanos megoldésat (az

altalanos megoldasnak két tetszdlegesen valaszthatd c; és ¢, allandot kell tartalmaznia, mivel
a DE masodrendi).
A primitiv fliggvény segitségével kapjuk, hogy

dx’ dx\ d. dx

2

4y :6x:i(d—yj=6x:>d—y:3x2 +¢ :y=(p(x,cl,c2):x3 +cex+c,,

X

ahol ¢,,c, € R tetszdleges allandok.

Tovéabbd az altalanos y = ¢(x,c,,c,) = x’ + c,x + ¢, megoldasban tgy vélasztjuk meg a c,,c,
allandokat, hogy teljesiiljenek az adott kezdeti feltételek:

x=l

3 _
y:f(xjcljcz)h:():z :>x +Clx+6’2‘ 0 —2:>cz :2’
0=3 c, =3.

y,zw;(xsclacz)ixzo =3 3x’+¢

x=

Tehat a (3.6) kezdetiérték-feladat megoldésa, azaz keresett partikularis megoldast az
y=¢(x,c,,c,)=x +cx+o,
altalanos megoldasbdl kapjuk, ha ¢, =2 és ¢, =3:

=X +3x+2.

<
cy=2

3
ypartikuldris (x) =X+ X + G

3.1 Szétvalaszthaté valtozoju differencialegyenletek

Definicio (szétvalaszthat6 valtozoju egyenlet)
A
dy

a:f(x)-g(y),f:IX%R,g:Iy%R (3.7)
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alakra hozhato differencialegyenlet szétvalaszthato valtozojunak nevezziik, feltételezve, hogy
az adott

fi, >R, g1 >R
fiiggvények folytonosak rendre az 1,1, C R nyilt intervallumon.
frjuk 4t (3.7) ekvivalens differencial alakban

d
d—z=f(X)'g(y)%dy=f(X)-g(X)dX- (3.8)
Feltételezziik, hogy
g(y)#0, minden y€ I, esetén. (3.9)
Ha (3.9) teljesiil, akkor (3.8) kovetkezdképpen irhatd at
A £ (x)dx, (3.10)
g(v)

ahol a bal oldalon csak y-t6l, a jobb oldalon csak x-t6l fiiggd differencial talalhato. Az
analizisbdl ismert

A bk 19 o - an
Osszefiiggések alapjan (3.10) atrendezésével kapjuk, hogy

Y__ — X )dx |- B —
f(x)dx—@—o d[jf( )d] d{g(y)dy} 0

(3.12)
—>d{'[f(x)dx—j$dy}=0—>J.f(x)dx—'[$dy =c, CER.
Bevezetve az alabbi jeloléseket
[ f(x)ax = F(x) dey:G(y) (3.13)
g(y)

(3.12) a kovetkezd egyenldséget kapjuk:

F(x)-G(y)=c, ceR (3.14)
Tétel (szétvalaszthatd valtozoji DE altalanos implicit alakai megoldasaradl)
Ha (3.7)-ben f:1.— R, g:1, — R folytonos fiiggvények és g(y);ﬁ 0, ha y€ 1, akkor a

szétvalaszthato valtozoju DE altalanos megoldasa (implicit alakban) a kovetkezoképpen
irhato fel:

If(x)dx—dey—c=0, CER, (3.15)
g(»)
vagy a (3.13) jeldlések alkalmazasaval:

F(x)-G(y)-c=0, ceR. (3.16)

Bizonyitas. Kimutatjuk, hogy minden folytonosan differencialhaté y = (a(x) fliggvény, amely
egy konkrét ¢ = ¢, érték mellett azonosan kielégiti (3.15)-t, azaz melyre

J‘f(x)dx—J.

egyben a (3.7) DE megoldasa.

(o(x )dx B
(o(x))

g

¢, =0 (3.17)
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A (3.17) azonossagot differencialva kapjuk, hogy

£(x)ax - ox) dx=0.

glp(x))

x))-el, a sziikséges

W = £(x)-glolx) (3.18)

Az utdbbi megszorozva g((o

azonossaghoz jutunk.
Forditva, ha egy folytonosan differencialhaté y = go(x) fliggvényre fennall a (3.18) azonossag,

akkor bizonyos ¢ = ¢, értékre teljesiil a (3.17) azonossag is. Valoban elvégezve az alabbi
atrendezést €s az azonossag mindkét oldalét integrélva kapjuk, hogy

) o) elote) > r(ohae= GHE 5 [

)
¢ a’x dp
%J.f )dx j + —>jf Ig(w

3.3. Példa. Keressuk meg a

dy y -1
= - ] =(=3.4 I =(l.4o0
dx (3x+xy) P TE L ( o )’ yEL (,+ )

DE altalanos megoldasat, majd valasszuk ki azt a partikularis megoldast, amelynek gorbéje
athalad a P(O, \37 ) ponton.
Megoldas. Eldszor felirjuk az altalanos megoldast:

dy_ y2_1 2 _ . 2 Yy _ 1
E_m%(y —1)dx—y(3+x)dy%./(y —1)(3+x)—>y2_1dy—x+3dxﬁj.%

_1=21n(x+3)%

Lo 5 im(y2 —1)=tn(r +3)+ 2 tne - n?
x+3 2 2

-y —l=c(x+3) > y* =1+c(x+3)*, ceR;.
A partikularis megoldast akkor kapjuk meg az altalanos (implicit alak)
y? =1+c(x+3)
megoldasbol, ha figyelembe vessziik az adott kezdeti feltételt:
y(0)= V37,
Ekkor

y =l-c(x+3)[ie0 =0—537-1-¢-9=0->9%=36—>c=4—

y=37

= Vieonteterck (x) = c(x + 3)2 + IL=4
Tehat a keresett partikularis megoldas (implicit alakban):
y? :4(x+3)2 +1
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3.2. Elsérendii linearis homogén DE
Az elsérendi linearis homogén DE altalanos alakja

Z—y+p(x)y:0 , xel, (3.19)
X

ahol p:I — R adott egyiitthato fiiggvény.
Keressiik a (3.19) DE éaltalanos megoldasat a

T={xel ,yel, =(-co0)f (3.20)
tartomanyban.
A (3.19) egyenlet szétvalaszthatd valtozoji, melynek megoldasi modszere ismert:
dy dy

d—+p(x)y=0—>dy:—p(x)ydx—>—:—p(x)dx,y¢0—>
x Y

—>Id—y=— Ip(x)dx%lny=—.|‘p(x)dx+lncl ,y>0,c, €R; =(O,-|_—oo) .
y y#0 ln(_y):_J.p(x)dx+ln(_cz)’y<0’czERO :(_00’0)
—IP(X)dX + -~
)= gy )= 77O = 0), 621

c,e " ,y<0,czeR0_:(—oo,0).

Nyilvéanval6, hogy y =0 fiiggvény is megoldasa (in. trivialis megoldéasa) a (3.19)
egyenletnek. Tehat, a (3.19) linearis homogén DE altalanos megoldasa a (3.20) tartomanyon a
(3.21) formulak alapjan a kovetkez6képpen irhat6 fel:

y=ya)=ce 1 cer, (3.22)

ahol a tetsz6leges c konstans felvehet mind pozitiv, mind negativ értéket illetve egyenld is
lehet nullaval.
Konnyt belatni, hogy a

dy _
4y PP =0 (3.23)

y (xo ) =0
kezdetiérték-feladat megoldasa (3.22)-bdl kaphato, ha abban ¢ =y, :

—j;P(S)dS
Y= Veestoiors X)= Vo e 0 (3.24)
3.4. Példa: Oldjuk meg a
dy 1
o T30 (y)e T =1, x1, = (0.400)x (~ 0,0 (3.25)
y(2)=-4

kezdetiérték-feladatot.
Megoldas. A valtozok szétvalasztasaval eldszor keressiik az altalanos megoldast:
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Q{.ly:()_)d_y:_ﬂﬁj-d_y:_ ﬂ_>

dx x % x y X
—1In(-y)=-Inx+In(-¢,), c, € Ry =(~,0)—

alnl=—lnx—>y=ﬂ, ¢, € (=0,0) ,xe (0,400).
c x

Figyelembe véve az adott y(2) =—4 kezdeti feltételtaz y =y, (x) =a megoldasban
X
meghatarozzuk a megfeleld ¢ konstans szambeli értékét:

-8
y(2): —4 : —4 :%_> CZ = _8 - ykezdetiérték(x): 7

Ugyan az a megoldas megkaphatjuk a (3.24) formula szerint is

[ oo)ax [

x0 — 9 — “Insf, _
V= Viezdetirtek (x) =)Vo-¢€ =—4-e S
— . nxIn2 g i 2 —Selni __S.
x b
3.3. Elsérendii linearis inhomogén DE
Az elsorend linearis inhomogén DE altalanos alakja
Dy py=qlx). xel, (3.26)

dx
ahol p: 1. — R és q:1_—> R adott folytonos fiiggvények egy kozos 1. értelmezési

tartomannyal.
Kiindulva a megfelel6 (3.19) homogén DE (3.22) alaku altalanos megoldasabol, az (3.20)
inhomogén DE altalanos megoldésat az un ,,allandé varidlasanak médszerével” keressiik

y= c(x)-e_jp(x)dx =c(x)-Y(x) ,Y(x)= e_Ip(x)dx (3.27)
alakban, azaz (3.22)-ben a ¢ konstanst az x valtozo6 tetszdleges differencialhato c(x)

fiiggvényének tekintjiik.
A (3.27) alaku fiiggvényt differencialjuk és behelyettesitjiik a (3.26) inhomogén egyenletbe:

0.y (0 el P pla)ecle) )= ),
melybdl

dc_(x).y(x)+c(x).[dY_<x)+ ) ¥(r) = glo) (328)
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Mivel Y (x) = e_j e a (3.19) homogén DE egyik partikularis megoldasa (a (3.22) altalanos
megoldasbol c=1 esetén kaphatd meg), ezért

dl;—)(:c)+p(x)~Y(x)EO.

Ennek alapjan a c(x) ismeretlen fliggvényre (3.28)-bdl a
dclx
)y ()= g(x)
X
szétvalaszthatd valtozoju DE-et kapjuk, melynek megoldéasi menetét mar ismerjiik:

9]y e)= glo) de = g(x)-Y (b [de= [ g(x)-¥ (ks -

—c(x)= Iq(x)- Y '(x)dx+c , ce R tetszbleges allandd —

- c(x) = jq(x)- ejp(x)dxdx +c¢ , ceR . (3.29)

Az igy meghatarozott (3.29) alaku c(x) -et visszahelyettesitjiik (3.27)-be és igy megkapjuk a
(3.26) inhomogén DE altalanos megoldasat:

_ _ [ p(x)ax [ p(x)ax ) ) [ px)ax
y—yi‘d_(x)—c e : +e Iq(x) e , CER . (3.30)
=Vha \X
Konnyt észrevenni, hogy (3.30) jobb oldalan az els6 tag nem mas a megfelel6 DE homogén
megoldasa.
Kimutatjuk, hogy a masodik tag, melyre vezessiik be az alabbi jelolést:

e_J'p(x)dx .J‘q(x).e.[p(X)dx _ yi,p.(x)’ (3.31)

a (3.26) linearis inhomogén DE egyik y, p.(x) partikularis megoldésa és akkor (3.30) alapjan
azt kapjuk, hogy a linearis inhomogén (3.26) DE altalanos megoldasa egyenld a megfeleld

linearis (3.19) homogén DE altalanos megoldéasaval €s az inhomogén DE egyik tetszéleges
partikularis megoldasanak 6sszegével:

$a ()= 30 @)+, ()= 4y (). (3.32)

Valoban behelyettesitéssel az inhomogén DE-be kapjuk, hogy

Wrs I 0, (), ()= o)

dx
73 d ip \X
B IR T R S S
Ix dx
ezért
dy,
y’él;(x)- +p(x)- 3, (x) = qlx). (3.33)
3.5. Példa Oldjuk meg a
Q . __-—sinx
{dx+c0sx y=e ,(x’y)eT:(_oo’m)X(_m’m) (3.34)
7(0)=3

kezdetiérték-feladatot.
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Megoldas. Eldszor a valtozok szétvalasztasaval meghatarozzuk a megfeleld elsérendii linearis
homogén DE megoldésat:

d d
—y+c0sx-y:0+—y:—cosxdx%'|-+
dx y

ce™™ y>0,c,€ R" =[0,+00)
Y=DYha ()C) {Cze—smx , Y <0 ,Cy c RO_ :(— 00,0)

—sinx

= y=y(x)=c-e ,CE R,
i de .
— Behelyettesités az inhomogén DE - be — d_c oS = posiny
X
dc
%—:1%C(X):X+Cl ,C,ER—
dx
—>y=y, = (x + C‘l). e Sy — ¢ - e SIY 4 . pSinx ,C € R— (336)
Via (%) ip (x)

—YV=EViu = yh‘a'.(‘x)+ pr.(x) .

Megjegyezziik, hogy a (3.36) megoldast kozvetleniil a (3.30) formula segitségével is
kiszdmithattuk volna.
Felhasznalval az adott y(O) =3 kezdeti feltételt, a (3.36) altalanos megoldasbol konnyen meg

tudjuk kapni a (3.34) kezdetiérték-feladat megoldésat:
y(0)=3—53=¢-e ™ +0-e"" 53=¢ —

—sinx

— —sin x
YVikezdetiértek (x ) =3-e +x-e
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4. Masodrendii linearis differencialegyenletek
Tekintsiik a

d’ d .

Y+ ()4 py )y =q(x) , xe 4.1)
dx dx

alaki masodrendi valtozo egyiitthatoju linedris differencidlegyenletet.

Ha q(x = O) , akkor (4.1) homogén egyenletnek mondjuk, ellenkezd esetben inhomogén

egyenletrdl van szo.
Tegyiik fel, hogy a p,, p,,q:1, — R fliggvények folytonosak.

Definicio (alaprendszer fogalma)
A masodrendii linearis homogén

Y+ p) + polx)y =0, ppeecliy) (4.2)
differencialegyenlet két tetszéleges
y=y), y=n), (4.3)
az jx intervallumon linearis fiiggetlen megoldasat (olyan megoldasokat, melyekre
Jﬁ(xo)'y;(xo)_yz(xo)’yl/(xo)iO: (4.4)

ahol x, € jx az jx értelmezési tartomany tetszoleges pontja),
a (4.2) masodrendii homogén differencialegyenlet egyik alaprendszerének nevezziik.

Tétel (a homogén DE altalanos megoldasanak felirasarol)
Ha a (4.3) fiiggvények a (4.2) DE egyik alaprendszerét alkotjak, akkor az egyenlet dltalanos
megoldasa a kévetkezo alakban irhato fel:

y:J’h.a.(x):qyl(x)"'czyz(x) , xel (4.5)

ahol c,,c, tetszéleges valods dallandok.

Bizonyitas. Egyszerli behelyettesitéssel, felhasznalva a differencialas szabalyait, igazolhatjuk,
hogy a (4.5) alaku fiiggvény a (4.2) DE megoldésa.
Val6ban

(e + D)+ pxey! +eh)+ polaey + )=
=07+ p ()] + py () + 6, (0 + py ()] + Py (x)y,) =0
Tovabba, legyen
y=olx)
(4.2) egy tetszdleges megoldasa, és tekintsiik az
{Jﬁ(xo)' ¢+ yz(xo)' 6= (o(xo)
y{(xo)' ¢+ y;(xo)' ¢, = ¢/<xo)
linedris inhomogén algebrai egyenletrendszert a c,,c, ismeretlenekre nézve. Mivel a (4.6)
egyenletrendszer matrixanak determinansa
yl(xo)'y;(xo)_ yz(xo)'yl’(xo)i 0,
ezért (4.6)-nak létezik pontosan egy

,Xo€ 1 (4.6)

_ * _ *
=6 ,6=6

megoldasa.
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Ezért, a két tetszéleges c,,c, allandot tartalmazo (4.5) alakt fiiggvény az altalanos megoldas

definicioja szerint, valoban a (4.1) masodrendii linearis homogén DE éltalanos megoldasat
adja.

Altalanos esetben a véltozé egyiitthat6ji (4.1) DE alaprendszerét nem tudjuk meghatarozni.
Azonban, ha a homogén linedris differencidlegyenlet egyiitthatéi allandok, akkor mindig
létezik elemi fiiggvényekbdl allo alaprendszer, melynek alapjan az altaldnos (4.5) megoldas
mindig felirhatd zart alakban.

4.1 Konstans egyiitthatés homogén egyenletek
Allitsuk elé az
y'+ay +a,y=0, a,a,€ R , x& I, =(—o00,+c0) 4.7

allando egyiitthatoji homogén DE egyik alaprendszerét.
Keressiik a (4.7) DE megoldasat

y=e* (4.8)

alakban, ahol A egyel6re ismeretlen allando (valds vagy komplex).
Mivel

y'= (e/h) =A-e™, y'= (e/b‘) ="
a (4.7) DE-be val6 behelyettesités eredményeként kapjuk, hogy

e (/12 +a A+ ao)z 0. (4.9)
Mivel e #0, xe R , (4.8) és (4.9)-bél az kovetkezik, hogy az
y= eﬂjx , X€ (_ oo,+oo) (410)

alaku fiiggvény akkor és csak akkor megoldésa a (4.7)-nek,ha 1 =4, a
A+al+a,=0 (4.11)

egyenlet gyoke.

A (4.11) masodfoku algebrai egyenletet a (4.7) allandé egytitthatoji DE karakterisztikus
egyenletének nevezziik.

A (4.11) karakterisztikus egyenletnek a komplex szamok halmazan pontosan két gyoke

létezhet:
Ay = 'V e

2 4
melyek az a,,a, egyﬁtthat(')ktc')l fliggden lehetnek valosak vagy komplexek.

—a,, (4.12)

Hérom esetet fogunk megkiilonboztetni.
1. eset: Két kiilonb6z6 valés gyok esete

Ha a —4a, >0, akkor a (4.11) karakterisztikus egyenletnek két kiilonbzé valds gydke van:

/ 2 /

a, a, al

= _—— 4.13
= 5 + a, , ﬂ? ( )

Az el6bbi megallapitas szerint az yl( ) e’l " és y2 =™ fiiggvények megoldasai (4.7) —

nek.
Masrészt (4.4) figyelembevételével x, =0 esetén

7(0)-55(0)-(0)-3,(0)=1-4, -1 4 =4 -4 %0,
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tehat a (4.7) DE egyik alaprendszere

y=yx)=e", y=pla)=e (4.14)
¢s (4.5) alapjan

Via =6 €4, €, ¢,c,€R. (4.15)

2. eset Kétszeres valos gyok esete.
Ha a’ —4a, =0, akkor a (4.11) karakterisztikus egyenletnek egy kétszeres valos gydke van:

4:@:—%. (4.16)
Ekkor az
yl(x):=eﬂx,/1=ﬂl=/12=—% (4.17)

fliggvény megoldasa (4.7)-nek és az alaprendszer egyik fiiggvényét adja. De mi lesz az

alaprendszer masik eleme?

Erre Uigy johetiink rd, ha megfigyeljiik, hogy mi torténik, amikor az 1. eset a 2. esetbe megy

at, vagyis 4, # 4,, 4, rogzitett, és 4, > 4,.

Szamoljuk ki az y = ¢®* fiiggvénynek a A, valtozo szerinti parcialis derivaltjat
Arx Aix X

lim &% = fim ¢

_ Ayx
A=A jz_j,l _,12—% 1

=x-e" (4.18)

Sejthetd, hogy a (4.18) hatarérték is megoldasa (4.7)-nek, mivel minden rogzitett 4,4, -re a
lim jel mogott allo fiiggvény megoldasa (4.7)-nek.
Ezért legyen az alaprendszer masodik fiiggvénye

yz(x)::x-e’b‘, A=A =4. (4.19)
A (4.19) fiiggvényt és derivaltjait behelyettesitve (4.7)-be kapjuk, hogy
Vi(x)=e* +x-1-e*,
Vix)=A-e*+A-e*+ A x-e™=2"+ A -x-e"
24e™ + e™ +a1(e’1’“ +x-ﬂ-e’1x)+ a, x-e" =

4.20
=e™. (2/1+a1)+(/12+alﬂ+a0)~x ™ =0 (4.20)
%/_J

=0 =0

mivel A= —% a (4.17) karakterisztikus egyenlet gyoke, vagyis (4.19) tényleg megoldas.

Mivel
2(0)-53(0)~ ,(0)- ¥/(0)=1-1-0-2=120,
ezért az
y(x)=e* | y(x)=x-e* | /1:—% 4.21)
fiiggvények alaprendszert alkotnak, és ezért
v, (X)=c e +c, x-e* A= —%, ¢.c,€R. (4.22)
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3. eset Komplex gyokok esete
Ha a, —4a, <0, akkor a (4.11) karakterisztikus egyenletnek nincs valds megoldasa. Ez

esetben két komplex gyok

2 2
A=—biila- Y cgvib A =-Soi]id - mg—ib P=-1 (423)

jelenik meg.
Ekkor az n. valos valtozoju komplex fiiggvények

)'71 (x) — eﬂlx — e(a+ib)x , ;2 (x) — e/'[zx — e(ufib)x (424)
a (4.7) DE megoldasai.
Az analizisbol ismert
e™ = coshx +isinbx, (4.25)

un. Euler-formula segitségével (4.24) megoldasfiiggvényeknek fel tudjuk irni a valds és
képzetes részét:

)N’l(x)ze

u(x)+i-v(x) ,

a-ib)x _

(bl — oo . o™ = o™ (cosbx +isinbx) = ™ cosbx +i- ¢ sinbx =

u(x) v(x)

eax _e—lbx — eax(

coshx —isinbx)= e* coshx —i-e“ sinbx =

u(x) v(x) (4.26)

) x):e(

= u(x)—i-v(x).

Kozvetlen behelyettesitéssel ellendrizni tudjuk, hogy a két valos

<1

u(x)=e“ cosbx és v(x)=e"sinbx (4.27)
fliggvény a (4.7) DE megoldasa (4.23) esetén.
Valoban

u(x) = e cosbx; u'(x) =a-e" cosbx —be™ sinbx;
u”(x)=a’e™ cosbhx — abe™ sin bx — abe™ sinbx — b*e™ cosbx =
2 ax

= a’e™ coshx —2abe™ sinbx —b*e™ cosbx ,

2 : 2 :
a“e” cosbx —2abe” sinbx — b"e” cosbx + q, (e"" cosbx —be™ sin bx)+ a,e” cosbx =

a=-2
ax 2 2 ax : 2
=e cosbx[a -b +a1a+a0]+e sin bx[- 2ab — a,b| = o=
a
b=,la, _Il
ax 6112 6112 a12 ax 3 a4
=e“cosbx| ——a,+———+a, |[+e“sinbx|+2—b—ab |=
4 4 2 2
=e" cosbx-0+e“sinbx-0=0.
Ezért komplex gyokok esetén
V. = ¢ -u(x)+c, - v(x)=ce” cosbx + c,e” sinbx, (4.28)

2
aholaz—%; bzw/ao—% ,C,C,ER .
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4.1. Példa Irjuk fel az
YV'+)y —6y=0

DE alaprendszerét és altalanos megoldésat.
Megoldas. A (4.11) karakterisztikus egyenlet ez esetben

/12+/1—6:0—>/11 =2,4,=3.
Az egyik alaprendszer (4.14) szerint
yx)=e =" p(x)=e
¢s (4.15) alapjan

Ayx — e—3x

yh.d.(x) = Clyl(x)+ Czyz(x) = Clezx + 62673)( , CLGER.
4.2 Példa. Hatarozzuk meg az
V' +4y +4y=0
DE altalanos megoldésat.
Megoldas. A karakteriszikus egyenlet gyokei
A +4i+4=0— A=4=4A=-2.
Ezért kétszeres gyokok esetén (4.17), (4.19) szerint
yix)=e®=e™ iy, (x)=x-e™
és v, (x)=ce™ +cxe™, ¢,c,€R .
4.3. Példa. Oldjuk meg az
Y +4)y +13y=0
differencialegyenletet.
Megoldas. A 1> +44 +13 = 0 karakterisztikus egyenlet gydke a
A==2+3iés A, =-2-3i

komplex konjugalt gyokpar.
A (4.27) formulak alapjan az alaprendszer fiiggvényei

y,(x) = u(x) = e™ cosbhx = e ** cos 3x;
¥, (x) = v(x)= e sinbx = e **sin 3x
melyek segitségével és (4.28) figyelembevételével kapjuk, hogy

y,..(x)=ce? coshx +c,e *sin3x, ¢,c,€R .

4.2 Allandé egyiitthatéji inhomogén egyenletek

Tekintsiik ismét a

d’ d :
dxf +p, (X)d—z +po(x)y=q(x), xe 1, (4.29)
alaku valtozo egyiitthatoju lineéris differencialegyenletet, és a hozza tartozo
2
d { + pl(x)d—y+ po(x): 0, xel, (4.30)
dx dx

homogén egyenletet.
El6ljaroban ismertetjiik a homogén és inhomogén egyenlet megoldasainak egyes olyan
Osszefiiggéseit, amelyekre sziikség lesz a tovabbiakban.
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Tétel (az inhomogén egyenlet két megoldasanak kiilonbségérol)
Ha
y=ax), y=0,x)
megoldasai a (4.29) inhomogén egyenletnek, akkor kiilonbségtik
y=¥()=0x)-0,(x) (4.31)
a megfelel6 (4.30) homogén DE megoldasa.
Bizonyitas. Helyettesitsiik be a (4.31) fliggvényt (4.30)-ba:
e+ p () 0)+ py ()¥ (1) = (/) - 8 (x)+ py (o (x) = 25 (x)) + y (@3 (x) — 0, () =
l(x)+ P ()l () + py () ()] + [ () + py ()} (x) + o (oo, ()] = q( )=q(x)=0
=q(x) =q(x)

¢s pontosan ezt kellett bebizonyitani.

A kovetkezd allitds az inhomogén DE éltalanos megoldasanak szerkezetét irja le.

Tétel (az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak alakjarol)

Az inhomogén (4.29) DE dltalanos megoldasa egyenlé a megfelelé homogén DE dltaldnos és
az inhomogén DE egy tetszoleges megoldasanak az 6sszegével:

y= yi,a:(x): yh.a:(x)’i' yi.p.(‘x)z c1y1<x)+ czyz(x)+ yz:p,(x) ’ (4.32)

ahol y,(x), y,(x) a homogén DE egyik alaprendszere.

Bizonyitas. E16szor is meg kell gy6zddniink, hogy (4.32) barmely ¢,,c, € R konstansra a

(4.29) inhomogén DE megoldésa.
A (4.29) egyenletbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

V3 ()4 20OV ()4 P63, () = (e () + a0 () + 3, () +

+ p (x)(c1y1(x)+ Czyz(x)+ yi.p.(x))/ + po(x)(c1y1 (x)+ czyz(x)"' ylxp.(x)):
= o[y + p (W) + po )y [+ e, 07 + py (x)y] + po (x)y, |+

+[)/ +p1 Oytp ( )+p0(‘x)yi.p4 (x)]: Q(;CO)- (4.33)
=q(x)

Tehat (4.32) valoban a (4.29) inhomogén DE megoldasa.
Még azt kell bebizonyitani, hogy az inhomogén DE tetszéleges y = (/J(x) megoldéasa

megkaphato a (4.32) osszefliggésbdl a ¢,,c, allandok valamely konkrét értékén, azaz 1éteznek

olyan
€ =C,C=0C (4.34)
értékek, melyekre
y:¢(x)=Z,lyl(x)+52y2(x)+yi.p‘('x) (4.35)
Az elébbi tétel szerint a
()= ,,,(x)] (4.36)

kiilonbség megoldésa a (4.30) homogén DE-nek. Ezek szerint 1éteznek olyan (4.34)
konstansok, hogy

9(x) =y, (x)=ay,(x)+ &y, (x) (4.37)

ahonnan egyszerl atrendezéssel a kivant (4.35) azonossag kovetkezik.
Alkalmazzuk ezeket az ismereteket (a (4.32) formulat) az
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y"+a1y'+a0y:q(x) , a,a,€R , xel, :(—00,00) (4.38)

allando egyiitthatdji DE altalanos megoldasanak a meghatarozasara.
A megfeleld

V' +ay +a,y=0, a,a,€ R , x€ I, =(~00,0) (4.39)
homogén DE y, . (x) altalanos megoldasat az y,(x), y,(x) alaprendszer ismeretében mar fel

tudjuk irni (1asd a (4.14), (4.15) és (4.21), (4.22) illetve (4.27), (4.28) formuléakat).
Tehat, hogy alkalmazni tudjuk a (4.32) tulajdonsagot, mar csak az inhomogén DE egy
tetszéleges y, p'(x) partikularis megoldasat kell tudni kiszdmolni.

A (4.38) inhomogén DE egyik y, p'(x) partikularis megoldasanak meghatarozasara specialis
q(x) alaku jobb oldal esetén gyakran az Un. hatarozatlan egyiitthatok médszerét

alkalmazzak, amelyet még probafiiggvény-modszernek is neveznek.
A most ismertetendd modszer végrehajtasa soran nem kell integralnunk, csupan derivalni és
algebrai miiveleteket kell végezniink. Igaz viszont, hogy csak specialis q(x) jobb oldalak, és

csak alland6 egyiitthatds egyenlet esetében miikddik a szoban forgé modszer.
Tekintstik a (4.38) DE specialis esetét

V' +ay +a,y =e” (4 coshx + A, sinbx), (4.40)
ahol a,,qa,,a, 4, adott allandok.
Keressiik a (4.40) inhomogén DE partikuléaris megoldasat
y=y,,(x)=e"(B, cosbx + B, sinbx) (4.41)
alakban, ahol a B, B, egylitthatok egyeldre ismeretlen konstansok.
A (4.41) kifejezés derivalasa utan

y' =a-e™ -(B,coshx + B,sinbx)+ e“(~ Bbsinbx + B,bcosbx) =
=(a-B +b-B,)e” coshbx+(a-B, —b-B,)e" sinbx;
y” = a(aB, +bB, )e™ cosbx —b(aB, +bB, Je™ sinbx +
+a(aB, —bB, )e” sinbx + b(aB, — bB, )e™ cosbx =
= (a’B, +abB, +abB, —b*B, e cosbx + (- abB, + b*B, +a*B, — abB, e sinbx =
= (a’B, +2abB, —b*B, e cosbx + (a*B, —2abB, — b*B, Je* sinbx .
A (4.41), (4.42) formuldk a (4.40) egyenletbe behelyettesités eredménye:

(4.42)

(a* +2abB, —b*B, ) cosbx +(a’ B, —2abB, — bB, e* sinbx +

+(a,aB, +a,bB, )e” cosbx + (a,aB, — a,bB, )e” sinbx + a,e (B, cosbx + B, sinbx) =
= e" (4, cosbx + A, sinbx),

{[azB1 +2abB, —b*B, +a,aB, +a,bB, +a,B, Jcosbx +

+ [a232 —2abB, —-b’B, +a,aB, —a,bB, +a,B, ]sinbx}: (4.43)
= e (A4, coshx + A, sinbx), xe€ I =(—oco,00).

A B,, B, szamokat tehat ugy kellene megvalasztani, hogy (4.43) teljesiiljon minden x-re.

Egyenldvé téve a cosbx és sinbx melletti egyiitthatokat a (4.43) egyenletben, a kdvetkezd
algebrai egyenletrendszert kapjuk:
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cosbx : (az —-b’ +a,a+ aO)B1 +(2ab+a,b)B, = 4,, (4.44)
sinbx : (—Zab—alb)Bl+(c12—l)2+ala+aO)B2 =4,. '
A
d=a’-b"+aa+a,, d,=2ab+ab (4.45)
jelolések bevezetésével (4.44)-et a kdvetkezOképpen irhatjuk at:
dB +d,B, =4, (4.46)
-d,B, +d B, =4,.

A (4.46) algebrai inhomogén egyenletrendszernek a B, és B, ismeretlenekre egyetlen egy
megoldéasa van, ha

[ d, dzJ _ g2 2
det =d; +d, #0 , (4.47)
- dz dl
azaz ha d, és d, valamelyike kiilonbozik nullatol.
Tehat, ha (4.47) teljesiil, akkor (4.46) algebrai egyenletrendszerbdl egyértelmiien meg tudjuk
hatdrozni a B, és B, éallandokat, miutan fel tudjuk irni a partikularis megoldast (4.41)
alakban.
De mi a teendd, ha d, =d, =0, és (4.47) nem teljestil?
Ekkor

—b=0

d,=b(2a+a)=0 %az_% . (4.48)

Ha b =0, akkor
d =a’+aa+a,=0 ,azaz az a paraméter a (4.11) karakterisztikus egyenlet gyoke.
Bizonyitas nélkiil ismertetjiik, hogy d, =d, =0 esetén létezik a (4.40) inhomogén DE-nek:
1.
y= yl._p'(x) =x-Be" , B =const="7, (4.49)
alaktl megoldasa, ha b =0 ¢és a (4.40) jobb oldalan szerepld a paraméter a (4.11)

karakterisztikus egyenlet egyszeres gyoke;
2.

y= yl.‘p'(x) =x’Be™ , B, =const =7 (4.50)
alaki megoldésa, ha b =0 ¢és az a konstans (4.40)-ben a (4.11) karakterisztikus egyenlet

kétszeres gyoke;
3.

y= yi.p.(x)z x-e” (B, coshx + B,sinbx) , B,=?,B,="? (4.51)
alaki megoldésa, ha
y=a+ib
a (4.11) karakterisztikus egyenlet egyszeres komplex gydke.
A konkrét esetekben az egyes partikularis megoldasokat tigy hatarozzuk meg, hogy a
megfeleld alakt (4.41), (4.49), (4.50) vagy (4.51) partikuldris megoldast behelyettesitjiik az

adott (4.40) inhomogén DE-be és a kapott azonossag két oldalan 1évo egyiitthatokat
egyenldvé téve, meghatarozzuk a keresett B, , B, egylitthatok szambeli értékeét.
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Megjegyzés. Ha az adott inhomogén DE jobb oldalan két zavaré fiiggvény Osszege szerepel,
azaz

Yt ay +a,y = q,(x)+ g (x), (4.52)
és y,(x), »,(x) rendre az
Y+ay +ayy= ql(x) ,X€E 1,
Y+ay +ayy= qz(x) ,X€E 1,
differencialegyenlet megoldasa, akkor a (4.52) DE megoldésa
Y3(0)= 3 (x)+ 3, (x) - (4.54)

Ezt a tulajdonsagot kdzvetlen behelyettesitéssel tudjuk bizonyitani.
4.4. Példa Oldjuk meg az

Y =3y —4y =€ +sinx (4.55)

(4.53)

differencialegyenletet.
Megoldas. A (4.32) formula szerint

y=y..x)= .+, ().
Ezért elészor a megfelelé homogén DE y, . (x) altalanos megoldasat keressiik.
A karakterisztikus egyenlet
A -34-4=0,
melynek gyokei 4 =-1, A, =4.
Ezért (4.14), (4.15) alapjan
yh'd_(x) =ce " +ce”, c,c,€ER (4.55)
Az inhomogén (4.55) partikularis megoldasat kiilon-kiilon (4.52)-(4.54) alapjan a
q,(x)=e" és ¢,(x)=sinx
zavarofiiggvényekre keressiik.
A g, (x) = e™* zavarofiiggvényt akkor kapjuk meg (4.40)-bdl, ha abban a =2, 4, =1, bh=0 ,
és ekkor a e** fiiggvényhez tartozé partikularis megoldas alakja (4.41) szerint:
y= y[‘p_(x) = Blez" , B, =const =7 (4.56)
A q, (x) =sinx fliggvényt az
a=0,4=0,4=1,b=1
értékein kapjuk meg (4.40)-bél. Ekkor a ¢, (x) = sin x -hez tartozo partikuldris megoldés alakja
(4.41) szerint
y:yl._p'(x):Bzcosx+B3sinx , B,=?,B,="? (4.57)
A (4.54) formula alapjan a partikularis megoldast
y=,, =Be" +(B,cosx+ B,sinx) (4.58)
alakban irjuk fel. Ekkor
y'=2B,e** — B, sinx + B, cos x,
y”=4Be’ - B, cosx — B, sinx.

A (4.58) probafiiggvényt és derivaltjait (4.55)-be behelyettesitve, az egyiitthatok
Osszehasonlitasaval:

42



4B’ — B,cosx — B,sinx — 3(23162" — B, sinx + B, cos x)— 4B e —4(B,cosx + B, sinx) =

=™ +sinx ,

& —6Bl=1—>A1=—% :

3
B, =—
cosx:|—-B,-3B,-4B,=0— -5B,-3B,=0 2 ’
P R SR RN (4.59)
sinx:|—-B,+3B,-4B,=1— 3B,-5B,=1 B :_i
o3y’
melyek alapjan
2x 3 :
- (x)=——e" +—cosx——sinx,
Vipl¥)=—ce + 7 v
1 3 5
és (x)=ce " +c, e ——e* +—cosx——sinx , ¢,c, € R .
y,.aA() 1 2 6 34 34 1562

Megjegyezziik, hogy ugyanezt a (4.59) algebrai egyenletrendszert (4.46)-bdl is megkapnank,
mivel (4.45) szerint

d=a"-b>+aa+a,=-1-4=-5,
d, =2ab+ab=-3.
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5. Egyes differencialegyenletes gazdasagi modellek

A tovabbiakban egyes olyan folytonos idejii dinamikus gazdasagi rendszerek vizsgalataval
foglalkozunk, melyek differencidlegyenletek segitségével modellezhetdek.

El6szor a klasszikus €s a neoklasszikus novekedéselmélet els6 modelljérol lesz szo.

Ismeretes, hogy a neoklasszikus elmélet 1870 koriili kialakulasatol a XX. szdzad kozepéig
nem sok figyelmet forditott a novekedés kérdéseinek. A Harrod-féle diszkrét ideji modell
(1939, 1948) mellett Domar (1946, 1957) folytonos idejii modellje az els6 ndvekedési
modellek kozott foglal helyet. Az emlitett modellek azonban klasszikusak 1évén, alig
kapcsolodtak a modern kézgazdasagtan forészét képezd neoklasszikus kézgazdasdgtanhoz.
Megemlitjiik, hogy Solow (1956) alkotta meg a neoklasszikus novekedési modellt.

Mi csak az uttord jellegli modellosztalyokkal tudunk foglalkozni.

5.1 Domar klasszikus novekedési modellje

Ebben a modellben harom makrovaltozo szerepel.

Jeldlje a t idopontban

Y(?) a termelést, /(¢) a beruhazast, C(7) a fogyasztast. A modell egyenletei a kdvetkezok:
GDP-azonossag:

Y()=C)+1(t), C(t)=Y(t)—1(?) (5.1

Termelésnovekedés: are =a-1(t),a>0 (5.2)
d(t)

Fogyasztasi fiiggvény: C(¢) = (1-s) Y(¢) = Y(¢) —s¥(¢) ,ahol 0<s<1 . (5.3)

Amint latjuk, Domar feltételezte olyan a>0¢és 0 <s <1 4llandok létezését, melyekre az (5.2)
termelési novekedés all fenn, €és ha Osszevetjiik (5.1) és (5.3), akkor kideriil, hogy az ¥(¢)
termelés csak egy hanyada megy fogyasztasra, a maradék pedig az

I(t)=sY() ,0<s<lI (5.4)
beruhazas.

Ha (5.4) behelyettesitjiik (5.2)-be, akkor azt kapjuk, hogy a termelés dinamikajat az alabbi
allando egyiitthatdji homogén linearis DE irja le:

%ZG'S'Y(Z‘) , a0, 0<s<1. (5.5)
Az (5.5) alaka DE éltalanos megoldasat a (3.22) formula szerint kapjuk:
ya(t):c.ef‘”‘” =C-¢*, CeR, (5.6)
ahol
a-s=y (5.7)

a novekedési iitem.
Ha a t=0 id6pontban adott az ¥(0)=Y, termelési mutatd, akkor az (5.5) DE-hez rendelt

?za-s-Y(t),cP0,0SsSl (5.8)
t
Y(0)=Yy
kezdetiérték feladathoz jutunk, melynek megoldasa (3.24) alapjan
Y()=Y,-e". (5.9)

Tehat az (5.5) DE-tel leirt klasszikus novekedési modell palydja exponencialis.
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Tegyiik fel, hogy a munkaer6 novekedési liteme v, a termelékenység novekedési liteme pedig

M. .
Teljes foglalkoztatas esetén ekkor :

Novekedési utem = Munkaerd novekedési litem + Termelékenység novekedés
utem

a-s=y=v+u ,
azaz

a-s=v+u (5.10)
Mi biztositja az (5.10) egyenldséget?
A Kklasszikus elmélet szerint ez csak véletleniil teljesiil, és a szoban forgd modellt ezért
biraljak leginkabb. Ezt a problémat oldja meg a neoklasszikus megkozelités.
5.1 Példa
Oldjuk meg az (5.8) kezdetiérték-feladatot, ha a=0.25, s=0.2, ¥(0)=Y,=100.
Megoldas:
Az (5.9) formula szerint

Y(t) =Y, e =100-""",
¢s példaul a =10 idépontban
Y(10)=100-¢""" =100-¢"° =100-1.6487 = 164.87

5.2 Solow neoklasszikus novekedési modellje

A neoklasszikus megkdzelités pontosabban veszi figyelembe a termelési tényezok kozti

Osszefiiggéseket.

A Solow-féle novekedési modell az alabbi feltételezésen alapszik:

1. Tegyiik fel, hogy a termelés a tOkén kiviil a munkatol is fligg, és az L(t) munkaerd a t
idépontban egyenld

L(t)=L,-e", >0 . (5.11)

Mivel a v munkaerd névekedési liteme pozitiv, a munkaerd allandéan névekszik.
2. A termelés rogzitett hanyadosat forditjak beruhazasra, azaz mint (5.4)-ben

I(t)=5-Y(t), 0<s<1. (5.12)
fgy a K(t) téke novekedésére a ¢ idopontban teljesiil
KD _1y=s5-v(0) | (5.13)
dt
3. Az Y(t) termelés a K(t) toke ¢és az L(t) munkaerd fiiggvénye. Legyen a termelési fiiggvény
Y(6)=F(K (), L(7)), (5.14)
ahol F elséfoku homogén fiiggvény.
Térjiink at az egy fore jutdé y(¢) = LE ) kibocsatasra (termelésre) és k(z) = K((t) tokére.
4

Ekkor (5. 14) figyelembevételével

1 K@) L)
= ——Y()=—— F(K(1),L()) = F
y(t) L() Y(1) 0 (K@), L(t) = (L() L0

Tovébba a differencialas szabalya szerint €s (5.13) figyelembevételével

j F(k@®),))= f(k@®). (5.15)
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dk(t) _d ( K(r)) _K(0)-L0)-K@0)-L'(1) _K'(t) _ K@) L'(@) _

dt  dt\ L(1) L (1) L(t) L(t) L(?) (5.16)
Y(t) L(t) K(t) L'(t) K(t) '
=g — . :s-y(t)——~—.
L(t) L(t) L(t) L(t) L(t)
Mivel (5.11)-bél
N (O
L(t)=L,-v-e", 70 v, (5.17)
ezért (5.16)-bdl az (5.15) osszefiiggés alapjan
%:s-y(t)—v-k(t) =5 f(k(t))-V-k(1). (5.18)
Tehat a
dk
=S W mvek (5.19)

nemlinearis elsorendii DE-hez vezet a Solow-féle neoklasszikus novekedési modell.
Tegyiik még fel, hogy az (5.15) f(k) kétszer folytonosan differencialhato, f{0)=0 és

f7<0< 7 lim (k) =<, lim /' (k) =0 . (5.20)

Ezen feltételek mellett az (5.19) DE-nek egyetlen egy k* pozitiv egyensulyi helyzete van,
amelyre

s- f(k*)—v-k*=0, (5.21)
azaz az (5.19) DE-nek 1étezik alland6 k=k* megoldasa, melyre
%
di’{t =0=s-f(k*)—Vv-k*. (5.22)

Ezt az alland6 & megoldast az (5.19) DE egyensilyi helyzetének nevezik.
Ha az (5.20) feltételek teljesiilnek, akkor az 5.1 dbra szemlélteti az s- f(k) és v-k gorbét
illetve egyenest és azok metszési pontjat.

A v-k

s flk

» k
0 K’

5.1 abra
A k* egyensulyi helyzet globalisan aszimptotikusan stabil abban az értelemben, hogy barmely
ko>0 esetén a

dk

R s fk)-v-k,

A (5.23)
k, =k, >0
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kezdetiérték feladat k(f) megolddsa monoton modon tart a k* egyensulyi helyzethez, ha
t — oo, azaz

limk(t)=k* . (5.24)

t—o0

Ha ko=k*, akkor k(t)=k*.
Ha

O<ko<k*
akkor k(>0

minden olyan £~ 0O-ra, amelyre 0<k(f)<k* teljesiil, és k(¢) definidlva van minden £~ O-ra,
0<k(f)<k* és k’(1)>0, ha > 0.
A k*C k, eset hasonlo (lasd az 5.2 &brat)

k(0)

( |
N~
~
~

.
k(0)

k(t)

5.2 abra

5.3 Egy mikro6konémiai kereslet-kinalat modell

A mikrookénomiabol tudjuk, hogy egy piac akkor van egyensulyban, ha a kinalat ¢s a kereslet
megegyezik.

Tegyiik fel, hogy egy adott aru kereslete ¢és kinalata csak az aru aratdl fligg. Vizsgaljuk a
kovetkezd problémat: hogyan valtozik az ar az i1d6 fiiggvényében, azaz milyen az ar
dinamikaja?

Ennek a kérdésnek a megvalaszoldsahoz tudnunk kell, mi van, ha a rendszer nincs
egyensulyban, azaz, ha a kindlat kiilonbozik a kereslettdl. A kereslet-kindlat dinamikus
modelljében Walras feltételezte, hogy az ar novekszik, ha a kereslet nagyobb a kindlatnal, és
csokken, ha a kereslet kisebb a kinalatnal.

Hogyan tudjuk matematikai eszkdzokkel formalizélni a fentieket?

Jelolje p(¢) az arat a ¢t idOpontban. Tegyiik fel, hogy a p(f) ar a ¢ idonek differencialhatéd
fliggvénye.

Jelolje D(p), illetve S(p) a p arhoz tartozo keresletet, illetve kinalatot. Ekkor Walras modellje
a

dp(t
PO 1) -5(p0) (525)
fiiggvényegyenlettel formalizalhatd, ahol f olyan folytonos valds fiiggvény, amelyre
f(0)=0 és x f{x)>0 minden x# 0 esetén. (5.26)

Az (5.25) egyenlet azt jelenti, hogy a p(f) ar a ¢ idOszak olyan differencidlhaté fiiggvénye,
amelyre az (5.25) nemlineéris DE teljesiil. Az f fliggvény tulajdonsagaibol az kovetkezik,
hogy ha valamely #-re

D(p(1))=S(p(t)),  akkor % =0, (5.27)
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ha  D(p(1)>S(p(D)) akkor % >0, (5.28)

mig D(p(2))<S(p(t)) esetén % <0. (5.29)

Tehat a Walras-féle feltételek teljestilnek.

A p(¢) arfiiggvény megadasahoz, azaz az (5.25) DE megolddsdhoz ismerniink kell az f; D, S
fliggvényeket.

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény nemlinearis :

f(D(p(1)=k-D(p(t)) , (5.30)

D(pt))=a+p-plt). S(pl)=y+35-pl). (5.31)
ahol k>0, a, B, 7, 0 adott valos szamok, ugy, hogy S~ 6.
Tegyiik fel, hogy a #, id6pillanatban az ar p(f)=po. Célunk a p(¢) arfiiggvény megadasa £~ 1,
esetén. Az (5.30), (5.31) feltevések alapjan az (5.25) egyenlet elsérendii linearis inhomogén
DE alakjat veszi fel:

dp(t)

T:k[mﬂp(r)—y—&p(z)], te [ty,0], (5.32)
melybdl
PO _4(p-6)- p6y =kt ). (5.33)

Az (5.33) DE a (3.26) alakt DE specialis esete, amikor egyiitthatoi allandok.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

a, =—k-(B-5), 4 =k-(a-y) (5.34)
melyek figyelembe vételével (5.33) a

dp(t) ,
ot PO =4, (5.35)

elsérendli inhomogén DE-be megy at a p(#y) =po kezdeti feltételek mellett. Oldjuk meg az
(5.35) DE-t a 3.3 alfejezetben ismertetett modszer szerint (lasd a (3.34) példat is).

Elészor a valtozok szétvalasztdsdnak modszerével felirjuk a megfelelé homogén DE
megoldasat:

d—p+a0-p:0 - d?p:—ao-dt - I — Inp=-a,-t+Inc,ce R} =(0,400) —

dt

€ = —ayt = p,.(t)=c-e ™ ,ceR,.
c
A kovetkezd 1épésben az allandok varidlasanak modszerével az inhomogén (5.35) egy
partikularis megoldasat:
- d, -
p(t)=p., ()=c(t)e™ — P _ ot

dt
dc —ayt —agt —agt dc apt ant
DE-be — E-e “—a,-ct)-e ta,-c(t)ye™ =4 — E=Al~e° — dc=A4,-e" -dt

agt

—a,-c(t)-e™ — Behelyettesités az inhomogén

- Idc:‘[Al-e“(”-dt - c(z‘):;i;-e““’+c1 -
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= = a4 - k-(y-—a)
N=p,,O)=c e +-L ceR, > pt)=c "+ N
p() pz_a,() 1 ao 1 p() 1 k.( )

— p(t)=p,,()=c- P +L§ ,cCER, —

a p(t,) = p, kezdeti feltételek figyelembevételével - p, =c- eFPh 2} -

- A=YV |, kB0
= c=|p,+—>~1 e -

{po 13_5}
_ a-y ~k(B=8)ty | k(B=5) L ¥V — &
t) = + -e e +t——— -
p(0)=| py+ 2L | etpn W V28 g 5 p B25. (5.36)
B-0 ,3 5’

Tehat az (5.36) p(¢) figgvényt az (5.33) DE ¢és a p(t)=po kezdeti feltétel egyértelmiien
meghatdrozzak.

R4
Po=P (to)
y=plt)
pe pe
k(t) k(t)
t t
7 G >
0 p = p, stabil °  p=p, instabil
5.3. abra
Az ar egyensulyban van, nem véltozik, mint t fliiggvénye, ha dl; (tt) =0 minden t> t; esetén,
azaz ha
ply=p=L=—= (5.37)
,5’
az (5.32)-bol adodo
Kla+B+p@0)-y-8-p)]=0 (5.38)
egyenlet megoldasa.
Ha f-0<0, akkor (5.36)-ban
e 50
f—>00
¢s igy (5.36)-bol
llm 1) ="—— . 5.39
p(t) = ﬂ 5 =P, (5.39)

Ekkor a p(?) ar a p, egyensulyi arhoz tart és azt mondjuk, hogy a p, egyensulyi ar stabil.
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Ha f-0>0és még po#p. is teljesiil, akkor p(f) nem korlatos és (5.36)-bdl kovetkezik, hogy
lim| p(£)| = o= . (5.40)
f—>00

Ebben az esetben a p, egyensulyi arat instabilnak nevezziik.

5.2 Példa. Legyen egy adott arunak az ara a ¢t idépontban p(¢), ahol a p fiiggvény a ¢ kétszer
folytonosan differencidlhatd fliggvénye. Jeldlje D(p(¢)) illetve S(p(f)) a p éarhoz tartozd
keresletet illetve kinalatot.

Feltételezziik, hogy a keresletet a

D=D(p(t))=3p"-p'-p+25, (5.41)
mig a kinalatot az
S=S(plt))=4p"+p +p+5, (5.42)
Osszefiiggés hatdrozza meg, ahol az arfiiggvény p’ els6 derivaltja az ar kialakitdsanak
irAnyzatat fejezi ki, a masodik p” derivalt, pedig az ar valtozasanak ritmusat fejezi ki.
Tegyiik fel, hogy a kezd6 =0 idépontban
p(0)=12, D(0)=20, S(0)=20. (5.43)
A kereslet és kinalat egyenldségébdl kiindulva hatarozzuk meg a p(t) arfiiggvényt >0 esetén.
Megoldas.
A D( p) = S( p)egyenléség alapjan (5.41) és (5.42) figyelembevételével
3p"—p' —p+25=4p"+p'+p+5, (5.44)
melybdl a
p +2p +2p=20 (5.45)

masodrendi linedris allando egyiitthatdju DE-t nyerjlik, melynek megoldasa a 4.2 alfejezetben
ismertettek alapjan torténik.
A (4.32) formula szerint

P=D; (t) =Pha (t)"' Di, (t) .
fgy elészor a megfelel6 homogén DE y i (x) altalanos megoldasat keressiik. A
karakterisztikus egyenlet (4.11) szerint:
A +24+2=0
melynek gyokei:
11:-1+i, A=-1-1.

Ezen komplex gyokok esetén a homogén DE éltalanos megoldasa a (4.27), (4.28) formulédk
alapjan tudjuk felirni:

P,(x)=c -e"'cost+c,-e'sint , ¢,c,ER . (5.46)
A (4.41) formulabol kapjuk , hogy amikor az (5.45) DE jobb oldalan all6 zavarofiiggvény
konstans, akkor az inhomogén DE partikularis megoldasanak alakja:

p=p,,t)=B =const, p'=0,p"=0. (5.47)
Az (5.45) inhomogén DE-be val6 behelyettesités utan
2B,=20 — B,=10— p,  (H)=10.

Tehat (5.45) altalanos megoldéasa
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p=p,(t)=c e’ cost+c, e sint+10; ¢,,c,ER . (5.48)

Most pedig vegyiik figyelembe az adott (5.43) kezdeti feltételeket:

p(0=12 — 12=¢,-e" cost+c, e sint+10 | = — 12=c;+10 — ¢;=2 —

— p(t)=2e" cost+c,-e ' sint+10. (5.49)
Az (5.49) egyenlet derivalasaval

p'(t)=—2e"(2cost +c, sint)+ e (- 2sinz + ¢, cost) = e [(c, —2)cost —(c, +2)sint];

p'(0)y=c,-2 (5.50)

p’(t)=—e"-[(c, —2)cost —(c, +2)sint]+ e - [~ (c, —2)sinz — (¢, +2)cost]=

=e'[~2¢, cost +4sint];

p”(O) =2c, .

Most pedig vegylik az (5.44) egyenldséget a =0 pontban az (5.49), (5.50) kifejezések
figyelembevételével :

3p"(t)- p'e)- ple)+25|_, = 4p"(e)+ p'(0)+ p()+ 9] _, —
—6c,—c, +2-124+25=-8¢c, +¢c,=2+12+5 — —=Tc,+15=-T¢,+15
— ¢, = tetszoleges .
gy
p(t)=2e " cost+c, e’ sint+10,c, € R , lim p(¢) =10,

t—>oo

Példaul, ha ¢,=0 — p(t)=2e" cost+10 .
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6. Valtoz6 egyiitthatdju linearis differencialegyenlet-rendszerek

6.1 Linearis differencialegyenlet-rendszerek alaptulajdonsagai
A
dy

d_xl =a,()y +a,(X)y, +..+a,(x)y, + f(x)

d
f=aﬂﬁ%+%AMM+m+%Aﬂn+ﬁ@)

(6.1)

e - GO+ a0y, +ta, (D), + /()
linedris differencidlegyenlet-rendszert fogjuk vizsgélni, ahol egy nyilt
I =(a,b),—c<a<b<o
intervallumon az
a;: (a,b) — R egyiitthato fiiggvények (7, j=1,2,...n)
illetve az
I (a,b) — R zavarofiiggvények (i, j=1,2,...n)

adott folytonos fiiggvények.

A (6.1) differencialegyenlet-rendszert (roviditve DER-t) atirhatjuk
dv o
= A0y + )

dx
matrix-vektor alakba, ha bevezetjiik az alabbi matrix-vektor jelolléseket:

dy,

(6.2)

a, (x)  a;,(x)...

a5 (x)  ay,(x)...

A(x) =

a,(x) a,(x)..

a,,(x)

a,,(x)

a,, (%)

V3

dx
dy,
dx

dy

; f(x)=

Ji(x)

f>(x) . (63)

fr()

n

dx

ahol 4€ C(I, - R™) és fecd . — R")adott folytonos matrix-, illetve vektorfiiggvény.
A (6.1) DER a 2.3 alfejezetben targyalt (2.50) egyenletnek az a specialis esete, amikor
F(x,7) = A(x)¥ + f(x). Megjegyezziik, hogy ez a fiiggvény a T = (a,b)xR" tartomanyban
kielégiti a (2.52) feltételeket.

Definiciéo (DER megoldasanak fogalma)

4 ¢(x) = col(¢,(x),...,0,(x))
(partikuldris megolddasanak) nevezziik az (a,b)= I, intervallumon, ha

oszlop vektor-fiiggvényt a (6.1) DER megoldasanak

1. A @(x) vektor-fiiggvény differencialhato a I, intervallumon,
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2. A @ fiiggvény kielégiti a I intervallumon a (6.1) DER-t, azaz

%9=mmwm+ﬂm.

X

dy _

== AT+ f()

dx

Y(x,) =Y,
feladatot a (6.2) DER-hez rendelt kezdetiérték-feladatnak nevezziik, ahol x,€ (a,b),y,€ R"

adott konstans vektor.
Mivel a (6.4) kezdetiérték-feladatra, amint mar megjegyeztiik, teljesiilnek a (2.50) DER-re
vonatkoz6 egzisztencia és unicitas tétel (2.52) feltételei, ezért barmely

(xy,7,)€ (a,b)xR" (6.5)
esetén a (6.4) kezdetiérték-feladatnak az (a,b) intervallumon létezik egyetlen egy y = @(x)

megoldasa, melyre teljesiilnek a (2.53), (2.54) tulajdonsagok.
Ha (6.2)-ben f(x)=0, akkor a

(6.4)

——=Ax)y (6.6)

DER-t homogén lineéris differencialegyenlet-rendszernek nevezziik, ha f(x)# 0, akkor (6.2)
inhomogén linedris differencidlegyenlet-rendszernek mondjuk.

Definicioé (linearisan fiiggé megoldasok)

Azt mondjuk, hogy a (6.6) homogén DER
@,(x), @5, (x), xE (a,b) (6.7)

megoldasai linearisan fiiggok, ha léteznek (c,,c,, ...,cn) valos szamok, melyekre

Zngﬁj(x) =0 minden x € (a,b) esetén és Zcf #0. (6.8)
j=1 j=1

Tétel (homogén DER megoldasainak tulajdonsagairol)
1. Haa

?,(x),9,(x),....9,(x),  x€ (a,b) (6.9)

oszlopvektorok (@ ,(x) = col(@,;(x), @, ,(x),....@, ;(x),), (=1,2,...m)
a (6.6) homogén DER megolddsai az (a,b) intervallumon, akkor barmely
€,Cys...,C, € R esetén

P(x)=c,@,(x)+c,@,(x)+...+¢c,,@,(x) (6.10)

is megoldasa (6.6)-nak az (a,b) intervallumon.

2. Ha y=@(x) a homogén DER megolddsa, és barmely
X, € (a,b) esetén @(x,) = 0, akkor (6.11)
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Yy =9(x) =0 minden x€ (a,b) esetén. (6.12)
3. Haa

?,(x),0,(x),...,0,(x)

oszlopvektor-figgeények a (6.6) homogén DER megoldasai az (a,b) intervallumon, akkor
vagy

det[@, ()@, (x)..,(x)]# 0 minden x€ (a,b), vagy (6.13)
det|@, (x)@, (x)..@, (x]= 0 minden x€ (a,b) . (6.14)
Bizonyitas.

1. Nyilvanvalo, hogy

dp d _ _ _ de, de, dp _
—=—|c,@, +c +...+c =c,—+c +...+c " =c, A(x)p, +
dx dx[ 1(01 2(02 m(”n] 1 dx 2 dx m dx 1 ( )(01

+c, A(x)P, +...+c, Ax)@, = A(x)- [cl(/_)1 +c,P, +...t cm@m] ,
azaz (6.10) valéban kielégiti a (6.6) homogén DE-t.
2. Vegylk figyelembe, hogy
F=g(x)=0, xe(ab) (6.15)

a (6.6) DER megoldasa.
Masrészt az egzisztencia €s unicitas tétel szerint a (6.11) kezdeti feltételének csak egyetlen
egy megoldas tesz eleget, €s ez nevezetesen a (6.15) un. trividlis megoldas.

3. Elegend6 megmutatni, hogy ha van x, € (a,b0), amelyekre

det|@, (x))?, (x,)--, (x,)]= 0, (6.16)
akkor
det[@, ()@, (x)..,(x)]= 0 minden x, € (a,b) esetén. (6.17)

Ha (6.16) teljesiil, akkor a

G
_ _ _ ¢, -
[¢1 (%0)@, (x,)--.@, (xo)]’ =0 (6.18)
cn
linearis homogén algebrai rendszernek 1étezik
€, =C|,C,=ChyosC, =C, (6.19)
nemtrivialis megoldasa gy, hogy chz %0,
j=1
¢és ekkor
NACHEINACHESE SN ACHELS (6.20)

A tétel 1. allitasa szerint
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¥ =0(x) = @,(x)+,0,(X) +...+ ¢, 9, (x) (6.21)

megoldasa (6.6)-nak és (6.20) szerint
?(x,)=0. (6.22)
Azonban a tétel 2. allitasa szerint az y(x,) =0 kezdeti feltételt az
y=¢(x,)=0
megoldés kielégiti. Az egzisztencia €s unicitas tétel szerint csak egy ilyen megoldas 1étezik.
Igy (6.21)-ben @(x) =0 minden x € (a,b) -re.
Innen
c@,(X)+c;@,(x)+...+c.@,(x)=0 minden x€ (a,b)-re,

és nem mindegyik c,,c,,...,c, nulla, ezért

det[@, ()@, (x).., (x)] = 0 minden x€ (a,b)—re.

Definicio (alaprendszer és alapmatrix)
A (6.6) homogén DER

@,(x), 0, (X),...,, (x), x€ (a,b) (6.23)
megoldasai az egyenletrendszer egyik alaprendszerét alkotjak, ha
det|@, (x)@, (x)..@, (x)]| # 0 minden x € (a,b) -re, (6.24)

azaz ha a (6.23) megoldasok linearisan fiiggetlenek.
A (6.23) alaprendszer fiiggvényeibdl, mint oszlopvektorokbol alkotott nxn

[0, (%) @,(x) ?,,(x) ]
@, (x)  @,(x) @,,(x)
d(x) =g, ()7, (x)..0,()]=| ——— o o (6.25)
@,.(x) @,(x) @, (x)
L @(x) @, (x) 7.(x)

matrixot a homogén DER egyik alapmatrixanak nevezziik.
Definicio(homogén DER altalanos megoldasa)

Ha ¢,(x), @,(x), .. @,(x)a(6.6) DER alaprendszerét alkotjak, akkor a

s () =c, @)+, P(x)+..+ ¢, 9,(x) (6.26)
Megoldast, ahol c,,c,,...,c, tetszéleges valos allandok a (6.6) homogén DER dltaldnos

megoldasanak nevezziik.
A (6.26) altalanos megoldast nyilvanvalo, hogy matrixvektoros alakban is fel tudjuk irni, a
(6.25) alapmatrix segitségével:

y=9,,(x)=®(x)-C, ahol C = col(c,,c,,....c,) (6.27)

Tétel (alapmatrix létezése)
Minden folytonos egyiitthatoju (6.6) homogén DER-nek létezik (6.25) alaku ®(x)
alapmatrixa.
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Bizonyitas.

Legyen
Lol (6.28)
0
0
az R" egy bazisa | [ ; =| 1|j —koordinata |.
0
0
Jelolje @,(x) a
Yo gy
dx (6.29)
(x,) = Z_j
kezdeti-probléma egyetlen megoldésat az (a,b) intervallumon.
Ekkor
det[@l (x0)@, (x,).-., (x, )] = det[l_ll_z l_n ] =
1 0 0 0O
det 0100 0}17&0
0 0 .. 00
0 0 0 01

¢és igy a (6.16), (6.17) tulajdonsagok alapjan a
@, (X)9,(x)...9,(x)
fliggvények alaprendszert alkotnak.

6.2 Linearis inhomogén differencialegyenlet-rendszerek

Vizsgaljuk a (6.1), vagy (6.2) matrix-vektoros alakban felirt
% = A(x)y+ f(x), xe I, =(a,b) (6.30)
valtoz6 egyiitthatdjl linedris inhomogén DER-t.
Tétel (linearis inhomogén DER megoldasanak alakjarol)
Legyen

?,(X), @, (X),.... P, (x) (6.31)

a megfeleld (6.6) homogén DER egyik alrendszere és v = ¥P(x) a (6.30) inhomogén DER egy

adott megoldasa.
Ekkor:

1. Barmely c,,c,,...,c, € R esetén

Y=0(x) =, () +¢,0,(x) +...+¢,9,(x) + F(x) (6.32)
a (6.31) inhomogén DER megoldasa (mégpedig altalanos megoldasa).
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3. A (6.31) inhomogén DER barmely @(x) megoldasahoz léteznek olyan
€,Cyse..,C, € R allandok, hogy
P(x)=c,@,(x)+c,@,(x)+..+c,@,(x)+¥(x), xe I, (6.33)

Bizonyitas. Kozvetlen szamitasokkal

i[clgﬁl (X)+c,@,(X) +...+ ¢, @, (x) +?(x)]: ¢ 4, (x) +c, 49, (x) +...
dx dx dx

‘e, dg,(x)  d¥(x) _ e, A(0)@, (xX) + ¢, A(X)P, (x) + ...+ ¢, A(X)P, (x) +]+
dx dx

+HA@P @+ F@)]= 40670 + 60,0 + .+ ¢,0,(0 + F )+ ()

azaz (6.32) valoban a (6.30) DER megoldésa.
3.Vegyiik a (6.33-ban) szerepld @(x) és ¥ (x) fiiggvények kiilonbségét.

P(x)-F(x)=7(x). (6.34)
Ekkor
W) _ AP ) 40+ 70~ AP0 + 7)) = A0l - P =
x dx dx
A(x) -7 (x)
azaz 717 (x) a (6.6) homogén DER megoldasa.
fgy van

€1,Cys...,C, E R
ugy, hogy a (6.31) alrendszer segitségével 77 (x) a kovetkezd alakban irhato fel:
17(x)=c,¢(x)+6,0,(x) +...+¢,9,(x), (6.35)
amelybdl (6.34) figyelembevételével (6.33) kdvetkezik.
Megjegyzés (az inhomogén DER altalanos megoldasardl)
A fenti eredményt ugy is kimondhatjuk, hogy a (6.30) inhomogén DER y =y, .(x) dltaldanos
megolddasa a megfelelé (6.6) homogén DER y =Yy, .(x)dltalanos megoldasa és a (6.30)
inhomogén DER egy W (x) partikuliris megolddsdanak dsszegeként all eld:
Y =540 =7,,(0)+P(x) = ,3,(x) + 6,0, (x) +...+ ¢, (x) + P (x) =
G
— 6.36
= ()| 7 [+ T() (639

c

ahol c,,c,,....c,€|R, x€ Ix, ®d(x)a (6.25) alaku alapmatrix.
A (6.6) homogén DER egy (6.25) alaki ®(x) alapmatrixdnak ismeretében a (6.30)

inhomogén DER egy partikularis megoldasa (és igy (6.36) alapjan altalanos megoldasa is) az
un. konstansvariacios médszerrel adhatdé meg.
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Tétel (az inhomogén DER megoldasa konstansvariaciés modszerrel)

Legyen ®(x) a (6.6) homogén DER egy alapmatrixa. Ekkor a (6.30)inhomogén DER

altalanos megoldasa

Y=Yiin :6(x)-5+5()c)jiq)1 (s)f(s)ds , xe 1, (6.37)

R

alaku, ahol ¢ = col(c,,c,,...,c,)€ R" tetszéleges allando vektor, x, € I

A
== AP+ ()
dx (6.38)
V(xy) =Y,
kezdetiérték-feladat megoldasa
P = P (1) = @) D7 ()7, + D) [ (5) f (5)ds . (6.39)
Bizonyitas.

Keressiik a (6.30) inhomogén DER megoldasat a homogén DER (6.27)-s éltaldnos
megoldasabol kiindulva az

y=®(x)-c(x), (6.40)

alakban, ahol C(X)€ C (] X %Rn) egyeldre ismeretlen folytonosan differencialhato

fliggvény.
Ha (6.40)-et és a

dx dx
derivaltat behelyettesitjiik a (6.30) inhomogén DER-be, akkor

EOD ¢5) 4 D)+ 2 = AP 2001+ 7o) (641)
x dx

Mivel ®(x) alapmatrix, azaz oszlopvektorai a (6.6) homogén DER megoldasai, ezért

4P _ 4(x)- D) (6.42)

teljesiil (az alapmatrix kielégiti a (6.41) alaku matrix differencidlegyenletét, és (6.40) a
kovetkezd alakban irhato fel:

dc (X)

A(x) - @ (x)- C(X)+®(X)——A(X) D(x)-(x) + f(x) = O(x)- = f(x)

Tehat, hogy (6.40) megoldasa legyen (6.30)-nak, teljesiilnie kell a
de -
D(x)-—= f(x) (6.43)
dx
egyenletnek. Mivel az ®@(x)alapmatrix invertalhatd (def ®(x)# 0), ezért

;Tdi:@*(x)-f(x) — de(x) = @7 () f()dx — [de=[®7(s) f(s)ds —
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—lc(x) = J.(I)*l (s)- f(s)ds +¢lahol c€ R" tetszleges alland6 oszlopvektor.

Ha (6.40) visszahelyettesitjiik (6.40)-be, akkor (6.30) inhomogén DER megoldéasa

F(x) = D(x)- {j D7'(s)f(s)ds + 5} = ®(x) ¢ + D(x)- Iqu (s)f(s)ds , (6.44)

X0 X0

¢s (6.36) figyelembe vételével felirhatjuk, hogy

V= 5,400 = Q)T +B) [ @7 (5)- f(s)ds = 3, (1) + 7, (), (6.45)
ahol -
Y =3, =®(x)[¢7 () f (s)ds (6.46)

a (6.30) inhomogén DER egy partikularis megoldasa.

A (6.30) inhomogén DER (6.45) alaku altalanos megold4sanak ismeretében a (6.38)
kezdetiérték-probléma megolddsa megkaphatdo az 4altalanos megoldasbol, ha abban a
tetsz6leges ¢ vektor ugy valaszthatjuk meg, hogy teljesiiljon az y, | = y, kezdeti feltetel.

Ekkor (6.45)-bdl x = x( esetén

By = B(x,)-E+ D) [ D7) F(5)ds = B(x,) T =y, — T= D7 (1) v0s (647)

X0

melynek alapjan (6.45)-bdl kapjuk, hogy a (6.38) kezdetiérték-probléma megoldasa valéban
(6.39) alaku.

6.1 Példa. Konstansvariacidos modszerrel irjuk fel a
1 -2

ﬂ: x-1 x —x|5,(1 (6.48)
dx 0

DER altalanos megoldasat az x € [2,00] intervallumon.
Meg oldas. A (6.48) DER esetén

1 -2
x-1 x*=x| 7 1
Ax) = VORI
X
0 -
X
Kimutatjuk, hogy
1+x 2
X X

A (6.48)-hoz tartoz6 homogén DER egy alapmatrixa. Ismeretes, ha (6.49) kielégiti (6.42)
alapjan a (6.42) matrix differencialegyenletét, akkor ®(x)valdban alapmatrix.

do (1 0}
dac (1 1)
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1 -2

BE— 1+ x 2x 2 2x

_ 2 _ 1+x 2 _ _ 1 0

A(x) - ®(x) = x—-1 x 1 X [ J= x—-1 x*-x x-1 x*—x =( j
0 — rooX 1 1

X

Ezek utdn oldjuk meg a (6.43) algebrai egyenletrendszert az ismeretlen

e = col m,m vektorra.
dx dx dx
dx dx
dc, dc, ’
xX— +x—==x
dx dx
&:_L — dc, = _dx — ¢(x)=-In(x-1)+c¢,,c,e R
dx x—1 x—1
dc, X

—=—— —dc, :ildx — cz(x):j{l+%}dx:x+ln(x—1)+cz,cze R.
Y —

A (6.40) formula alapjan
- — _ I+x 2 —In(x-1)+¢
() = 7, (x) = B(x)-(x) = ( ' M j _

x) (x+In(x-1)+c,
(1+x 2} (—ln(x—l)J (1+x 2] (CIJ
. + . = (6.50)
x x) (x+In(x-1) x x)\c
(I+x 2) (¢ N In(x—1)+x(2—-In(x - 1)
1 x x) c, x’

Kozvetleniil a (6.37) formulébol is a (6.50) eredményt kapnank.
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7. Allandé egyiitthatéju homogén differencidlegyenlet-rendszerek

7.1 Az alapmatrix meghatarozasa
A (6.6) alaku,

SR (7.1)
dx

homogén DER egy alapmatrixat eld tudjuk allitani, ha A(x) allandé nxn matrix. Legyen A

valds, nXn matrix, azaz A€ R"".
Tekintsiik a

Y _ Ay (7.2)

dx
n- dimenzids differencidlegyenlet-rendszert. Célunk (7.2) alapmatrixdnak meghatarozasa,
amelynek, mint ismeretes, az oszlopvektorai a (7.2) DER n szamu lineédrisan fiiggetlen
megoldasat alkotjak.
A tovéabbiakban sziikség van az exponencidlis fliggvény négyzetes matrix argumentumon vald
értelmezésére.
Definicio (matrixok exponencialisa)
Legyen B€ R"™" nxn-es alland6 matrix.

Ekkor az nxn-es e® matrix értelmezve van és

ef = ZlBk :E+B+le +lB3 +...+l
= k! 2! 3! !

B* +... (7.3)
Megjegyzés. A fenti definicié szerint az nxn-es e”matrix i-edik soraban és j-edik
oszlopaban 1év6 (eB )ij elem a

S Lz, (7.4)

im0 k!
. " k PR .. ey o
numerikus sor §sszege, ahol (B g )i/ a B" matrix (i,j) pozicidban 1év6 eleme.

A (7.4) sor abszolut konvergens.
Valoban,

1

L),

k
P , ked{o,l,..}, (7.5)

sl\Bk\ sl|B
k! k!

ahol

|B| :[Zn:bf/Jz' (7.6)

i,j=1
Tovabba, mivel az analizisbol ismert az

P LR (7.7)
2! k!

sorbafejtés, ezért a

L
o k!

sor konvergens, ¢és
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S Lip=e (7.8)
Tehat, a majorans kritérium alapjan a (7.4) numerikus sor abszolut konvergens.

A (7.3) definiciobol kapjuk, hogy
" =E,ef =¢-E (7.9)

Tétel (matrixok exponencialisanak tulajdonsagairol)
Ha B,C e R"" két felcserélhetd allando matrix, azaz

B-C=C-B, (7.10)
akkor

e’ =ef e = e” (7.11)

dete® #0 (7.12)

Bizonyitas.
A (7.3) definicio szerint

=ikl(B+C)k. (7.13)

A (7.10) egyenldség figyelembevételével kapjuk, hogy
(kY .
(B+C) = Z( ,jﬂ/c’f-f . (7.14)
j=0\J

Az e®-tés e -t definiald

- 1 <
=) — —C 7.15
Z e Z by (7.15)
sorok abszolut konvergensek, abban az értelemben, hogy
= 1 = 1
—|B", Y —|c* (7.16)
kzz(; k! kzz(; k! ‘ ‘

sorok konvergensek.
Ezért az e” - e szorzat a (7.15) sorok un. Cauchy—féle szorzataként all eld, azaz

eB-eC=[mlBej (im'cm} ZZ B’- ) =k§:kl () B/C* (7.17)

oo € e=0 kOjO]

fgy (7.14) alapjan (7.17) kapjuk, hogy

e’ ef = Z;, (B+C) =9 . (7.18)
k=0
Hasonloan
eC _eB =eC+B =€B+C =eB .eC

A (7.12) egyenldtlenség bizonyitasa soran nyilvanvalo, hogy B-(—-B)=(-B)-(B), ezért
(7.11) szerint
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PPz =E=¢" e’ > (7.19)

— 1=detE =dete® -e® — dete”? 20.

Tétel (az allando egyiitthatoju DER egy alapmatrixanak felirasarol)
A (7.2) DER egy ®(x)alapmatrixa a kovetkezo formulaval adodik:

ol 1
q)(x):eA’ :;EAkxk :E+FAX+EA2)C2+ . (720)

Bizonyitas. A tétel bizonyitasahoz (6.42) alapjan elegendd belatni, hogy (7.10) teljesiti a
dd(x)
dx

matrix alaku differencidlegyenletet.
A (7.20) sor az abszolut és egyenletes konvergencia miatt tagonként differencialhat6, ezért

=A-P(x) (7.21)

Ax)
(e’ _ A+l/12x+lA3’x2 +...+lAk“x" e
dx 1! 2! k!

1 1 2.2 1 k _k Ax (7'22)
=A E+—Ax+—Ax" +..+—A"x" +...|= Ae
I 2! k!

:gAx

Tehat (7.21) valoban teljestil.
Keressiik most arra a valaszt, hogy milyen a (7.20) alapmatrix szerkezete, azaz milyenek az

e matrix elemei?
Ennek megvalaszolasdhoz szilikség van az aldbbi fogalmakra és eredményekre.

Legyenek a (7.2) egyenletben szerepldé Ae R"™valdés matrix egymastol kiillonbozo
sajatértékei (valos vagy komplex)
21,12,---, j'k)--"ﬂ'se C: (7'23)

melyeknek multiplicitdsa rendre

OOy ey Oy s O, O+ 0O .+ 0O =1 (7.24)
Tétel (valéos matrix Jordan-alakjarol).
Minden valos n xn —es A matrixhoz létezik egy olyan P€ C"" (komplex nX n-es matrix),
hogy det P# 0 és

1

J=P'-4-P, A=P-J-P , (7.25)
ahol
J,

J = diag(J,,J s, = S 0 , (7.26)

J

m

az A-matrix un. Jordan-féle harmonikus alakja és
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7 A, 1 R n+n,+..+n,=n=o,+a,+..+a, (727)
. = e J ./, .
’ kell2,..sh, jefl2...m}

az un. Jordan-féle blokk.
A (7.26) Jordan-féle harmonikus alakhoz egy A, k€ {1,2,...,S}sajé1tértékhez tobb Jordan-féle

blokk is tartozhat, nevezetesen pontosan
m, =n—rang(A-A,E), ke {l,2,....s} (7.28)

szamu blokk.
Tehat a Jordan-blokkok m szama az alabbi formulaval hatarozhaté meg:

m:m1+m2+...+ms=n-s—i(A—ﬂiE) (7.29)

i=1

¢és A annyiszor fordul el6 a (7.26) J matrix féatlojaban, amennyi a A, multiplicitasa, azaz o
—szor. Igy, ugyanazt a A; —t tartalmazo Jordan-féle blokkok dimenzidjanak sszege egyenld
oy—val.

Megjegyzés A (7.27) Jordan-féle blokkok dimenzioi altalanos esetben az A matrix komplex
szdmtest felett értelmezett un. elemi osztoin keresztiil hatarozhato meg.

Legyen P a fenti tétel altal garantalt komplex nxn—es matrix, melyre (7.25) szerint

A=P-J.P" (7.30)
Konnyti észrevenni, hogy az A matrix hatvanya minden egész / kitevore
A =(p-g.p')=P.J P (7.31)

A (7.31), (7.3) formulak figyelembevételével azt kapjuk, hogy a (7.2) DER (7.20) alapmatrixa

d(x)=e™ = iki!Akxk = i%P(]x] pP'= P-[i%(Jx)"j.P‘l =
N

k=0 k=0 K- k=0 K- (7.32)
=p.e”.p .
Tovabba a (7.26) alakbol konnyen kovetkezik, hogy
eJlx
Jorx O
e” = diagle’™, e’ ...,e"" )= 60 . (7.33)
»
e

Tehat a (7.32) alapmatrix kiszamitasdhoz elegendd a (7.33)-ban szerepld ¢7*, ¢ .. ¢/

matrixok szerkezetét megadni.

Haa (7.27) alaka Jj n; Xn, -es matrix, akkor

A 1 0
J= (‘) 1 =2 A, +H, j=1.2,...m, (7.34)
A
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ahol Inj az n; Xn, -es egységmatrix, és H n, AZ alabbi n; Xn; -es matrix:

(7.35)

Vegyiik észre, hogy a (7.35) H i, matrix egész kitevdjli hatvanyai a kdovetkezd matrixok:

0 0 1 00 1 0
0 01 O 0 0
5 0 0 3 0 1
H,"=H, -H, = M, = 5
J J J O J O O
0 0 0
0
0 00O 1
0 0 0
’ 00 0 n_ @ - 042 i
Lo H = JH, =0, =H, ""'=H "7 =_=H *(736)
J 0 0 J J J J J
0 0
0
k2n,
Mivel teljesiil a
Vet x)-\1, x)=4 x> 1, 1, =(H, x)- (41, x) (7.37)
felcserélhetdségi relacio, ezért (7.10) , (7.11) alapjan
AL, +H, )x .
& = T . e = R (7.38)

J

fgy (7.32), (7.33), (7.36), (7.38)-bol kovetkezik, hogy
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1 X X x x
o2t 3l (nj—Z) (nj—l)'
2 3 nj2
X X X X
o1 = I X
TR TR n,,)
1 X X2
P e T o
=S =Y H, = b2 . [(7.39)
okl okl 1 * r
1! 3!
2
2!
X
1 _
1!
1
és
PR S S |
o2 (n, - 1)
1 0
1t
0 1 X
1
1
- - - (7.40)
d(x)= (" =P ’ P,
| i ﬁ xnm—]
o2 (n, —1)
0 o 1S
1t
0 1 d
I
- 1 —

ahol n;+ny+...+ny=n és a szdgletes zarojelben 1évo matrix f64tloi a (7.39) tipust blokkok.

7.1 Példa Irjuk fel az alapmatrix segitségével a
dy _ 3 -2
LAV, A= 7.41
dx 4 [4 -3 (741)
DER Aéltalanos megoldasat.
Megoldas. Szamoljuk ki az A matrix sajatértékeit:

3-4) -2
daF ) )=O—a,f—1=0—>ﬂﬁﬂ,;%=—L
4 (=3-2)
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2
Mivel rang(4—A,E)= mng[4 4} =1, ezért (7.29)-bol

m, =n—rang(A-AE)=2-1=1.

Tehat, a A;=1 sajatértékhez az adott matrix Jordan-féle alakjaban egy darab egy dimenzids
Jordan-blokk tartozik.

Hasonloképpen a A,=-1 sajatértéknek szintén egy egydimenzids Jordan-blokk felel meg.
Ezért a (7.41) A matrix Jordan-alakja:

J—lo 7.42
=lo _1 (7.42)

Hatarozzuk meg (7.25)-ben azt a hasonlosagi P transzformaciot (matrixot), amely az

A=pP-J- P! (7.43)
matrixot a (7.42) Jordan-alakra hozza!
Jeloljiik az egyelére ismeretlen P' métrix komponenseit a kovetkezéképpen:

P a b
e 4)
Akkor a (7.43)-bol kovetkezo

P'-4=J-P"

a b) (3 -2 1 0 a b
. = . . (7.44)
c d)\4 -3 0 —-1)\c d
Linearis algebrai mddszereket alkalmazva (a matrixok szorzasat) (7.44)-bol
3a+4b -2a-3b (a b
3c+4d -2c-3d \-c -d)
melybdl az a,b,c,d ismeretlenekre a
3a+4b=a 2a+4b=0
-2a-3b=b —2a-4b=0 2a+4b=0 a+2b=0
— — —
3c+4d =—c 4c+4d =0 4c+4d =0 c+d=0
—2c-3d =-d —2¢-2d =0
linedris homogén algebrai egyenletrendszert kapjuk.

A (7.45) algebrai egyenletrendszer matrixanak rangja, amint latjuk, kettd, ezért példaul az
utdbbi egyenletrendszer egyik megoldasa

a=2,b=-1.c=-1,d=1.

fgy pr=[? Hesp=['!
-1 1 1 2)

Tovabba, (7.40) szerint
1 1 X 0 2 -1 e — e —et e
D(x)=e™ =P-e” . P = y e € Te 1 (7.46)
1 2{0 e*\-1 1 2e" —e" —e"+2e"
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Ezek utan (6.26) alapjan a (7.46) alapmatrix ismeretében fel tudjuk irni a (7.41) DER
altalanos megoldasat:

_ _ c 2¢" -t —e'+e” c
Via(¥) = @(x)-¢ = P(x)- = v . S .
c, 2e" —e —e' +2e c,
vagy ekvivalens alakban a (7.46) alapmatrix oszlopvektorai altal

2x_ X _ X+ X
)_}h.d(x):(e ¢ ]'cl-l_( cTe j'cza ¢,¢, € R

et —e™* —e" +2e™
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8. Ljapunov-féle stabilitas
Legyen adott a T € R""' nyilt halmaz, és legyenek adottak az

fi:T—R, ie{l2,.,n} (8.1)

fliggvények ugy, hogy:

(H,) f, folytonos a T halmazon minden i€ {1,2,...,n} esetén (8.2)

(H2 )a aai(x, VisVasees V) ) parcialis derivaltak folytonosak 7-n minden i,k € {1,2,...,n}
Vi

esetén. (8.3)

Legyen adott az
(x,,7,)€ T € RxR" (8.4)

pont és tekintsiik Ujra a (2.50) alaku differencidlegyenlet-rendszerre vonatkoz6 kezdetiérték-
feladatot:

dy

d_lzﬂ(xlyl""’yiz)

d)C dy

Yy _ Y _ =

dx fz(‘xlyli‘""yn) - a—f(xly) (8.5)
y(x0) =,

dy,

E: n(xlyl""’yn)

J’1(xo): ymayz(xo): y20=~-~=yn(x0): Yo+

A (H)), (Hy) feltételek, amint mar tudjuk a 2.3 fejezetbdl (1asd a 33. oldalt), biztositjdk a (8.5)
kezdetiérték-feladat megoldasanak 1étezését és egyértelmiiségét.

Jelolje
¥ =5(x.x,.5,) (8.6)
a (8.5) feladat egyetlen megoldasat. Tegyiik fel, hogy ez a megoldas értelmezve van az
[xg. ) (8.7)
intervallumon.

Most azt fogjuk megvizsgalni, hogy értelmezve van-e az y, — hoz kozeli z, pontbol induld

megoldas, az [xo,oo) intervallumon, azaz a

a i
E=f(xa)’) (8.8)
y(x,) = Z,
kezdetiérték-feladat egyetlen
y:J_’(xvxojo) (8.9)
megoldasa az [xo,oo) intervallumon, és hogy mikor igaz a
Jim (x,x0,2,) = 7(x,x0, 7)) (8.10)

relacid az [xo,oo) intervallumon x-ben egyenletesen.

69



Tehat azt szeretnénk tudni, hogy ha (8.5) kezdetiérték-feladatban az y, kezdeti feltételt kis

mértékben perturbaljuk, akkor a jovében ,,stabilisan” viselkedik-e a (8.8) perturbal
kezdetiérték-feladat megoldasa.

A gyakorlatban leghasznalhatobb matematikai elméletét ennek a problémanak A.M. Ljapunov
(1857-1918) fogalmazta meg.

8.1 Stabilitasi fogalmak
Tegyiik fel, hogy a (8.5) kezdetiérték -feladat
y= y(xaxod_’o)
megoldasanak értelmezési tartomanya tartalmazza az [xo ,oo) intervallumot.

Definici6 (stabilis megoldas)
A (8.5) kezdetierték-feladat y = y(x,xo,yo) megoldasat stabilisnak (stabilnak) nevezziik, ha

minden pozitiv &-hoz létezik olyan & = 6(€) >0, hogy:
1. Barmely z,e R" —re
|2, = | <& (8.11)

esetén az y = y(x,x,,2,) megoldds létezik az x,,o0) intervallumon.
2. Minden x 2 x,ra teljesiil

|70, x40, 7 )= (., 2, )| < & (8.12)

8.1 abra

Definicio (aszimptotikusan stabilis megoldas)

A (8.5) kezdetiérték-feladat y = f(x, X, ,fo) megoldasat aszimptotikusan stabilisnak nevezziik,
ha:

1. Ez a megoldas stabilis.

2. Létezik 6> 0 ugy, hogy barmely z,€ R" —re

|12, = <& (8.13)
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esetén

limy(x,x0,20)=y(x,x0,)70) ) (8.14)

X—>o0

Definicio (instabilis megoldas)

A (8.5) kezdetiérték-feladat y = f(x,xo,yo) megoldasa instabilis, ha ez a megoldds nem
stabil.

A stabilis, aszimptotikusan stabilis illetve instabilis tulajdonsdgok geometriai interpretacioja
a 8.1 abran lathato.

Megjegyezziik, hogy a (8.5) feladat nemtrivialis y = )T(x, Xos Vo ) =@ (x)#0 (8.15)
(nem azonosan nulla) megolddsanak stabilitasi vizsgalata mindig visszavezetheto a

w=y-@(x) (8.16)
helyettesitéssel a
aw =/ N s —
— o= Flew)= (0w +9(x)- f (. p(x) (8.17)
differencidlegyenlet-rendszer
w =w(x,x,,0)=0 (8.18)
trivialis megoldasanak stabilitasi vizsgalatara, ahol
F(x.0)= 7 (x.0+ pp(x))- 7 (x.2(x)) = 0. (8.19)
8.1 Példa. Vizsgaljuk meg a
dy, _
C?,x =
L (8.20)
dx

J’1(O): V1o =0,3,(0)=y,, =0
kezdetiérték-feladat
7= 7(x.0.0)=7(x) = col(p, (x)., (x)) = c01(0,0)= 0 (8.21)

trivialis megoldasanak stabilitasat.
Megoldas. Az adott (8.20) feladat ekvivalens a

d’ dy, (0
y22+y2=0, »,(0)=0, 2.(0) ):0 (8.22)
dx
masodrendi differencialegyenlet-rendszerhez rendelt kezdetiérték- feladattal.
frjuk fel a (4.1) alfejezetben ismertetett modszer szerint a (8.22)-ben szerepld
2
xy; +y,=0 (8.23)

differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

Mivel
5 Karakterisztikus egyenlet ~ Komplex gyokok :
xy22+y2=0—> 2 +1=0 — A =i —
A, =—i
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—dy,; (x)

= Yy4(X) = ¢ cosx ey sinx — y,,(x) = e

=c,SInX—c,COSX.
Tehat a (8.20) differencialegyenlet-rendszer altalanos megoldasa:
,(x) =c¢,sinx —c, cosx;
yl.a( ) 1 2 : . (824)
V,4(X)=¢, cosx+c,sinx

Most pedig tekintsiik (8.20) helyett a ,,pertubalt” kezdeti feltételekkel vett feladatot.

d

%% 7(0) = z,,

d" (8.25)
& ==V yz(o) =2y

dx

A (8.24) altalanos megoldasbol hatirozzuk meg a (8.25) kezdeti feltételeket kielégitd
megoldast:

yl(O):Zw: cl'O_Cz'l=Zlo C| = Zy,
- —

y2(0)=220: cl.l+02'0=220 czz—zlo
Y1 (x,O, z, ) =) (x,O, Z10>Z29 ) = Z,,SINX + z,, COS X (826

72(0,0,2) = ,(x,0,2,0, 259 ) = 2, cOS X = 7, sinx

Konnyt belatni, hogy a (8.26) megoldas értelmezve van az [xo,oo) intervallumon, és ha

2,0 -0 <§, 230 —0) <§, (8.27)
akkor
2, = 0] = |20 = 0|+ |20 — 0| < §+§ = g =5() | (8.28)
21 (0,0,2,) = 0,(x) = [, (6,0,2, )= 0] = |59 5in x + 2, O8] <[z | + |20 < S+ E < £,
& 47472

(60,2, )= 0, (0)| = [, (6,0,2, )= 0] = |50 c08 x = 2, sin x| <[z | + |20 < S+ £ < £ (8.29)
o 4472

Tehat (8.28) figyelembevételével

= + =

y(xaoa Eo )_ ?(,0,6)
—

=0

yl (x’O’EO)_ yl(xaoaﬁ)
(S ————

=0

y2 (x’O’EO)_ y2 (xaoaa)
—

=0

(8.30)
:|y1(X,O,EO)—0|+|y2(x,0,20)—0| S§+§SE .

Es azt latjuk, hogy (8.11), (8.12) alapjan a (8.20) kezdetiérték-feladat trividlis megoldasa
stabilis.
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8.2 Példa. Végezziik el a

L2 ey, 2,(0)=0 (8.31)

kezdetiérték-feladat

¥ = 7(x.0.0)= 9(x) = col(p, (x)., (x)) = col (0,0) = 0 (832)
nulla megoldasanak stabilitasi vizsgalatat.
Megoldas. A (8.31) differencidlegyenlet-rendszer egyenleteit kiilon-kiilon megoldva, mint
elsérendii linearis homogén differencidlegyenleteket, a (3.22) formula szerint

Via(X)=ce’s y(x)=ce; ¢,c, ER, x€ (_ °°a°°) . (8.33)
A (8.33) altalanos megoldasabol konnyen megkapjuk a ,,pertubalt” kezdeti értékek mellett a

d
;1 =) %(0):210
X

d
Doy 1, (0) =2, (8.34)
dx :

kezdetiérték-feladat megoldasat (lasd (3.22)-t, (3.23)-t).
Y, (2,0,2,) =z, -e" , 1,(x,0,2,) =2, € (8.35)
A (8.35) formulabol nyilvanvald, hogy
oo, ha z,,>0

limz, -¢” =1meyl(x,0,50)= e e <0 (8.36)
b 10

Tehat a stabilitas definicidja szerint a (8.31) differencidlegyenlet-rendszer trivialis megoldasa

instabilis.
8.3. Példa. Ellendrizziik, hogy stabilis-e a

@ _ —y, 3,(0)=0 (8.37)

kezdetiérték-feladat trivialis megoldésa.
Megoldas. A (3.22) képlet alapjan a (8.37)-ben szerepl6 egyenletek altalanos megoldasa

Vi) =ce; y(x)=ce;, ¢, ER, x€E (_ °°a°°) > (8.38)
melyekbdl konnyen kaphaté a
dy
d_l: Vs J’1(0):Zm
X
d
2=y, 1 (0) =2 (8.39)
dx :

kezdetiérték-feladat megoldasa:
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=0,

x—o0

Y (x’ojo ) =Z€e
(8.40)

X

— 0.

X—>o0

Y (x,0,20)= Zy €

A (8.40) tulajdonsagaibol kovetkezik a (8.37) feladat nulla megoldasanak aszimptotikus
stabilitasa.

8.2 Linearis homogén differencialegyenlet-rendszerek stabilitasa
Tekintsiik ujra a (6.6) alaku

an(@)ay () [ =

d_ B 11 o l1n B 1 d._ dx
D AT 3 A =] oo =l [ 2| (8.41)

dx dx dy

a, (x)..a,,(x) v, d_"

X

linearis homogén differencialegyenlet-rendszert.
Tegyiik fel, hogy az

x — A(x)€ R™" matrixfiiggvény folytonos az [xo,oo) intervallumon. Legyen a (6.25) alaku
®(x) matrix a (8.41) homogén DER egy alapmatrixa.
Konnyti bizonyitani, hogy ha Ce R"" olyan konstans matrix, melyre detC # 0 , akkor
D, (x)=P(x)-C (8.42)
is alapmatrixa (8.41)-nek.
Valoban, mivel minden &(x) alapmatrixnak ki kell elégitenie a (6.42) matrix
differencidlegyenletet, elegendé meggy6zddni, hogy
40,(x) = A(x)D,(x) . (8.43)
dx
Nyilvanval6, hogy
d(®(x)-C) _ dd(x)
dx  dx
det(®(x)-C)=detd(x)-detC #0
tehat (8.43) valdban teljesiil.

Legyen a tovabbiakban ®(x) un. x, pontban normalt alapmatrix, melyre

D(x,)=E (8.44)

C=A(x)-@(x)-C = A(x) - (4(x)- C),

(a (8.42) tulajdonsag alapjan mindig talalhatd egy olyan C'e R"*" matrix, hogy ®,(x,)=E).
Vizsgaljuk a (8.41)-hez tartozo

&,
oAy (8.45)
Y(xg) =¥,

kezdetiérték-feladat
¥ =3(x,x,7,)=0(x), x€[x,,0) (8.46)

megoldasanak stabilitasat.
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Megjegyezziik, hogy (8.15)-(8.19) figyelembevételével a (8.46) megoldas stabilitasa barmely

y(x,) =y, kezdeti feltétel esetén ekvivalens a (8.41) DER » =0 nulla megoldasanak

stabilitasaval.
Ha (6.38)-ban f(x) =0, akkor a (8.45) kezdetiérték-feladat megoldasa (6.39) alapjan
7 =72, 70) = 0(x) = @(x)- @7 (x,) 7, = P()Ty, ¥€ [x0.,0) (8.47)
=E
Hasonloképpen a perturbalt
dy _
—=A(x
ax A (8.48)
y(xy) =2,
kezdetiérték-feladat megoldésa
(%, x0,20) = 7 (x) = D(x) - Z,. (8.49)
Tehat
P30, 7y ) = . x0.2, ) = @) (F, = 5,) » (8.50)

melybdl arra tudunk kovetkeztetni, hogy a stabilitas eldontésében meghatarozé szerepe van az
®(x) alapmatrixnak, ezért tekintsiik az alabbi harom lehetdséget.

1.eset. Korlatos ®(x)alapmatrix.
Legyen a ®(x) (d)(xo) =F ) normalt alapmatrix az

1. =[x,,) (8.51)
intervallumon feliilrél korlatos, azaz
o) <M, M>0, x=x,. (8.52)
Ekkor (8.50)-bdl
|7, x0. 7 ) = 3. x0.Z, )| < [@ () [(F - )] (8.53)
melybdl kovetkezik, hogy
minden pozitiv €-hoz Iétezik olyan
£
5=05()= R (8.54)
melyre
17 - 2| < % (8.55)
esetén
F(x,x0, 7 )= 7 (3, %0, 2, || < [@ |- |(Fy = 2| s M -Z <, (8.56)
(e, 3y 2 )| < o o 2] <1

mely arra utal, hogy a (8.45) feladat y(x, xo,yo) megoldésa stabilis.
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2.eset. Nulla- matrixhoz tarté alapmatrix.
Legyen

lim®(x)=0. (8.57)

Nyilvéanval6, hogy ekkor ||<I>(x)|| korlatos €s az eldbbiek szerint az y(x,xo,yo) megoldas

stabilis.
Tovébba (8.57) szerint

[, %0, 70 )= 7 e, x5, 20 ) < [ @) (7 = Z)] = 0. (8.58)

melybdl az y(x, xo,)_/o) megoldas aszimptotikus stabilitasa kovetkezik.

3. eset. Nem korlatos alapmatrix.

Feltételezziik, hogy a <I>(x) alapmatrix nem korlatos, azaz taldlhatdo egy olyan ndvekvo
szamsorozat,
X< x;<x<... Sxp <., (8.59)

melyre
lim|®(x, )| = =, (8.60)

azaz a @(x) alapmatrix legalabb egy @ (x)eleme esetén
limf , (x,)| === .

Most pedig valasszuk meg a (8.48) perturbélt feladatban a kezdeti z, értéket ugy, hogy csak a
g-adik koordinatéja kiilonbozzék a (8.45)- ben szerepld y, — 0! :

Vio =2, i=Le,n, i#q €& y,#z, (8.61)
Ekkor (8.50) alapjan a p-edik koordinatara érvényes
0,(x)=w, ()=, (v, ~2,) . (8.62)
melybdl
limlp, (x. )=, (x| == . (8.63)

Ezek szerint tetszdleges kicsiny
o= Y0 T 240
kiilonbségre az
e(x)=0,(x)-y,(x), xel. =|x.~)

kiilonbség nem korlatos.
Egyben nem csak a p-edik koordinatak kiilonbsége nem korlatos, hanem

limfg(x, ) =7 (x, ) =< (8.64)

amelybdl a (8.46) megoldas instabilitasa kovetkezik.

Tehat bebizonyitottuk, hogy az alapmatrix korlatossaga, nulla-matrixhoz val¢ tartésa illetve
feliilrél valo nem korlatossaga elégséges feltételei rendre a stabilitasra, aszimptotikus
stabilitasra illetve instabilitasra.

Most pedig belatjuk, hogy ezek a feltételek nem csak elégségesek, hanem sziikségesek is.
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Legyen a (8.46) y = y(x, xo,yo) = (ﬁ(x) megoldas stabilis, azaz minden & > 0 -hoz talalhato
olyan & = &(¢), hogy ||y0 - 20” <9 esetén

76 x0, 7o) = 7030, %, )| = [ () -7 (x ) < e (8.65)
A (8.50) formula alapjén a p-edik koordinatak kiilonbsége
0,0) =1, ()= 2@, (¥)y0 2,0 (8.66)
q=1

Ismét, ha a z, kezdetiérték vektor (8.61) alaku, akkor (8.66)-bol

® (x): ¢p(x)_1//p(x) ’

qu _ZqO

vagy

<K, x€lx,) . (8.67)

Pq

LT

qu - ZqO
Ha a (8.67) egyenldtlenséget felirjuk minden p-re és g-ra, p,qe {1,2,...,n} és osszegezve az
igy nyert egyenldtlenséget, megkapjuk, hogy

| (x)|= Zn:\cbm (xj<n’K (8.68)

p-q=1

\cp

azaz igazoltuk a CD(x) alapmatrix norma szerinti korlatossagat.
Most pedig legyen a (8.46) alaku

y = y(x.x0.7,) = 9(x)

megoldas aszimptotikusan stabilis. Ekkor

limlp, (x) -y, (x] =0, (8.69)
¢s ennek alapjan (8.67)-bol x — oo hataratmenettel kapjuk, hogy
lim®, (x)=0—1lim®(x)=0 . (8.70)

Végiil legyen a (8.46) megoldas instabilis. Ez esetben a CD(x) alapmatrix nem lehet korlatos,

hiszen akkor a megoldas stabilis lenne, ami ellentmondéshoz vezet.
Tehat igazoltuk a kovetkezo allitast.

Tétel (sziikséges és elégséges feltételek a homogén DER stabilitasara)

A
dy _
e A(x )y ,XE [xo,oo) kezdetiértek feladat
y (xo) = Yo

y= f(x,xo, yo) megoldasa akkor és csak akkor:
1. Stabilis, ha az x, pontban normalt CI)(x) alapmatrix (CD(xO) = E) az I = [xo,oo)
intervallumon korlatos:

o) <M, x=x,. (8.71)

2. Aszimptotikusan stabilis, ha
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lim®(x)=0 (8.72)

X—>o0

3. Instabilis, ha ®(x) nem korlétos.

Az eldbbi tételbdl kovetkezik, hogy a

—=Alx)y

o= Ay

DER 7 =0 nulla megoldasa akkor és csak akkor stabilis, ha minden megoldasa korlatos az
[x,,°0) intervallumon.

Mivel a (8.45) kezdetiértek feladatban az y, € R" kezdetiérték tetszéleges, ezért tetszoleges
y= y(x, Xo5 Vo ) =@ (x) megoldasrdl van sz6, ami azt jelenti, hogy a (8.41) homogén DER
0sszes megoldasa egyszerre mind stabilis, vagy aszimptotikusan stabilis, vagy instabilis.
ebbdl kiindulva nem csak a konkrét megoldast, hanem a homogén DER-t mondjuk
stabilisnak, aszimptotikusan stabilisnak, vagy instabilisnak.

Nemlinearis DER esetén ez nem 4ll fenn.

8.3 Linearis inhomogén differencialegyenlet-rendszer stabilitasa
Tekintsiik a (6.2) alaka
dy
dx

linedris inhomogén DER-t, ahol az A(x) matrixfiiggvény és az f (x) vektorfiiggvény

= A(x)y + f(x) (8.73)

folytonos az [x,,e0) intervallumon.

Tétel (sziikséges és elégséges feltételek inhomogén DER stabilitasara)
A (8.73) inhomogén DER (6sszes megoldasa) minden folytonos f (x) zavarofiiggvényre akkor
és csak akkor stabilis, ha stabilis a megfelelo

@b Ax)y (8.74)
dx

homogén DER (Osszes megolddsa).
Bizonyitas. Sziikségesség.
Legyen

7 =500x.5,)=0x) , xe I =[x,.) (8.75)
a (8.73) inhomogén DER stabilis megoldésa az y(xo) =y, kezdeti feltételek mellett.
Ekkor a definici6 szerint minden & > 0 -hoz talalhat6 olyan & = (¢) , hogy ||)70 - ZO” <o
esetén

||y(xax0a3_’o)_)_’(xaxojo)||Sg : (8.76)

A (6.39) formula szerint a (8.73) inhomogén DER-hez rendelt kezdetiérték-feladat megoldéasa
a kovetkezoképpen irhaté fel:
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55, 30,70) = 2(5) = 0()- @7 (1,7, + ()07 ()7 (s =

) (8.77)
— ()7, + 0x) [0 (5)7 ()5

X0

(%, 7) =7 (0)= D, + D) 07 (5)7 (5 ). .78

o

A (8.77), (8.78) képletek alapjan
|2 (x) -7 (x)| =@ (x)- (3 - 2 )| <[ @Cx)- [7 - Zo] (8.79)
Mivel [, —Z,| < & esetén (8.76) szerint |p(x) - P(x)| < & , ezért a (8.79)-bél kovetkezik,
hogy ||q)(x)|| korlatos.
() <M , xelxg,e), (8.80)
tehat a (8.74) linearis homogén DER stabilis.
Elégségesség. Legyen y, =y, (x, xO,El) és y, = yz(x,xo,fz) a (8.73) inhomogén DER két
megoldasa rendre az
¥(x,) =z, illetve y(x,)=Z, (8.81)
kezdeti feltételek mellett.
Kozvetlen szamitasokkal

B s, + 7(x)

ds 5 00 5 -7). 5.2
Dy _ 45+ 7 dx
D~ Ay + )
X
adodik, hogy az y, és y, megoldasok kiilonbsége
J_/h(x):: (;l(x’ xo’zl)_yz(x’ Xo>Z; )) (8.83)

a (8.74) homogén DER megoldasa.
Mivel 7,(x) stabilis, ezért minden & >0 -hoz talalhat6 olyan & = &(g), hogy H)_/O —6” <J
esetén
|7,(x)-0 <& (8.84)
Tehat, (8.83), (8.84) alapjan, ha ||Z1 - 22” <9, akkor
||)71 (x,xO,Zl)— ¥, (x,)co,f2 )” <eg, (8.85)
azaz ,(x,x,,z) (hasonloképpen ¥,(x,x,,Z,)) a (8.73) inhomogén DER stabilis megoldasa.
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9. Allandé egyiitthatéju linedris homogén DER stabilitésa
Tegyiik fel, hogy A egy nxn-es allandé matrix, és tekintsiik a

dy

— =4 9.1
oAy .1

allando egyiitthat6ju homogén linearis differencidlegyenlet-rendszert. Nyilvanvald, hogy a
(9.1) a méar korabban vizsgalt (8.40) valtozo egyiitthat6ju DER specidlis esete.

Legyenek tovabbra is mint (7.23), (7.24)-ben, a valos A€ R"*" matrix egymastdl kiillonb6z6
sajatértékei (valos vagy komplex)

AsPis s A, €C, 9.2)

melyeknek multiplicitdsa rendre

0,0 OO, OG0+ + 0O =D (9.3)

s

Feltételezziik, hogy az A matrix Jordan-féle kanonikus alakja (lasd (7.25)-(7.29)-t)

J=P'-4-P, A=P-J-P" | (9.4)
ahol
J, 0 0 0
0 J
J =diag(j,,J,0r J, ) = ? : 9.5)
0 0 0 J,
A 1 0 0
J 0 ﬂ’k 1 0 anxn. k {12 } . 12
.= eRrR’ 7 ,kel2,..,s7,1=1,2,...m,
Tlo o0 !
0 0 0 A

nmtnyt.. . tn,=n= ogtont.. .o,
P nemszingularis (4ltaldban) komplex matrix.

Ismeretes, hogy a (9.1) alaku, allandé egytitthatoji homogén DER egy alapmatrixa a (7.40)
formula alapjan a kovetkezéképpen irhato fel (lasd (7.31)-(7.33)-t):
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) _1 . T _
I (n, —1)
e/?.lx O 1 0
o0 1 X
1!
0 0 0 1
®(x)=P 0 i 0 P .(9.6)
1 { xnm—l
1! (n, —1)
0 0 |0 1
0 0 1 X
1!
0 0 0 1]

A (9.1) DER stabilitasat ugy tudjuk eldonteni, hogy megvizsgaljuk, mikor korlatos a (9.6)
alakt alapmatrix.
Nyilvanvalo, hogy a P és P"' matrixok korlatosak:

|Pl<c,, [P7|<c.n epe, >0, 9.7)
Legyen a A sajatérték komplex felirasa:
A, =Red, +ilmA,, i*=-1. (9.8)
Az Un. Euler-képlet szerint
e = ReArimA)y _ pRedex pilmbex  gRed [o05Tm A, x +isinIm A, x] . 9.9)
Ismeretes, hogy
cosIm A, x +isinIm A, x| = \/cosz ImA, x +sin®ImA,x =+/1=1, (9.10)
tehat
‘em = ‘emk"‘ |cosIm A, x +isinIm A, x| = ‘eR”” . (9.11)

Végezziik el a (9.6)-ban 1€vo f6atld menti matrixok normajanak becslését (9.11)
figyelembevételével:
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1 i ﬁ xnj—l 1 ﬁ ﬁ xnj—l
o2, —1) T (n,-1)
X X
1 F 1 F
Apx : Apx :
e - 2 <le™ 2 =
1 X 1 X
2! 2!
X X
1! 1!
1 1
x X’ X"
1 2
o2 (n, —1)
T
Re 4;x :
:‘e . | i
2!
X
o (9.12)
1

Ezek utan a (9.12) becslésbdl konnyti beldtni, hogy minden x-re a (9.6)-ban szerepld féatlo
menti blokkok akkor lesznek korlatosak, ha

ReA, <0 (9.13)
¢és azokhoz a A sajatértékekhez, melyekre
Red, =0 , ke{l2,..s} 9.14)

az A matrix Jordan-alakjaban csak 1-dimenzios Jordan-blokkok tartoznak (ugyanis ekkor nem
szerepelnek a Jordan-blokkban x hatvanyai).

A (9.12) egyenlétlenségbdl az is leolvashatd, hogy
Red, <0, ke{l2,..s}

(9.15)
esetén
1 ﬁ X"
ro2r inj 1)
X
g
_ ‘eReﬂkx . ) 52 — 0, (916)
I .. B
x
1!
1
a (9.6)-ban szerepld Jordan-blokk akkor nem korlatos, ha
ReAd, >0, (9.17)
illetve
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Red, =0 (9.18)

esetén a megfelelé Jordan-blokkok dimenzidja nagyobb egynél (ekkor a blokkokban jelen
vannak x hatvanyai). Ezzel igazoltuk a kdvetkez6 allitast.

Tétel (Sziikséges és elégséges feltételek allandé egyiitthatoji DER stabilitasara)
A

Y = Ay (9.19)

dx
dllando egyiitthatos DER tetszoleges y = f(x, X, )70) megoldasa (az f(xo ) =y, kezdeti
feltételhez tartozo megoldasa) akkor és csak akkor:
1. Stabilis, ha az A matrix osszes egymastol kiilonbozo

A Ay s A, (9.20)
sajatértékeinek valos része nem pozitiv
Red, <0, ke {l,2,..,s} (9.21)

és azokhoz a sajatértékekhez, amelyekre
Red, =0 (9.22)

csak 1-dimenzios Jordan-blokkok tartoznak az A matrix Jordan-alakjaban;
2. Aszimptotikusan stabilis, ha az A matrix osszes sajatértékeinek valos része negativ

Red, <0, ke {l2,..,s} (9.23)

3. Instabilis, ha legalabb egy sajatérték valos része pozitiv, illetve ha legalabb egy zérus valos
resszel rendelkezo sajatértékhez 1-nél nagyobb méretii Jordan-blokk tartozik.

9.1 Példa. Hatarozzuk meg, hogy milyen c értékeknél stabilis a

dyl_
PREE (0 1
A= (9.24)
Vs ooy ¢ -1
e Yi—= 0

allando egyiitthatoja DER.
Megoldas. Szamoljuk ki az A matrix sajatértékeit:

A = 1+ 1+c
0-4 1 T V4
det =0 > A +Al-c=0 — 2 4 )
c -1-A 1 1
A, =——+.—+cC
2 4
Ha =0, akkor
A =0,4,=-1<0.
Mivel

rang|A —/11E| =1,

ezért A, =0-hoz 1-dimenzids Jordan-blokk tartozik.

Tehat ¢=0 esetén a (9.24) DER (barmely megoldasa) stabilis.
Ha ¢<0, akkor

ReA <0, ReAd, <0,
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ezért (9.24) aszimptotikusan stabilis.

Ha ¢>0, akkor
Re 4, :—l+‘/l+c >0,
2 4

tehat ez esetben (9.24) instabilis.

9.1. Routh-Hurwitz kritérium a gyokok valés részének negativitasara.
A fentebb bizonyitott tételbdl tudjuk, hogy a

v Ay , Ae R"™"
dx
alland6 egyiitthatoju DER stabilitasat a
det(4-AE)=0 (9.25)

karakterisztikus egyenlet gyokei hatarozzak meg.
A karakterisztikus egyenlet nem mas, mint egy valds egyiitthatoju n-ed fok polinom A-ra
nézve:

det(4—AE)=ay,-A" +a,- A" +..+a,  -A+a,=0. (9.26)

A gyokok valos részének negativitasa a szoban forgd gyokok kdzvetlen meghatarozésa nélkiil
az un. Routh-Hurwitz kritérium segitségével donthetd el. Ezt a kritériumot bizonyitas nélkiil
mondjuk ki:

Tétel (Routh-Hurwitz - féle sziikséges és elegséges feltételek a gyokok valos részének

negativitdsdra,).
Egy n -ed foku polinom
a, A" +a A" +.+a, A+a,=0 (9.27)
osszes gyokeinek valos része akkor és csak akkor lesz negativ, ha az un. Hurwitz-féle matrix
a, aq 0 0 0 .. O]
a, a, a, a, 0 .. 0
H=| a a, a, a, a ... 0 (9.28)
| Do Gopn Aoy Aoy Ay 5 oo 4]

foatlo menti aldeterminansa (fominoar) mind pozitiv:

a aq

Al=a >0, A, = >0, ..., A, =a,-A, _, >0, ahol aj=0, ha j>n . (9.29)

a, a,

9.2 Példa. Hatarozzuk meg, hogy milyen c értékekre aszimptotikusan stabilis a

- 0 0 1 0 0 1
d—ysz= 0 -1 1lp,4=]0 -1 1 (9.30)
* 11 e 11 e

DER.
Megoldas. rjuk fel az 4 matrix karakterisztikus egyenletét!
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-A 0 1

det(4-AE)=| 0 (-1-4) 1 |=0— 1 -A~(c-1)Al=cA+1=0. (9.31)

- —_—
0 ) o Tm WA
A (9.31) polinomhoz tartozé (9.28) Hurwitz-féle matrix
—(c-1) 1 | 0
a a, 0 ——— === | =---
H=la, a, a,|= 1 -c | —(c—l) ,
ds d, dj == === | ===
0 0 1
melybdl
A =a0=—(c-1)>0 —c<I , (9.32)
c’—c—1=0
1-+5
—(c-1) 1 ) 1-+/5 = 2
A, = =c —-c-1>0-C, = — (9.33)
1 -c 2 c>1+\/§
1+4/5 2
C, =
2
A, =1-A,, (lasd a 9.1 abrat)
AN .
+

C A C,

9.1 abra

Tehat (9.32), (9.33) —bdl kdvetkezik, hogy (9.30) aszimptotikusan stabilis (a karakterisztikus
egywenlet gyokeinek valos része mind negativ), ha

C< 1_\/§:

C,. 9.34
> | (9.34)
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10. Egyes gazdasagi modellek stabilitasi vizsgalata

10.1 Philips stabilizaciés modellje zart makrogazdasagra

Emlékeztetiink, hogy az 5.2 alfejezetben mar ismertettiik Domar klasszikus gazdasagi
novekedési modelljét (1954). A termelés dinamikajat az (5.5) alaku
dZ—(t):asY(t),a>0,0§s§1 (10.1)
t
allando egyiitthatoju elsérendit homogén linearis differencialegyenlet irja le.
A (10.1) alaku, DE altalanos megoldésat a (3.22) formula alapjan irhatjuk fel:

Y. (t) =c- ejlmdt

p =c-e""", ceR, (10.2)
ahol a-s =y andvekedési litem.

Ha a =0 idépontban adott az Y(0)=Y, termelési mutato, akkor a (10.1) differencidlegyenlethez
rendelt

—=a-s-Y (t)
dt (10.3)
7(0)=7,
kezdetiérték-feladathoz jutunk, melynek megoldésa (3.24) szerint
Y(t)=Y, -e"". (10.4)

A (10.4) formulabol leolvashato, hogy a (10.1) DE-tel leirt klasszikus ndvekedési modell
palydja exponencialis.
Az 5.2 alfejezetben leirt Solow-féle neoklasszikus névekedési modell mar pontosabban veszi
figyelembe a termelési tényezdk kozotti Osszefiiggéseket.
Nyilvanval6, hogy a Solow-féle kozelités mar egy bonyolultabb (5.12) alaka elsérenda
nemlinedris differencidlegyenlethez vezet az egy fore juto k(t) tékére vonatkozodan:

%St): S-flk)-Y-k (10.5)
Azonban, ezek a szoban forgé modellek figyelmen kiviil hagyjédk a gazdasagi folyamatokba
vald lehetséges kiilsé beavatkozéasokat. Példaul, a kormanyzat aktiv gazdasagi politikéval
stabilizalhatja a bizonyos {iizleti ingadozdsokat, amelyek a magdngazdasiag novekedésébol
keletkeznek.
Most ismertetjiik a Phillips-féle (1954) kormanyzati stabilizacios modellt.
Legyen Y(?) a teljes termelésnek (kibocsatasnak), és D (f) az Osszkeresletnek a megfeleld
egyensulyi értékektdl valo eltérése a t iddpontban.
fgy az

Y=0, D=0 (10.6)

az egyensulyi helyzet.
Ismert, hogy a termelés valtozdsa a kereslet és a termelés kiilonbségének (a talkereslettel)
aranyos:

) _ a-(D()-Y(t)), (10.7)
ahol o> 0.
A kereslet-kinalat elméletében a teljes termelés és Osszkereslet kozott az alabbi dsszefiigges

érvényes:
D(t)=(1-1)-Y(r), (10.8)
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ahol 0</<1 és (1—-/) az Gn. koltési hajlanddsag.
A gyakorlatban, azonban, az dsszkeresletben mindig van egy u=const 4lland6 zavaras
(szallitasi problémak, selejt, nincs elég vasarloerd, stb.), igy (10.8) helyett

D(t)=(1-0)Y(t)~u. (10.9)
Ha (10.9)-t behelyettesitjiik (10.7)-be, akkor
d);,—t(t)= a-lY(t)-au-aY(t)=-alY(t)-ou,
azaz a
d);—t(t)aHY(t):—au, a,l,u = const (10.10)

elsérendi linearis inhomogén DE-t kapjuk.
A megfeleld homogén DE altalanos megoldasa (3.22) szerint

~[ata it

Y, (t)=c-e =c-e“",ceR. (10.11)

Az éllanddk varidlasanak moédszerével (lasd pl. (3.27)-(3.29)-et, vagy (3.36)-ot) keressiik a
(10.10) inhomogén DE egy partikularis megoldasat 0 </ <1 esetén.

Y,;=ce™ - Y= Y, = c(t)'e_wt - % :—dz(tt)'ea” +c(t)(—al)eﬂm —
behelyettesités  az

L) ey o)) v ) e =
inhomogén DE — be dt

. dc(t)_e—a(ft = —qu — ﬁ: _auealz N C(t)= —au .ea/,z N
dt dt ol
u alt —alt u
Y:Yi‘p(t)z[—ze ! }-e ! :—7 .
Tehat a (10.10) inhomogén DE altalanos megoldasa (3.32) alapjan
V(=7 0= 7,0+ ¥, ()= ce -2,
melybdl
limY(f)= lim[c e —3} =limc-e ™ —lim>,
t—oo t—o0 ¢ t—oo t—oo [
=0
}imY(t)=—%. (10.12)

A (10.12) formula azt fejezi ki, hogy a gazdasag hosszabb tavon alulteljesit.
Ha (10.10)-ben / =0, akkor
d);—t(t)=—au — dY(t)=-audt — j — Y(t)=-aut.
Az
Y(t)=-aut (10.13)

egyenldség azt fejezi ki, hogy hosszabb tavon a termelés és a gazdasag dsszeomlik.
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Az alulteljesitést és az Osszeomldst a kormany ugy akadalyozza meg, hogy beavatkozik a
keresletbe (példdul a fenti problémak esetén utépitéssel, kiillonbozd fejlesztések
tamogatasaval, szocialis tAmogatassal, stb.)

Ez a beavatkozas a (10.9) keresletben

D(t)=(1-1)Y(t)-u+G(t) (10.14)

formaban jelenik meg, ahol G(7) egy alkalmas fliggvény.
A teljes termelés ismeretében a kormany a gazdasagi folyamatokba tobbféle mdédon probalhat
beavatkozni, de ezt csak kiillonb6zd 0Osztonzd, iranyitd intézkedéseken keresztiil
érvényesitheti, és nem kozvetleniil. Ezért az idedlis G*(z) beavatkozast a tényleges G(?)
beavatkozas csak kozeliti. A beavatkozas valtozasat a

dz—t(t)=ﬁ-(6*(r)—6(r)) (10.15)
differencialegyenlettel jellemezziik, ahol a £> 0 allando azt fejezi ki, hogy a kormanyzat
milyen gyorsan reagdl a kivant G*(t) és a tényleges G(?) kozotti eltérésre.

10.2 Philips harom tipusu stabilizacios eljarasa
Philips haromféle stabilizalasi moédot kiilonboztet meg:
e 1. Aranyos stabilizalasi politika esetén

G'()=—-1,-Y(t), f, >0. (10.16)

Ekkor a kormany (10.14) keresletet a termelési fesziiltséggel ellentétes irdnyban és azzal
aranyosan valtoztatja meg.
fgy a kormény a kivant optimalis helyzetté] (egyensilyi Y=0 helyzettdl) valo eltérésre reagal
a kereslet befolyasolasaval annak reményében, hogy ez kedvezden hat vissza a termelésre.

e 2. Derivativ stabilizalasi politika esetén

. dy(t
G (t):—fd~#,fd>0. (10.17)
Ez esetben a kormany a rossz iranyu valtozast azzal probalja megel6zni, hogy a termelési
fesziiltség valtozasi sebességével ellentétes irdnyban és vele ardnyosan valtoztatja meg
(10.14)-ben a keresletet.

e 3. Integralis stabilizalasi politika esetén
G'(t)==f,-[Y(s)ds , f,>0. (10.18)
0

Ekkor a kormany a beavatkozaskor figyelembe veszi a termelés egész multjat, azaz a korabbi
id6szak termelési atlaga szerint probal beavatkozni a gazdasagba.

Mi is torténik matematikailag az egyes stabilizalasi politikak esetén?

A (10.7), (10.14), (10.15) osszefiiggésekbdl kapjuk, hogy

d*Y(r) _ a(dD(t) dY(t)j’

dt* dt dt
dp(r) _ (i- l)dY(t) . dG(t)
dt dt dt

B = ap(a()-1().
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LI p 70 2 of 00D (p)-110)=

dt? dt dt dt

- B0 ()] D0 (0 -
o] (-0 )+ 560~ pu-o| L pr0)] -

dt dt dt

_ aldY—t(t)+05,6’(G*(t)—G(t))+a,é’Y(t)—a,b’lY(t)+05,6’G(t)—05,6’u—a,é’Y(t):
= —aldfl—t(t)—aﬁlY(tHa,B G (t)-apu.
(10.19)
Tehat (10.19) atrendezésével
d’Y(t) dy (z) .
7+(ﬁ+a1)7+aﬂlY(t)—a,BG (t)=-apu . (10.20)
A (10.16) aranyos stabilizalasi beavatkozas esetén a (10.20) egyenlet a
ddy() (B+a 1) - +a,6’(l+f )Y =—a Bu (10.21)

alakt lesz, amely egy alland6 egyiitthatds , masodrendi linedris differencialegyenlet.

Oldjuk meg a (10.21)-hez tartoz6 homogén DE-t a 4.1 alfejezetben ismertetett modszer
szerint.

A karakterisztikus egyenlet

> (Bral)-Avapli+f,)=0, (10.22)
melynek gyokei

A = —(ﬁzo’l)i\/(ﬂ +40’1)2 —apli+f,). (10.23)

Mivel (B+al)>0 és a,B(l +f p)> 0,ezért a A és A, gyokok valds része mindig negativ
lesz.

Valoban, ha

B+al) N -
EE— akkor (10.22)-nek két valos negativ gyoke van.

O<aﬂ(l+fp)<(
A =-y,<0, A, =-y,<0.

Ekkor (4.15) alapjan

Y, ()=c e +c, e (10.24)
2
Ha o S8 (l +f, ) = (’B—I_Tal), akkor (10.22)-nek egy kétszeres negativ gyoke van:
A=A :_(,B-;al)::% <0.
Ez esetben (4.22) szerint
Y, ()=c, 07 +c,-t0" y3<0. (10.25)
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2

Ha a,B(l+fp)>M

akkor (10.22)-nek két komplex konjugalt gyoke van.
o)y g Bra

3 3

és ekkor
(ﬁ+al)t 7(ﬂ+a1)t
Y,,(t)=c,re 2 cosyittc,ce 2 sinyyt. (10.26)

fgy a (10.24), (10.25), (10.26) formulakbél azt kapjuk, hogy a (10.21) tartozé homogén DE
altalanos megoldasa nullahoz tart, ha t—oo:

limY, ,(£)=0 (10.27)

A (10.21) inhomogén DE egy partikularis megoldasat a (4.40) alaku DE-re ismertetett

probafliggvény-modszerrel keressiik.

Mivel a (10.21) inhomogén DE jobb oldalon 4ll6 zavar6fiiggvénye egy konstans és nulla nem

gyoke a (10.22) karakterisztikus polinomnak, igy (4.41) alapjan a partikularis megoldas alakja
Y(t)=Y,,(t)=B,, Bi=const=? (10.28)

Ekkor Y (t) =Y ”(t) =0. A (10.28) probafiiggvényt és derivaltjait behelyettesitve a (10.21)

inhomogén DE-be, az egyiitthatok 6sszehasonlitdsaval:

aBl+f,) B =-afu— B :ﬁ) . (10.29)

Tehat a (10.21) inhomogén DE egy partikularis megoldasa:

Y, ()= —(HLf) . (10.30)

fgy a(10.21) inhomogén DE altaldnos megoldasa (4.32) szerint
u u
Y . (t)=Y, . t)+=Y (t)=7Y, ,\t)- , 10.31
l.a() hAa() l Lp() hAa() m ( )
melybdl
u

11th,.5 (t)= ) (10.32)

A (10.32) formulabol leolvashato, hogy a gazdasag minél kevésbé teljesitsen alul, azaz, hogy
Y(?) nullahoz legyen kozel, az f, konstansainak (10.16)-ban nagynak kell lennie.

Viszont, ha f, nagy, akkor a (10.22) karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa negativ:

B ell o+ 1,)<0. (10.33)

azaz (10.22)-nek két komplex konjugalt gydke van (melyeknek valos része negativ), és ekkor
a megfeleld0 homogén DE altaldnos megoldasa, tehat (10.21) minden megoldasa (10.26),
(10.31) szerint mind oszcillal.

Ez a gyakorlatban nem kivanatos, hiszen ekkor a gazdasag termelése €s a kereslet tul gyorsan
valtozik, és ilyenkor a gazdasagi folyamat szerepldi nem tudnak hozza alkalmazkodni.
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Most pedig alkalmazzuk a (10.16) aranyos-, és a (10.17) derivativ beavatkozast egyszerre,
azaz legyen

G ()=—1,Y()-/, dY(() S, >0, f,>0. (10.34)
Ekkor a (10.20)-bol a
d’ Y +(Bral+aBf, )—+a,6’(l+f )Y =—a Bu (10.35)

linearis inhomogen masodrendli allandé egyiitthatoju differencidlegyenletet kapjuk. A
probafiiggvény mddszer alkalmazasaval, megismételjiik a (10.28), (10.29) szdmitasokat, azt
kapjuk, hogy a (10.35) inhomogén DE egy partikularis megoldasa ismét

Y, ()= —ﬁ). (10.36)

Most pedig keressiik a (10.35)-hdz tartozo

d2 (ﬁ+al+aﬁfd)—+aﬂ(l+f )y = (10.37)

homogén DE 4ltalanos megoldasat.
A (10.37) homogén DE karakterisztikus egyenlete

2+(,6’+0:l+04,6’f0,)-ﬂb+0(ﬂ(l+fp)=0, (10.38)
melynek gyokei
A =—('Bml;“ﬂf")i\/(ﬁ”g;“ﬂf")z —apli+f,). (1039)
Mivel
Bral+aff,>0, apli+f,)>0 (10.40)

ezért a A; és A, gyokok valds része mindig negativ:

Re, <0, Red, <0. (10.41)
Ha (10.39)-ben a
2
A=('B+0‘12“ﬂfd) —apli+1,)>0, (10.42)

diszkriminans pozitiv, akkor (10.38)-nak két valds negativ gyoke van:
A ==y,<0, A, =-y,<0.

Ez esetben (4.15) szerint a homogén DE altaldanos megoldasa

Y, (t) =c,-e M e, LT, (10.43)
és
_ _ u
Y()=Y, ,(t)=c,-e +c, e - ) (10.44)
Tehat ekkor
u
limY.  (¢)=— , 10.45
lmH’;f( ) m ( )



azaz a (10.35) inhomogén DE megoldasai nem oszcillalva tartanak

N -hez, ha t — .
il+fpi

Nyilvanvalo, ha f, nagy, akkor Y(t) kozel van 0-hoz, és ha f; elég nagy, akkor a (10.42)
diszkriminans pozitiv, és az eldbbiek szerint nincs oszcillalé megoldasa (10.35)-nek.
Oszcillaldo megoldasa csak akkor lehet, ha a (10.42) diszkriminans negativ. Ekkor az
oszcillalo megoldas hasonlitana a (10.26)-os alakra.

Ha a kormany a (10.18) integralis stabilizacios politikat valasztana, akkor (10.20)-bol a

a’Y

(/5+az)%+aﬂznaﬁij )dp = —a fu (10.46)

egyenletet (integro-dlfferenc:lalegyenletet) kapjuk amelyet differencialva a

dY d’y
(e

harmadrend, allando egylitthatos linearis homogen egyenlet adodik.
A (10.47) harmadrendii DE nem minden megoldésa teljesiti az eredeti (10.46) egyenletet,
hanem csak azok, amelyekre a t=0 pontban:

(10.47)

ddYZ( ) +(B+a 1)‘“;(0)+ BY(0)=-aBu. (10.48)
Vizsgaljuk a (10.41)-hez tartd karakterisztikus egyenlet
1- 2+ (B+al) A +aBli+aBf =0 (10.49)
t;‘)—" =a =a =a

karakterisztikus egyenlet gyokei a (9.27)-(9.29)-ben 6sszefoglalt Routh-Hurwitz — kritérium
segitségével. Ekkor a (9.28) Hurwitz-féle matrix

a, a, 0 (B+al) 1 0
H=|a, a, a, |=| aBf, afl (B+al)l. (10.50)
as a, a, 0 0 apf.

Lassuk, mikor lesz a (10.50) matrix minden fOminorra pozitiv:
A, = B+ al>0 (mindig pozitiv)

_|Bral 1| _ .
A, = Yy aﬁl‘ =apl(B+al)-aff,>0 - (B+al)>f , (10.51)
A=A, -apff.
igya
(B+al)l> f (10.52)

egyenldtlenségnek kell teljesiilnie ahhoz, hogy a karakterisztikus egyenlet minden gyokének
valos része negativ legyen. Ez azt jelenti, hogy az integralis beavatkozas erejét szabalyozo f,

konstans (10.18)-ban nem lehet tul nagy.

Tehat, ha (10.52) teljesiil, akkor a (10.47) homogén DE nulla megoldasa aszimptotikusan
stabilis és ezzel a gazdasag is aszimptotikusan stabil marad.

Végezetiil kombinaljuk mind a haromféle beavatkozast.

Ekkor a (10.16), (10.17), és (10.18) alapjan
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G'(t)=—1,Y(t)- fd——fJY (10.53)

Ha (10.53)-at behelyettesitjiik (10.20)-ba, akkor a
d’ Y

(,8+al)%+a,81Y+a,8f Y+a,8fd—+a,8fIY dp——aﬁu

Vagy
d*Y
2

+(,8+0(l+0(,8fd)i—j+aﬁ(l+fp)Y+a,BfijY(s)dp =—afu  (10.54)

egyenletet nyerjiik, melybdl differencidlas utan a
d Y

(,6’+al+0:,3fd) L ﬁ(z+f)—+aﬁfy 0 (10.55)

harmadrendu allando egylitthatos llnearls homogén differencidlegyenletet nyer;jiik.
A (10.55) DE karakterisztikus egyenlete

LAE+(B+al+vaBf) P +apll+f,)Ai+aBf,=0 (10.56)

melynek gyokeit a Routh-Hutwitz — kritérium felhasznalasaval vizsgaljuk.
A (10.56)-0s polinomba felirt Hurwitz-féle matrix

a a, 0 (B+al+apBf,) 1 0
H=|a, a, a,|= apf, aﬂ(l+fp) (B+al+apBf,)|, (10.57)
as a, a, 0 0 apf,

melybdl
A =p+al+apf,,
A _,B+051+0{,6’fd 1
T aBf, apl+f,)

— (Bral+aff)i+f,)> 1.
Tehat a

=apl+f)Bral+vapff)-apf >0 —

Bral+aBf)+1,)> f (10.58)

egyenldtlenségnek kell teljesiilnie ahhoz, hogy a (10.56) karakterisztikus egyenlet minden
gyokének valos része negativ legyen, azaz hogy a gazdasag aszimptotikusan stabil maradjon.
A gazdasagba vald beavatkozas sordn ez azt jelenti, hogy (10.53)-ban vegyik f, —t elég
nagyra, hogy (10.32) alapjan a gazdasidg ne teljesitsen nagyon alul. Vegyiik f; —t is elég
nagyra, hogy a (10.42) diszkriminans pozitiv legyen, és hogy ne legyen komplex A;, és A,
gyokok, azaz hogy ne forduljon eld (10.26) tipusu oszcilladld megoldas és a gazdasag ne
oszcilladljon. Ezen kiviil legyen f; elég kicsi ahhoz, hogy (10.58) teljesiiljon, és hogy a

gazdasag aszimptotikusan stabilis maradjon.
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11. A Leontief-féle dinamikus input-output modell

Az 1.1 alfejezetben mar szo esett a Leontief-féle statikus input-output termelési modellrdl,
melyben a gazdasagi folyamatot leir6 mennyiségek csak egy idépontban vagy egy idészakra
vonatkoz6 adatként szerepelnek. Ekkor a gazdasagi folyamatokrol mintha bizonyos
idépontokban ,,fényképfelvételeket” készitenénk.

Most egy masik leirdsi modrol lesz szo, amikor a folyamatot nem diszkrét idépontokban,
hanem folyamatosan figyeljiik, azaz a gazdasagi folyamatr6l megprobalunk ,,mozgo6filmet”
késziteni.

Tegyiik fel, hogy a gazdasag n szektorbol all és mindegyik szektor egyféle arut allit eld.
Feltételezziik, hogy az i-edik termék a;-ed része sziikséges egységnyi j-edik aru eldallitdsahoz
¢s az i-edik aru bj-ed része sziikséges a j-edik szektorban egy egységnyi termelékenység
novekedéséhez. Nyilvanvalo, hogy

0<a, <1,0<h, <1 . (11.1)

Jelolje az y(t)e R" vektor a végso felhasznalasi célt, x;(?) az i-edik aru mennyiségét a ¢
id6pontban. Gazdasagi megfontolasokbdl az i-edik arubol annyit kell termelni, hogy az:

1. kielégitse az 0sszes aru eldallitasahoz az x;-bdl sziikséges kozbiils keresletet, ami a
kovetkezOképpen fejezheto ki:

Dlax;; (11.2)
j=1

2. Fedezze azt a sziikségletet, amellyel az i-edik szektor hozz4jarul az 6sszes szektor
termelékenysége noveléséhez, ami

o dx (1)
Db, o (11.3)

J=1

3.Biztositsa az y;(t ) végso felhasznalasi szintet.

Tehat minden ¢ idépontban az x;=x;(¢) fliggvényekre teljesiilnie kell az alabbi mérlegnek:

" noodx (t
(0= ax;+ b, i )+yi(t), ie{l,2,..,n} (11.4)
a0 A dt
Vezessik be az 4 = (ay. )l" i B= (bl.j )l” L nxn matrixokat,

az x(t) = col (x,(t)...., x,(t)), ¥(t)=col(y,(t)....y,(t)) oszlopvektorokat , ekkor (11.4)-
bdl, az
dx(t)  _

A)_c(t)+B7+y(t):)?(t) (11.5)
linedris differencialegyenlet-rendszert kapjuk, amelybdl
BdfTEfL(A_z)x(t):_y(t), (11.6)
és ha feltessziik, hogy
detB#0, (11.7)

akkor a (11.6)-os rendszert, szokasos (6.2), Un. normalalakban tudjuk felirni:
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fnyhB—l (4-1)5(t) =-B"5(:), (11.8)
ahol I nxXn egységmatrix.

A B=0 esetben minden ¢ id6pontban az (1.7) tipusu
(1-4)x(t)=9() (11.9)
algebrai egyenletrendszer adodik.

A modell akkor tekinthetd jonak, ha a (11.9) egyenletnek minden adott nemnegativ
komponensii y-hoz van x megoldésa, azaz ha

det(/—4)#0 (11.10)
Ekkor (11.9)-bdl
X(t)=(1-4)" () . (11.11)
Tovabbi természetes kovetelmény az, hogy pozitiv y-hez pozitiv x; tartozzon, azaz az
(1-4)" (11.12)
matrix minden komponense legyen pozitiv
(I-4)">0 (11.13)

a B # 0esetben is feltessziik a (11.10), (11.13) feltételeket.
Tekintsiik a (11.8) alakt

dx(t)
dr

allando6 egyiitthatos linedris inhomogén differencidlegyenlet-rendszert, amelyet Leontief-féle
dinamikus differencialegyenletes input-output modellnek szoktak nevezni.
Ismeretes (7.20)-bol, hogy a megfeleld

=B (4-1)x(t)- B ¥(¢) (11.14)

‘f’ngt):B—1 (1-4)x(t) (11.15)
homogén differencialegyenlet-rendszer egy CD(Z‘ ) alapmatrixa:
D)= (11.16)

Mivel (11.14) a (6.30) differencidlegyenlet-rendszer specialis esete, ezért a (6.37) formula
szerint a (11.14) inhomogén DER 4ltalanos megoldasa:

%(1) =%, (1) = @(0)- e+ @) 9 (5)- (- B (s s =
— eB"(]—A)t 'E_j‘eB‘U—A)z .e—B’l(l—A)s .B™! y(S)dS —

t
_ eB'l(I—A)l‘ o _B—l ’J.eB_l(I_A)(t_S) y(S)dS , (1 117)
0

alaku, ahol c€ R" tetszbleges allando vektor.
A tovabbiakban a (11.14) Leontief-féle dinamikus differencialegyenletes input-output modell
tulajdonsagait illusztraljuk két szektorbol allo gazdasag esetén, azaz amikor n=2.
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11.1 Kétszektoros Leontief-féle dinamikus modell vizsgalata

Ha a gazdasag mindossze kétszektoros, akkor a (11.5) alak Leontief-féle input-output modell
kovetkezo, két egyenletbdl allo, allando egyiitthatdju differencidlegyenlet-rendszerbe megy
at:

dx dx
x1:an'x1+alz'x2+b11d_l+b1272+y1(t)’
! t (11.18)
dx, dx,
x2:a21~xl+a22~x2+b215+b22?+y2(t)
melynek (11.14) normal alakja
dx, |
T t
dt | g (1-4)| " |-B" 1O ol
& Xy yz(t)
dt |
A= ap alzj;B:(bn blz)
a4y by, by
A (11.18) inhomogén DER-hez tartozé
&
dt |_p.(1-4)| " 11.19
d (1~ 4) N (11.19)
dt

homogén DER karakterisztikus egyenlete
det[B™(1-4)-A-1]=0,
melyet a kdvetkezOképpen irunk at:
det|B' (- A)-A-1|=det|B™ -(1- 4- AB)|=det B~ -det(I - 4- AB)=0. (11.20)

Mivel (11.7) szerint det B # 0, det B~ # 0, ezért det B~ # 0-val osztva (11.20)-bdl kapjuk,
hogy

det[7 - 4-AB]=0, (11.21)
azaz
et|:1_‘111 —Ab,  —a,—Ab, }:0_ (11.22)
—ay —Ab,  1-ay, —Aby,
Ha kifejtjiik a (11.12) egyenletet, akkor a
(b” b, =by, b,, )/12 - [(1 —day )bzz + (1 —dy )bll tay, by +a, blz];i + (11.23)

+[(1_a11)(1_azz)_alz a21]=0 5
azaz a
al+bl+c=0

masodrendii algebrai egyenletet kapjuk.
A (11.23) egyenlet diszkriminansa
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A=b*—4ac= [(1 —ay )bzz + (1 —dy )bn +apb, +ay by, ]2 -
—4- (bnblz —b,by, )[(1 —ay )(1 —dy )_ apay 1=
= [(l —day )bzz - (1 —dy )bll +apb, —ay b, ]2 + (11.24)
+ 4[(1 -a, )b22a21b12 + (l -a,, )b”alzb21 +
+bybyapay, +by,by, (1 —ay )(1 —dy )]
és a (11.10) feltétel itt azt jelenti, hogy

1—
det(I—A):det[ a““ li’z j:(l—an)(l—an)—alzazl¢O . (11.25)
21 22
Mivel
_ 1 l-a a
(1-4)" = ( : ‘Zj, (11.26)
(l_all)(l_a22)_a12a21 a ay

ahol 0<a, <1 és (11.13) alapjan (1 - A)fl minden eleme pozitiv, ezért

1-a,>0, 1-a,>0, a,>0, a,>0, (1-a,)(1-a,)-a,a, >0. (11.27)
Tovabba (11.27), 0<b, <1 és det B =b,b,, —b,b, #0 alapjan (11.24)-bdl kivetkezik,
hogy

A>0 . (11.28)

Ez azt jelenti, hogy a (11.23) masodfoku algebrai egyenletnek két kiilonb6zo valdés megoldasa
van
A = [(1 —ay )bzz + (1 —dy ) by, +apb, +ay b, ]i VA (11.29)
1,2 . .
2 (bnbzz - b12b21 )
Konnyti észrevenni, hogy (11.23)-ban A egyiitthatoja negativ, a konstans tag viszont pozitiv.
Ha

bllb22 - b12b21 >0, (11.30)

akkor (11.23)-ban A egyiitthatojanak abszolat értéke nagyobb, mint JA , és igya(11.23)
egyenlet mindkét (11.24) alaku gydke pozitiv
A, >0,4,>0. (11.31)
Ha
b,,by,, —b,b,, <0, (11.32)

akkor VA nagyobb, mint A egyiitthatojanak abszolut értéke, és igy (11.23) egyik (11.24)
alaku gyoke pozitiv, a masik negativ lesz:

A,>0,4,<0. (11.33)

Tehat tudjuk, hogy
A, >0, A, >0,ha b b,, —b,b,, >0, (11.34)
A, >0, A4, <0,ha b,b,, —b,b,, <0 . (11.35)

A 6.36 formuldkbol ismeretes, hogy a (11.18) inhomogén DER altalanos megoldasa a
megfeleld (11.19) homogén DER altalanos megoldésa és a (11.18) inhomogén DER egy
partikularis megoldasanak 0sszegeként all elo.

Keressiik eldszor a (11.19) homogén DER, vagy ekvivalens felirdsban az
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g B

_ 1
X, =a;x, +a,x, +b, ’ +

12
d dt (11.36)
dx, dx,

Xy = Ay X +apX, +by E +b,, E

DER altalanos megoldasat.
A (11.36) homogén DER 4altalanos megoldasa

t)=A e + 4, e

xl() 1 e/“ 2°€ t (1137)

xz(t)=B1 " +B,-e”

alakban all el8 valamely A4,,4, B,,B,allandokkal. A hatdrozatlan egylitthatok modszerével
hatarozzuk meg az 4,, 4, B,,B,allandokat:

dx,

x()=4-e"+4,-*

x,(t)= B -e* +B,-e™ A% _ B Ae™ + B,Ae™

= Ade™ + AN e™
(11.38)

Behelyettesitve (11.36)-ba , kapjuk hogy
Ae™ + A,e™ =a, Ae™ +a, A,e™ +
+a,Be™ +a,B,e™ +b AAe™ +b A, e +
+b,B e +b,B,e™;
Be™ +B,e™ =a, Ae™ +a, A,e™ +
+a,Be" +ay,Be™ +b, AAe" +b, A, e" +
+b,,B,Ae* +b,B,e™ .
A hatarozatlan egyiitthatok modszerét alkalmazva :
e i A = a4 +a,B +b,44 +b,B 4
e™ : 4, =a, 4, +a,,B, + b, 4,4, + b,B,4,
e B =a, A +a,B, +by,AA +b,BA
e B, =ay A, +a,,B, + b, A, A, +b,B, A,
Tehat, (11.39)-bol:
A -a, —b,A)=(a, +b,4)B,
A4,(1-a,, —b,A)=(a, +b,4,)B,

(11.39)

(11.40)

amib6l
B = A(l-a, —b“/ll)’ B, = A, -a,-b,4) (11.41)
a, +b12ﬂ,1 a, +b12j’2

ahol A4;, A, tetszélegesek.
Kozvetlen szamitasokkal adodik, hogy a (11.41) értékek kielégitik a (11.40)-bol adodod

{ B, (1 —ay, —byA, ) = (a21 +b,4, )Al
B, (1 —ay, —byA, ) = (a21 +b, 4, )Az

egyenleteket is, ha figyelembe vessziik, hogy (11.22)-bdl
(1 —a, —Ab, )(1 —a,, — Ab,, ) = (azl + Ab,, )(alz +4b,, ) (11.42)
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fgy a (11.36) homogén DER altalanos megoldasa
x,(t)= A" + A,e™’
x, ()= 4, (1-a, _bu%)eﬂlt + 4, (1-a, _bn/iz)eﬂal (11.43)
(alz +b12j’1) (alz +b12/12)
ahol A4;, A, tetszbleges allandok.
A (11.18) inhomogén DER-t abban specialis esetben vizsgaljuk mostantdl, amikor

Y (t) =c¢, =const, y, (t) =c, = const (11.44)

azaz a zavarofiiggvény allando.
Keressiik ekkor a (11.18)-bol ad6do

dx;
r :B‘(I—A){xl}—B{cl} (11.45)
L2y Xy 6
dt
DER partikularis megoldasat
x,=D,, x, =D, (11.406)

alakban, ahol D;, D, egyelére ismeretlen konstansok.
Ha (11.46)-t és derivaltjait behelyettesitjiik (11.45)-be, akkor

B (I—A){gj—B‘l tj - m, (11.47)

melybdl kdvetkezik, hogy
D
{ 1}:(1—14)_1{01] (11.48)
D, )

fgy, a (11.45) inhomogén DER altalanos megoldasat a (11.43) és (11.48) fiiggvények
Osszegeként kapjuk:
x,(t)= 4" + 4, + D,
xz(t):A1 (l_all_bllﬂl)eﬁlt . (1_a11_b11/12)eﬂqt
(alz +b12/11) (a12 +b12ﬂ'2)
ahol D;, D, (11.48)-bol adodik, 4; és A, tetszdleges allandok.
Ha egy =0 id6pontban adottak az
x,(0) és x,(0) (11.50)
kezdeti értekek, akkor 4; és A, egyértelmiien meghatarozhatdk az
x,(0)= 4, + 4, + D,
x,(0)= 4, (1 —dny _bnﬁ'l) + 4, (1 —an - bn/iz) +D, (11.51)
(alz +b12/11) (a12 +b12/12)

(11.49)

+D,

egyenletekbdl:
4 = (%,(0)-D)) &, = (x,(0)- D,)
&- 9 11.52
L 50)-D)=(5(0)-D,) e (1152
i o, — o
ahol
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l—a,, —b A l-a,, —-b,A

o =—"1—"51 g =—31 "2 (11.53)
ay, +b,4 a,, + b4,
Feltehet6, hogy
A, >0¢8s A >4, (11.54)
mert (11.34), (11.35) szerint valamelyikiik pozitiv és
A #EA . (11.55)
Ekkor 4, # 0 esetén (11.49)-bdl
x,(t) = 4™ 142 gloma  Dr i =A™ 1+ f(2)], (11.56)
Al Al
ahol
A D
t)=| 22 olaA) 4 L o 11.57
/@) ( " n (11.57)
és
lim £() =
Ha ¢, # 0, akkor (11.49) masodik egyenletébdl
x,(t)= Aae ﬂ'{n LAY +&e%'} = doe™ 1+ g(t)], (11.58)
Alal Alal
ahol
(t)— el g D i (11.59)
Alal Alal
és
limg(t)=0 .
t—>o0
gy
4™l
lim 520 g A /@] P (@) 1 (11.60)
7 X, (t = Aope” [1 + g(t)] mrla (1 + g(t)) 0(1
Az
A4, =0 (11.61)

eset akkor all fenn, ha (11.52) alapjan

(%, (0)_D1 )052 _(xz(o)_Dz): 0 (11.62)
A (11.52) egyenl6ség az (xl,x2 )-sik vagy egyetlen pontjdban (ha «, #0), vagy egy
egyenesén (ha «, = 0) teljestil.
Az o, =0 egyenldség adott A, B matrixokra (jol definialhat6 értelemben), csak kivételes

esetben fordul eld.

fgy azt kaptuk, hogy a két szektor novekedése bizonyos kivételes esetekté] eltekintve aranyos,
kiegyensulyozott. Tehat mind a két szektor ugyanolyan exponencialis rataval, tehat
aranyosan, kiegyensulyozottan ndvekszik a kezdeti értékek tobbségére.

Megjegyezziik, hogy a fenti allitas n >2 esetben is igaz (tobbszektoros input-output modell
esetén).
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12. A differenciaegyenletes dinamikus modellekrél

Az eddigi differencialegyenletes dinamikus modellekbdl mar ismert az id6tényezd szerepe. A
modellek megalkotasanal az idordl hallgatdlagosan mindig feltettiik, hogy az folytonosan
telik, valtozik.

Az 1d6 kétféle értelemben is megjelenik a kdzgazdasagi folyamatokban, éspedig relativ és
abszolut értelemben. Relativ modon akkor, amikor a folyamat két allapota kozotti &tmenethez
sziikséges 1dorol van sz, abszolut moédon pedig akkor, amikor az un. naptari idordl van szo.
Az eddidi differencialegyenletes modelleknél a relativ id6 tetszdleges valos szam lehet, az
abszolut id6 a valos szamegyenes egy intervallumat futja be.

Azonban vannak olyan kozgazdasagi folyamatok is, amikor az 1d6 folyésara a folytonossag
nem alkalmazhato.

Példaul, ha egy orszag gazdasaganak makrofolyamatait vizsgaljuk, akkor a megfigyeléseket
csak diszkrét idopontokban tessziik, hiszen csak éves statisztikai adatok allnak
rendelkezésiinkre, tovabba a beavatkozasok is diszkrét iddpontokban torténnek (pl. éves
koltségvetés elfogadasa).

A diszkrét idépontok tavolsaga elvben akarmeddig csokkenhet. Azonban vannak olyan
gazdasagi folyamatok, amelyeknél a két egymas kovetd idopont kozotti kiilonbségnek van
egy természetes, pozitiv als6 korlatja. Gondoljunk példaul bizonyos mezdgazdasagi
folyamatok modellezésére, ahol ez a kiilonbség sok esetben egy évnél rovidebb nem lehet,
hiszen pl. gabonaratas, sziiret nalunk minden évben csak egyszer van.

Az n. differenciaegyenletes modellalkotas a differencidlegyenletestdl csupan annyiban
kiilonbozik, hogy az id6 lehetséges értékei nem valds szdmok, mint eddig, hanem egy 4
pozitiv szam egész szamu tobbszordsei (1asd 12.1 abra).

*—— *— ——o—0o—0o—o— >

=0 teR =0 =1 t=ke N
12.1 &bra
Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
h=1,

vagyis az id0 lehetséges értékei a természetes szamok. Ennek az lesz a kovetkezménye, hogy
a folyamat allapothatarozoinak idobeli valtozasat nem az

2:0,00) > R (12.1)
valos valtozoés fiiggvényekkel, hanem
A:N—>R (12.2)

sorozatokkal adjuk meg:
x(0),x(1),..., x(k),... ke N . (12.3)
Tekintsiik az alabbi modellt.

12.1 Samuelson differenciaegyenletes akceleraciés modellje egy orszag
makrogazdasaganak fejlodésére

Bontsuk fel egy orszdg nemzeti jovedelmét minden évben hdrom 6sszetevore, melynek
értékeit a ¢ idépontban a kovetkezOképpen jeloljiik:

Y(¥) — teljes nemzeti jovedelem ,
C(f) — fogyasztas (aruvasarlas) , (12.4)
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1(¢) — egyéni beruhazas (tokeeszkozok, gépek vasarlasa a termelés ndvelése érdekében),
G(t) — kozponti kiaddsok (korményzati kiadasok).
Tegyiik fel, hogy ¢ tetszbleges értékei az
1,2,3,.., (12.5)

természetes szamok (egy éves statisztikai adatokkal rendelkeziink).
Ekkor fennall a kovetkezé mérleg:

Y(t)=C(t)+1(t)+G(t), =1,2,... (12.6)

A (12.6)-ban szerepldé mennyiségek nyilvanvaldéan nem fiiggetlenek egymastol.
A kozottiik 1évo osszefiiggéseket kozgazdasagi tapasztalatokbodl kiindulva Samuelson a
kovetkezOképpen irta le:

a) a C(¢) fogyasztds minden peridodusban aranyos az el6z6 periodusban produkalt Y(z-1)
teljes nemzeti jovedelemmel

Clt)=a-Y(t-1); (12.7)
ahol « aranyossagi egyiitthatd, melyet a kozgazdasagtanban fogyasztasi
hatérhajlandosagnak neveznek;

b) az I(¢) egyéni beruhdzas minden peridodusban aranyos fogyasztasnak az el6z6 periddus
fogyasztasahoz viszonyitott C(¢) - C(¢-1) novekedésével (akceleracids, vagy gyorsitasi
elv)

1(e)=p-[c(t)-cle-1)] (12.8)
ahol £ > 0aranyossagi egyiitthatd, melyet beruhazasi viszonyszamnak neveznek.;

c) a G(¢) kozponti kiadasok minden periddusban ugyanazt az értéket teszik ki, azaz
nagysaguk allando és az egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy

G(t)=1=const., =1,2, ... (12.9)
Kiindulva a (12.6) alapegyenl6ségbdl a (12.7)-(12.9) osszefiiggéseket felhasznalva az
Y(t)=a-Y(t-1)+B-[Clt)-Clt-1)]+1=
=a-Y(t-1)+B[a-Y(-1)-a Y(-2)]+1
Osszefiiggést kapjuk.

(12.10)

Algebrai atalakitasokkal (12.10)-b6l kapjuk az

Y(t)=a-(1+B8)-Y(t-1)-a-B-Y(t-2)+1, t=2,4, .. (12.11)
alakl egyenletet, amelyet a makrogazdasag Samuelson-féle akceleraciés modelljének
neveznek.
A (12.11) egyenlGség azt fejezi ki, hogyan lehet kiszamitani (,,megjosolni”) egy adott

peridodusra bruttd nemzeti jovedelmet, ha ismert a két korabbi periddusban produkalt nemzeti
jovedelem és az o fogyasztasi hatarhajlandosag, valamint a £ beruhazasi viszonyszam.

Tehat, ha (12.11) egyenléségben az

Y(1)=y, Y(2)=y, (12.12)
értékek adottak, és az

Y(3),Y(4).....Y (k),Y (k +1).... (12.13)
sorozatot tekintjiik ismeretlennek, akkor (12.11) egy egyenlet.

Ha a (12.13) sorozatot a természetes szamok halmazan értelmezett specialis fliggvénynek
tekintjiik, akkor (12.11) egy fiiggvényegyenlet, ugyanigy, mint differencidlegyenletek is.
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dY(t)

Az eltérés az, hogy az egyenletben most az ismeretlen Y (t) fliggvénynek nem a 7
t

d*Y(t)
dr?

elsd és masodrendii differencidlhanyadosai (derivaltjai), hanem az {n.

Y(¢)-Y(t—1) elsérendii differenciaja és Y(t)- Y (¢ —2) (12.14)

masodrendii differenciaja fordul eld.

Ezért (12.11)-et masodrendii differenciaegyenletnek nevezziik.

Az

Y(t)=a(1+0)Y(t-1)-af Y(-2)+1

{ ) (A -1)-afri-2) , =3,4,.. (12.15)
Y(l)=y1, Y(2)=y2

feladatot a (12.11) differenciaegyenlethez rendelt kezdetiérték problémanak nevezziik.
A (12.15) kezdetiérték-feladat megolddsan egy olyan

Y=0()=0(,y,,y,), =12,.. (12.16)

sorozatot értiink, amelyre
o(1)=y, @)=y, (12.17)
ésa @ sorozat minden r€ {1,2,3,....} esetén kielégiti a (12.11) differenciacgyenletet, azaz
O(t)=a(l+p)P(t-1)-aBd(t-2)+1. (12.18)

A (12.15) kezdetiérték-feladat megoldasa egyszertinek tlinik, hiszen y; és y, birtokaban
kiszamitjuk y;-at, y, és y; felhasznalasaval meghatarozzuk y,-et, és igy tovabb.
Azonban a helyzet nem ilyen egyszert, ha a (12.15) kezdetiérték-probléma kvalitativ
vizsgalatarol van sz6. Ezt a (12.15) Samuelson-modellel vilagitjunk meg.

Ha

=05, f=1, (12.19)
akkor a (12.11) differenciaegyenlet az
Y(t)= Y(t—l)—%Y(t—Z)H, =34, ... (12.20)
alakot 0lti,
ha
=08, f=2, (12.21)
akkor az
Y()=24-Y(t-1)-1.6-Y(t-2)+1. (12.22)

egyenletet kapjuk (lasd [1] , 120 old.)

Hatarozzuk meg a (12.13) ismeretlen sorozatot mindkét (12.20) és (12.22) egyenletbdl
ugyanazon

V=2, y~=3 (12.23)
kezdeti értékekbdl kiindulva a =12 id6pontig.
Ekkor a 12.1 tablazatban lathato eredményt kapjuk (lasd [1], 121 old.)
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t Y(7) Y()
a=05; =1 a=038; =2

1 2.00 2.00

2 3.00 3.00

3 3.00 5.00

4 2.50 8.20

5 2.00 12.68

6 1.75 18.31

7 1.75 24.66

8 1.87 30.83

9 1.99 35.68

10 2.05 37.21

11 2.05 33.22

12 2.03 21.19

12.1 tablazat

Lathatjuk, hogy mindkét esetben a nemzeti brutto jovedelem oszcillalo viselkedést mutat, de a
masodik esetben az amplitudok és az atlagos érték is nagyobbak.

A szdban forgd modellel kapcsolatban a kdvetkezd elméleti kérdések meriilnek fel.

Vajon az oszcillacio a ¢ tetszélegesen nagy értékeinél is megfigyelhetd?

A (12.11) egyenletben szerepld a, f paraméterek, illetve az y;, y, kezdeti adatok tetsz6leges
értékeinél fellép-e a fenti két konkrét esetben megfigyelt oszcillacid?

Amikor majd megtanultuk a differenciaegyenletek elméletébdl, hogyan kell ezekre a
kérdésekre matematikai modszerekkel megadni a valaszt, a kovetkezot fogjuk tudni

bebizonyitani:
Ha
a=0.5¢s =1, (12.24)
akkor a brutt6 nemzeti jovedelem végig oszcillalé marad, az oszcillacié csillapodik és
limY()=2 . (12.25)

=00

Ekkor azt mondjuk, hogy a gazdasag stabilis.
Ha viszont

a=0.8¢ =2, (12.26)
akkor az oszcillacio mértéke egyre n6 €s a gazdasag instabilis, ami nagyon nem-kivanatos.
Azt is fogjuk latni, hogy « és £ bizonyos értékeinél a megoldas nem-oszcillalo.

Teljes ismerettel fogunk rendelkezni és valaszt tudunk adni arra a kérdésre, hogy az «,

konstansok tetszoleges valasztasa mellett hogyan viselkedik a (12.11) differenciaecgyenlet
megoldasa.

Ez az ismeret kiilonosen fontos a makrogazdasagi folyamatok iranyitoinak, akik az o,
paraméterek befolyasolasaval a nemzeti jovedelem alakuldsdban egy adott tendenciat
szeretnének biztositani.
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13. A Differenciaegyenletek alaptulajdonsagai
A Samuelson-féle akceleracios gazdasagi modell a (12.11) alak
Y()=a-(1+B)-Y(t-1)-a-B-(t-2)+1, =3,4,... (13.1)

masodrendli konstans egylitthatos linearis differenciaegyenlethez vezet.
Definicié (n-ed rendii differenciaegyenlet):

Az
y(t)=F(t,y(t=1),p(t=2),...,y(t=n)), t=n+1, n+2,... 1<ne N (13.2)
alaku, vagy a vele ekvivalens
y(e+n)=F(t,y() y(t+1),...,y(t+n-1)), t=12,... 1<neN (13.3)
alaku egyenletet n-ed rendii differenciaegyenletnek nevezziik, ha az
F:NxR" —R (13.4)
fliggvény adott.

Definicié (n-ed rendii differenciaegyenlethez rendelt kezdetiérték-feladat)
Ha a (13.3) n-ed rendii differenciaegyenlet teljesiilésén kiviil a keresett

y(r+1),y(n+2),y(n+3),... (13.5)
sorozattol megkoveteljiik az
y(D)=y,02)=y, 5 0n)=y, (13.6)

un. kezdeti feltételeket is, akkor a (13.3) differenciaegyenletre vonatkozo kezdetiérték -
problémaral beszéliink:

{y(t+n):F(t,y(t),y(t+1),...,y(t+n—1))), t=1.2,...

13.7
V1) =31, 9(2) = 3 0o r()= 3, (137

13.1 Kezdetiérték-feladat megoldasanak létezése és egyértelmiisége
Mint ahogyan a 2. fejezet 2.2 alfejezetében mar belattuk, a differencidlegyenletek
elméletének egyik alaptétele a kezdetiérték-probléma megoldasanak 1étezését és
egyértelmiiségét biztositd egzisztenci és unicitastétel.

A differenciaegyenletek esetén ez a tétel joval egyszeriibben fogalmazhat6 és bizonyithato.
Tegyiik fel, hogy

1<neN,DeR",F:NXD—->R,1<ke N (13.8)

adottak és tekintsiik az

y(t+n)=F(t,y(t),y(t+l),...,y(t+n—l))), t=12,... 13.9
AR AN 1)
n-ed rendi differenciaegyenlethez a
t=k (13.10)
kezdeti id6éponthoz, és a tetszélegesen rogzitett
(»5...,v,)e D (13.11)

ponthoz tartozo kezdetiérték problémat.
( A (13.7) kezdetiérték-feladatban a (13.10) kezdeti idopontban k=1 volt. )
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Tetel (differenciaegyenlethez tartozo kezdetiérték-feladat megolddasdanak egzisztencidja és
unicitasa)
1. Ha barmely

(x,%),..,x,)ED és t>k (13.12)
esetén
(xz,x3,...,xn,F(t,xl,xz,...,xn))e D, (13.13)
akkor a (13.9) kezdetiérték problémdanak pontosan egy megoldadsa létezik a
kk+Lk+2,...k+n—-Lk+nk+n+1,... (13.14)
halmazon.
2. Tovabba, ha (13.12), (13.13) teljesiil, és ha barmely
t (2<t<k) (13.15)
értékére tetszéleges (x,,X,,...,x, )€ D ponthoz létezik egy és csakis egy olyan z€ R, hogy

(z,xl,xz,...,xn_l)e D és F(t—l,z,xl,xz,...,xn_l): X (13.16)

akkor a (13.9) kezdetiérték probléemanak pontosan egy megoldasa létezik az
1,2,3,... halmazon.

Bizonyitas (lasd [1], 122.0ld.)

A (13.12), (13.13) feltételek biztositjak, hogy ha ismerjiik a megoldassorozat n egymas utani
elemét, akkor a megoldassorozat ezeket kovetd elemét is ki tudjuk szamitani. Ezek utan teljes
indukcioval bizonyithat6 az allitas.

A (13.15), (13.16) feltétel biztositja, hogy ha ismerjiik a megoldassorozat n egymas utani
elemét, és ezek kozil az els6 még nem (1), akkor meg tudjuk hatarozni a megoldassorozat
ezen elemei eldtt allo elemét.

A bizonyitast ezek utdn ismét a teljes indukcid modszerével lehet teljessé tenni.

13.2 Elsérendii linearis differenciaegyenlet
A linearis elsérendi differenciaegyenlet legaltalanosabb alakja

fo(m)-y(m+l)+ fl(m)y(m)= g(m), m=12,..., (13.17)
ahol

lelm)l, A m)i_ A (m)E (13.18)

adott valos sorozatok.
A (13.17) egyenletet inhomogén differenciaegyenletnek szokas nevezni, az

Som)y(m+1)+ £,(m)y(m)=0 (13.19)

egyenletet pedig a hozza tartozo homogén differenciaegyenletnek nevezziik.

A 13.1 szakaszban bizonyitott egzisztencia és unicitastételbdl kozvetlentil kapjuk a kdvetkezd
allitast.

Tétel (elsorendii linearis differenciaegyenlet megoldasanak létezése és unicitisa)

Ha fo(m);ﬁ 0, fl(m);é 0, m=1,2, ..., akkor tetszoleges y, € R és ke N esetén az

{fo(M)-y(m +1)+ £,(m)- y(m) = g(m)
y(k)= B2

kezdetiérték-feladatnak pontosan egy y(k), y(k+1), y(k+2),... megoldasa van, melyre
teljestil

, (13.20)
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y(k)=y, . (13.21)
A tovabbiakban bizonyitas nélkiil ismertetjiik a differenciaegyenletekkel kapcsolatos egyes
tulajdonsagokat.

Tétel (az elsérendii linearis differenciaegyenlet megoldasanak alakjarol) [1, 123. old]
Tegyiik fel, hogy fo(m);é O0,m=k,k+1,..., akkor a

{fo( m)-y (m;(llz;_fiv( m)-y(m)=0 (13.22)
homogeén kezdetiérték-feladat megolddsa
0 [ (13.23)
i=k fo(i) e ’ h |
mig az
{fo( m)-y (m+y1()1:)jj(y) y(m)=g(m) (13.24)

inhomogén esetben

y("):[ﬁ{_fﬁ() D ZKH{ 0<(>)D'i(<lz)>}’ SRk R

Tétel (az elsorendii linedris konstans egyiitthatoju differenciaegyenlet megoldasanak
alakjardl) [1, 125. old]
Az

, (13.25)

{y(k +1)=a-y(k)+gk) k=12,
y(1)= i

ahol ae R,
kezdetiéerték-feladat megoldasat az

-1
W)=+ Y gl) L =23 (13.26)

formula szolgaltatja.

Ha (13.25) differenciaegyenletben
g(k)=b=const.,

akkor (13.26)-bol kapjuk, hogy az

{y(k + 1): a- y(k)+ b
y(l) =N
kezdetiérték-feladat megoldasa

k=12,.. abeR (13.27)

J1,
y(j)=14" ntb= = s haazl . (13.28)
y,+b-(j-1), haa=1

13.1 Példa [1, 126. old] Oldjuk meg az
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{y(n+1):(n+1)-y(n)+2 -(n+1)! (13.29)
»(0)=1

kezdetiérték-problémat.

Megoldas. A (13.26) formula szerint

yin =1_0i (i+1) +i{ﬁ 1+1} 24 (k +1)=

K = f‘ (13.30)
Z '2k—n'[1+22j 1l
k=0
13.3 Differenciaegyenletek megoldasainak stabilitasa
Tekintsiik az
y(t+n)= £t v(),y(+1),... (e +n-1)) ,t=12,.. (13.31)
n-ed rendii differenciaegyenletet.
Definicio (egyensulyi pont)
Az
y=y €R (13.32)

szamot a (13.31) differenciaegyenlet egyensulyi pontjanak (egyensulyi helyzetének) nevezziik,
ha az

y(e)=y" ,t=123,... (13.33)
konstans sorozat megolddsa az egyenletnek.
Jelolje
2(O)= (3300 d?) 12123, (13.34)

a (13.31) differenciaegyenletnek azt a megoldasat, amely kielégiti az

(M= y2)=y3 ., .vln)=y, (13.35)
kezdeti feltételeket.
Definicio (stabilitas, aszimptotikus stabilitas, instabilitz'ls)
A (13.31) differenciaegyenlet egy (13.34) y( ) (y P, 3,.. ,yn) ,t=1273,...megoldasat:
a) stabilisnak nevezziik, ha barmely & > 0szdamhoz létezik olyan & = 8(g)> 0szdm, hogy ha

=<8,y =<8, [ -] <6, (13.36)

akkor
‘y (z‘,y1 3 Vasees V) )—y(t,ylo,yg,...,y,?} <e ,t=12,.. (13.37)
b) aszimptotikusan stabilisnak nevezziik, ha stabilis, és létezik olyan 6 > 0 szam, hogy ha
=w|<8. |y =<8, -0 <6, (13.38)

akkor

lim‘y(t’yl’yz""’yn)_y(t’yloayg’"-’yy?X =0,

t—oo

¢) instabilisnak nevezziik, ha nem stabilis.
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Amint latjuk, a stabilitas definicioja a kovetkezdt mondja: egy megoldas stabilis, ha
tetszéleges masik megoldas ,,0rokre” tetszdlegesen kézel marad hozza, feltéve, hogy a
kiindulasi idopontban hozz4 elegendden kozeli allapotbol indul.
Ha ezen kiviil aszimptotikusan stabilis is a megoldas, akkor még az is teljesiil, hogy a két
megoldas kozatti eltérés nulldhoz tart (az id6 novekedésével ,,elhal”, , lecseng”).
Tétel (a konstans egyiitthatos elsorendii linearis differenciaegyenlet megoldasanak
stabilitdasarol)
Az

ylk+1)=a-y(k)+g(k) ,k=12,. ,aeR (13.39)
konstans egyiitthatos egyenlet tetszoleges megoldasa
a) akkor és csakis akkor stabilis, ha

la]<1; (13.40)
b) akkor és csakis akkor aszimptotikusan stabilis, ha
la] <1, (13.41)
¢) akkor és csakis akkor instabilis, ha
la] >1. (13.42)
Lathatjuk, hogy az elsdrendi linearis differenciaegyenletek stabilitasvizsgalata rendkiviil
egyszerl, még egyszerlibb, mint a differencidlegyenleteknél.

Nincs ez igy a nemlinedris egyenletek esetén, ahol bonyolult jelenségek is felléphetnek,
amilyenek elsérendii lineéris differenciaegyenletek esetében egyaltalan nem fordulhatnak eld.

13.4 Masodrendii konstans egyutthatos linearis differenciaegyenletek
Tekintstik az
ye+2)+p-yt+1)+q-y(t)=0 ,t=0,1,2,... (13.43)

masodrendll konstans egyiitthatés homogén linearis differenciaegyenletet.
A

A +p-A+g=0 (13.44)

masodfoku algebrai egyenletet a (13.43) differenciaegyenlet karakterisztikus egyenletének
nevezzik.
Nyilvanval6, hogy a karakterisztikus egyenlet gyokei:

A _—p-P -4 _
2

p_ PP,
2 V4 7

g PP =44 p [P’
) 2 R

(13.45)
1
Ismeretes, [1, 171 old.], hogy a (13.43) differenciacgyenlet 4ltalanos megoldasa
y()=c, A" +c, A" ,t=0,1.2,...., (13.46)
illetve
y(t)=(c, +c,t)A" ,t=0,1,2,.... (13.47)

alaku, ahol 4, # A, a (13.44 ) karakterisztikus egyenlet kiilonb6z6 gyokei, illetve A =A4,=4,

kétszeres gyoke (13.44)-nek, ¢,,c, € R .
A (13.46), (13.47 ) képletekbdl vilagos, hogy a megoldasok viselkedése szempontjabdl a
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(p, q) paramétersikon azokat a tartomanyokat kell megkiilonboztetni, ahol a (13.45)

karakterisztikus gyokok :
I.- valésak,

p’ z4q
¢s ezen beliil kielégitik a
A<-1,A=-1,-1<A<1,A=1,A>1
egyenldtlenségek valamelyikét.
I1. képzetesek,
p’<4q
¢s ezen beliil kielégitik a

<1,

Al=1,

A[>1,

egyenldtlenségek valamelyikét.

l. Valés karakterisztikus gyokok esete.

Eldszor is hatarozzuk meg a
A=-1,A=1,4=-1,4=1

halmazokat.
Ha A, =—1, akkor (13.45)-bdl

2-p=4p’—4qg—>p<2,

-ptq+tl=0—>p<2.
Hasonloan, ha A, =1, akkor

—2-p=yp’-4q ,p<-2
ptg+1=0 ,P<—2

és (13.44)-bol

ha A4, =-1, akkor
-ptgq+l=0 ,p=-2
illetve, ha 4, =1, akkor
pt+tq+1=0 ,p=2-2.
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(13.48)

(13.49)

(13.50)

(13.51)

(13.52)

(13.53)

(13.54)

(13.55)

(13.56)

(13.57)



0<\ <1
1 <A

A< -1
—-1<A <0

—-1<A <0
1 <A

13.1 &bra

Az vilagosan lathato (13.45)-bdl, hogy ha g-t noveljiik, akkor A, ndvekszik, 4, pedig csdkken,
ha lefelé mozdulunk el, akkor forditva A, csokken, A4, pedig novekszik. Ezt felhasznalva

keresett tartomanyokat a valos gyokok esetén konnyen meghatarozhatjuk (lasd a 13.1. abrat,
([1], 173 old.).

Il. Képzetes karakterisztikus gyokok esete.
Ekkor (13.45)-b8]

tehat

24— P
| == pj+—q4p =g (13.58)

és
A =|Al=1:9=1 . (13.59)

Nyilvanvalé, hogy y =y =0 egyensulyi helyzete a (13.43) homogén differenciaegyenletnek,
azaz

i ={or, (13.60)
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konstans (zérus) sorozat megoldasa (13.43)-nak.
Az eldbbiek alapjan kimondhatjuk a kdvetkezd allitast:
Tétel (a masodrendii homogén differenciaegyenlet egyensiilyi helyzetének aszimptotikus
stabilitasarol)
Az
y(e+2)+ p-y(t+1)+q-y(t)=0 ,t=0,1,2,... (13.61)

masodrendii konstant egyiitthatés homogén linedris differenciaegyenlet y=7y" =0 egyensulyi
helyzete akkor és csakis akkor aszimptotikusan stabilis, ha a p,q paraméterek (egyiitthatok)

kielégitik a
-p+q+1>0
p+qg+1>0 (13.62)
g<l1
egyenlotlenségek mindegyiket.
Megjegyezziik, hogy az
y(e+2)+ p-y(t+1)+q-y(t)=0 ,t=12,. (13.63)
inhomogén differenciaegyenlet dltalanos megoldasa hasonldan, mint differencialegyenletek
esetén (lasd (4.32)-t) a hozza tartozé (13.43) homogén differenciaegyenlet (13.46), (13.47)
alaku altalanos megoldésa és az inhomogén (13.63) differencia egyenlet egy j/(t) partikularis
megoldasa 6sszegeként adodik:
yia’.(t) = yhﬂ'.(t)"' JA/(Z) =oh+od+ )A’(t) ) (13.64)
illetve
ylxa'.(t) = yh.d.<t)+ j’(t) = (Cl + Czt)ﬂf + j’(t) ) (13.65)
ahol ¢,,c,e R.
Abban az esetben, ha (13.44) karakterisztikus egyenlete gyokei komplex szamok:
A =a+ib; A, =a—ib
(csak egyszeres komplex konjugalt gyokei lehetnek egy masodfoka egyenletnek), akkor
(13.46) szerint homogén differenciaegyenlet altalanos megoldasa a
y,.(t)=c(a+ib) +c,(a—ib) ,t=012,.. (13.66)

szorzattal adodik.
Ha attériink a (13.66) gyokok trigonometrikus alakjara
A, =a+ib=r(cos ¢ +isin @), A, = a—ib = r(cos p—isin @),

r:|a+ib|:\/az+b2 ,p=arg A,

ahol

akkor (13.66)-bol

v, (t)=c,r'(cos tg +isin tg)+c,r' (cos tg +isin t).
Az utdbbi kifejezésnek kiilon-kiilon a valos és képzetes része megoldasa a homogén
differenciaegyenletnek (hasonloképpen differencidlegyenletek esetén lasd a (4.23)-(4.28)
formulakat).
Ezért (13.66) komplex gyokok esetén (13.61) homogén differenciaegyenlet altaldnos
megoldasa:

Wt)=y,u()=cr'costptey'sintg ¢, € R, (13.67)

112



¢s (13.63) inhomogén differenciacgyenlet altalanos megoldasa
y(t)=y.,(t)= ¢ costp+c,r sintp+ 3(t) . (13.68)
A (13.64), (13.65), (13.68) képletekben a (13.63) inhomogén differenciaegyenlet egy

j/(t)partikuléris megoldasat, hasonléan, mint differencialegyenletek esetén (lasd a (4.40),

(4.41), (4.49), (4.50), (4.51) formulakat) a hatarozatlan egytitthatok modszerével tudjuk
meghatarozni.
Ha (13.63)-ban

g(O)=a/ (ht* +h 7 + .+ bt +1y),

akkor az inhomogén differenciaegyenlet egy partikuldris megoldasat az

o (bsts +b T . bt+ bo), ha o nem gyoke a (13.44) (13.69)
P(t)= karakterisztikus polinomnak
a't" (bt +b, 7 +..+bt+b, ), ha o m-szeres gydke a (13.44)- | (13.70)
nek

alakban keressiik, ahol a b_,b

behelyettesitéssel hatarozzuk meg.

_»---»D;, by hatarozatlan egytitthatokat (13.63) egyenletbe valod

s

13.5 Elsérendii autoném nemlinearis differenciaegyenlet stabilitasarol
Tekintsiik az

y(e+1)=F(y()),t=12,... (13.71)
un. autondm elsérendii differenciaegyenletet, ahol F': R — R adott fiiggvény. Az ,,autoném”

sz0 azt jelenti, hogy a (13.71)-ben a jobb oldal explicit médon nem fiigg #-tol.
Tegyiik fel, hogy

y=y (13.72)
egyensulyi helyzete (13.71)-nek, ami azt jelenti, hogy az
v (13.73)

konstans sorozat megoldasa a (13.71)-nek. Ennek sziikséges ¢és elégséges feltétele az

v =F()") (13.74)
egyenldség teljesiilése.
Jelolje y(t, yl) a (13.71) differenciaegyenlet az

y(1)=y, (13.75)

kezdetifeltételhez tartoz6é megoldasat.

A 13.3 pontban adott stabilitasi definiciobol kovetkezik az alabbi definicio.
Definicio (egyensulyi helyzet stabilitasa, aszimptotikus stabilitasa, instabilitasa)
A (13.71) elsérendii autoném differenciaegyenlet y =y egyensulyi helyzete:

a) stabilis, ha barmely & > 0 -hoz létezik olyan & = 5(¢)>0, hogy ha

<5 (13.76)

‘yl - y*
akkor
(63 )-y<e (13.77)
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minden t=1,2,... esetén;
b) aszimptotikusan stabilis, ha stabilis, és létezik olyan o >0, hogy ha

v-y<o, (13.78)
akkor
lim] ()= 7| = 0 (13.79)

¢) instabilis, ha nem stabilis.
A stabilitas szemléltetéséhez rendkiviil hasznos az in. pokhalé diagram.
Legyen a (13.71) differenciaegyenlet megoldéasa az

v = y(1), (), (3)... (13.80)

sorozat, amelyet a kovetkezoképpen abrazolunk.

Vegyiink fel egy derékszogli koordinatarendszert a sikon, vizszintes tengelyét jelolje y, a
fliggdlegeset z.

Rajzoljuk be a szokasos modon a

z=F(y) (13.81)
grafikonjat.
Mérjiik fel a vizszintes tengelyre az eldirt y, kezdeti értéket.
Allitsunk merdlegest az ( A2 ,O) pontban vizszintes tengelyre, amely az F' fliggvény grafikonjat
az

1 F ()= (0, 1(2))
pontban metszi.

Huzzunk ebbdl a pontbdl vizszintest az y = z szdgfelezd egyenesig, a metszéspont ekkor

Ha ebbél a pontbol fiiggélegest huizunk a z = F(y) grafikonig, akkor az

(1(2). F(»(2))= (»(2).»(3))

pontot kapjuk.
Ezt az eljarast folytatva, mindkét tengelyen megkapjuk a megoldassorozatot. Ez az in.
pokhalé diagram.

114



2=y(t+1)
z=y
z=F(y)
y(2)
A4
N
y(3) \ <
\
y(4) <
y(6) > v
A4
N
y(5) <
> y=Y(1)
y(5) y(6) y4 y@) y(2) Y1

13.2 abra
A nemlinearis (13.71) alaku differenciaegyenlet egyensulyi helyzetének stabilitasat,
hasonléan mint differencidlegyenletek esetén az un. elsé kozelités (linearizalas) modszerével
vizsgalhatjuk.
Tétel (a linearizalas modszerével végzett stabilitas vizsgalat)
Tegyiik fel, hogy (13.71) differenciaegyenletben a F fiiggvény differencialhaté az y = y"
egyensiilyi pont egy kornyezetében, és F’ folytonos az y =y  pontban (tudjuk, hogy
F(y')=»".
a) Ha

F'(y)<1, (13.82)

akkor az y=7y" egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis;
b) Ha

Fy)>1, (13.83)

akkor az egyensulyi helyzet instabilis.

¢) Ha

F'(y)=1 (13.84)

akkor az egyensulyi helyzet lehet stabilis, vagy instabilis. (Az elso derivalt alapjan nem lehet
donteni stabilitasrol. Ekkor a magasabb derivaltakra is sziikség van, lasd [1,139. old])
A c) allitast egy pokhalo diagramon szemléltetjiik (Iasd 13.3, 13.4 4brakat, [1], 138 old.)
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" 2=F(y)

*

y Y

13.3 4bra (stabilis)

> Y=Y

Z=yft+1) 2=y

2=F(y)

¥ y y=yit)

13.4 abra (instabilis)
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14. Egyes differenciaegyenletes gazdasagi modellek

14.1 A banki kolcson torlesztésének modellje [1, 126. old]

Tegyiik fel, hogy felvesziink a bankban p, k6lcsont, amit idészakos (havi, vagy negyedéves,
vagy éves idoszakonként) torlesztiink. A torlesztés egy része kamat kifizetése, a masik része
a po tokét csokkenti.

Készitsiink matematikai modellt a folyamatra.

Jeldlje p(n) az n-edik fizetés utani toketartozas nagysagat. Az n-edik alkalommal befizetett
Osszeget jelolje g(n). Tegyiik fel, hogy az egy visszafizetési periddusra esdé kamatlab » %.
Ekkor az (n+1)-edik periddus elteltével, azaz az (n+1)-edik fizetés megtorténte utan a
fennmarado p(n+1) toketartozas 0sszetevodik az n-edik periddus utani p(n) toketartozasbol,

annak %(()n) egység kamatabol, csokkentve ezek 0sszegét a g(n) befizetési 6sszeggel:
p(n+1):p(n)+%(n)—g(n), (14.1)
00
vagyis
ploe1)=(1+355 ) o)), p0)=p, 142)

A (14.2) egyenlet egy (13.25) alaku linearis elsérendii konstans egyiitthatdju inhomogén
differenciaegyenlet, amelynek megoldasa a (13.26) formula szerint

n el n—k-1
p(n)=(l+ﬁj Py —;(l+ﬁj -g(k), n=12,. , (14.3)
A gyakorlatban a visszatéritési részlet allando:

gn)=T, n=12,.. . (14.4)
Ekkor a (13.28) formulat hasznalva kapjuk, hogy

(.Y Y| (100-T
p(n)_[1+100J Do KIJFIOOJ 1}[ b J (14.5)

Ha a felvett kdlcsont az adott N-edik periddus végéig kell visszatériteni, akkor nyilvan (14.5)

alapjan a
N N
r r 100-T
Il+— | p,—||1+—| -1} =0 14.6
( 100) Po K 100) M r ) (14.6)

Osszefliggésnek kell teljesiilnie.
Tehat ha eldre rogzitjiik a koleson futamidejét, akkor az egy periddusra eso részlet:

r 1
T=p,- )

100 ( FJ‘N
-1+
100

(14.7)

14.2 A kereslet-kinalat pékhaléomodellje (a piaci egyensuly)

Az 1.2 alfejezetben mar szoba keriilt egy aru piacdnak kétféle dinamikus matematikai
modellje — az (1.16) differenciaegyenletes, illetve az (1.30) differencialegyenletes.
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A piac dinamikajat a kereslet és a kinalat kolcsonhatasa hatarozza meg. A piac akkor miikodik
jol, ha a kereslet ¢s a kinalat dinamikus egyensulyban van, vagyis ha ezek kioltjak egymast, és
kialakul egy egyensulyi, vagy ahhoz kozeli ar (ez a stabilitas).

Ismeretes, hogy a kereslet és a kindlat egy szabadversenyes piacgazdasdgban az aron keresztiil
hat egymasra. Ha az &ru ara nd, akkor az irdnta mutatkozo kereslet csokken, az aru kinalata
viszont nd.

Vizsgaljuk el0szor a statikus modellt. A statikus modellben a D keresletre, S kinalatra és P
arra vonatkoz6 Osszefliggéseket (1.14)-bdl kapjuk, ha a masodik egyenletben P(#-1) helyébe
P(?)-t irunk. Tehat egy rogzitett ¢ idépontban

D=a-b-P, (14.8)
S=-c+d-P, (14.9)

ahol a, b, ¢, d pozitiv konstansok. A piac akkor van egyenstlyban, ha a kereslet €s a kinalat
megegyezik

D=S. (14.10)
Ekkor
a-b-P=—c+d-P, (14.11)
amelybdl megkapjuk az egyensulyi arat
a+c
pP=p = , 14.12
" ob+d (14.12)

¢s (14.8),(14.9)-bdl pedig megkapjuk a D, egyensulyi kereslet és S, egyensulyi kinalat

mennyiségét:

ad —bc
b+d

A (14.8), (14.9)-ben szerepld négy paraméter kozgazdasagi tartalma a kdvetkezo:

a — az artol fiiggetlen Kereslet;

b — egységnyi arndvekedés hatasara bekovetkezd keresletcsokkenés;

¢ — az artdl fiiggetlen kinalat;

d — egységnyi arnovekedés hatdsara bekovetkezd kinalatnovekedés.

Tehat, ha a piac egyenstlyban van, akkor (14.12), (14.13) teljestil.

A (P,D(S)) sikon a (14.12), (14.13) egyensulyi pontokat a (14.8), (14.9) egyenletekkel adott

egyenesek metszési pontja hatarozza meg (lasd a 14.1 abrat).

D(S)
A

D, =S, = (14.13)

Uv

14.1 abra
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Azonban a valdsagban az idedlis egyensulyi allapot mindig sériil, a piac kibillen az
egyensilyi allapotbél. Ekkor beindul egy korrekcids visszacsatolasi folyamat a kereslet-
kinalat-ar kolcsonhatasanak révén.
Az egyensulyi helyzet stabilis, ha ez a folyamat az egyensulyi allapot felé tereli a rendszert,
instabilis, ha attol egyre tavolabb juttatja.
Ezt a korrekcids folyamatot egyes kdzgazdaszok egymastol eltéré modon képzelték el.
Példaul, Marshall szerint els6sorban az S kinalat valtoztatasaval reagilnak a szereplék
a piac ingadozasara:

ha $>D , akkor a kinalat csokken,

ha S<D , akkor a kinalat nd. (14.14)
Walras szerint a piac szerepléi az arakat modositjak:

ha P<Pg , akkor az elad6 emeli az arat,

ha P>Py , akkor az elado csokkenti az arat. (14.15)
Vizsgaljuk most a kereslet-kinalat dinamikus modelljét, melyet az (1.14)-(1.15) formulak
szolgalnak.
Irjuk 4t az (1.16) egyenletet az alabbi alakban:

P(t+1)=—4-P(t)+B, t=0,1,2,... , (14.16)
ahol P(t)- a t-edik idéperiodusban kialakult aktudlis ér,

A:%>O, p=4*¢

>0. (14.17)

A (14.16) egyenlet nem mas, mint a (13.27) alaku konstans egyiitthat6ju elsérendii linearis
differenciaegyenlet, amelynek a megoldasat a (13.28) formula szerint kaphatjuk meg:

A=y e mCA oy [ B D

‘ (14.18)
d a+c| a+c
=|-=||P - + .
b d+b| d+b
A (14.18) formulabdl (14.12) figyelembevételével kapjuk, hogy
t
P(t)= (—%j P -Pl+P, =012, (14.19)

ahol P, = P(O) a kezdeti ar, P, pedig a (14.12) egyensulyi ar.
A (14.19) formuléabdl lathato, hogy a b illetve a d konstans azt mutatja, hogy a kereslet, illetve

a kinalat mennyire rugalmasan reagal az arvaltozasokra.
Ha ennek megfeleléen az

my=b, mg=d (14.20)
jeloléseket hasznaljuk, €s ezeket a konstansokat rugalmassagi egyiitthatoknak nevezziik,
akkor a (14.19) megoldas a kdvetkezo alakot olti:

t
P(z):[—ﬂj B, -P,]+P,, t=0,12,. (14.21)

Tehat ha a kereslet rugalmasabb, mint a kindlat, akkor a P(t) ar az egyensulyi ar kortil
oszcillalva, az egyensulyi arhoz tart, és ekkor a Py ar stabilis:

limP(t)= P, ,ha m, >m, , (stabilis) (14.22)
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(lasd az (1.23) formulat is).
Ha a kindlat rugalmasabb, mint a kereslet, akkor a P(t) ar oszcillal az egyensulyi ar kortil, de
az oszcillacidé amplitddoi nének, és végtelenbe tartanak, és ekkor az ar instabilis:

lim|P(t) =co , ha mg >m,, , (instabilis) (14.23)

o0

(lasd az (1.24) formulat szintén).
Végiil, ha a kereslet és a kinalat egyforman rugalmasak (mg =m,, ), akkor a P(t)

periodikusan valtozik 7=2 periddussal:

P.+(P —P.)=P ,hatp
(): E +( 0 E) o ,1a 17 paros , mg =m,, (periodikus) (14.24)
P, —(P,—P,)=2P, - P, ,hat paratlan
azaz
POV, ={R. 2P, =P, P, 2P, — P,...} (14.25)

(lasd az (1.25) formulat).

Ugyanehhez az eredményhez egy nagyon egyszerii geometriai eljarassal, (a kereslet-kinalat
un. pokhéalomodellje 4ltal) is eljutunk.

Abrazoljuk a (P,Q) koordinatarendszerben a

QO=a+b-P (14.26)
QO=-c+d-P (14.27)
egyeneseket, amelyek az (1.14)
D(t)=a-b-P(t), (14.28)
S(t+1)=—c+d-P(t) (14.29)

modellegyenletek szerint az kereslet-ar, illetve a kinalat-ar viszonyt abrazoljak.

( Qﬁ’c)(d?} L'\'d?@
5(\—\—'\—\/

Sg=Dg=Qg f-----—--- T > l
L[ >S(1)

Y T
ts@ |
\ii i . w |/ >
P(1) p. P() P, =
14.2 abra
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Induljunk ki a Py kezdeti arbol. Ez meghatarozza az S(1) kinalatot, ha figyelembe vessziik a
(14.29) egyenletet. Valoban emeljiink egy merdlegest a Py pontbdl a vizszintes tengelyre.
Akkor a merdlegesnek a Py és a II. egyenes kozotti darabjanak a hossza adja S(1) értékét
(14.29) szerint.

Mivel a
D(1)=5(1) (14.30)
egyenletnek teljesiilnie kell, a P(1) arat ugy kapjuk, hogy a II. egyenes pontjabol vizszintesen
atmegylink az I. egyenesre (D(l) =S (1)), az igy kapott pont abszcisszdja a P(1) ar. Ez
meghatarozza az S(2) kinalatot: az I. egyenes pontjabol fiiggélegesen menjiink at a II.
egyenesre.
Mivel D(2) =S (2) , ezért innen vizszintesen menjiink at az I. egyenesre, az igy kapott pont

abszcisszaja P(2), mi meghatarozza S(3)-at.

Ha ezt az eljarast folytatjuk, akkor egy ,,pokhalo-gorbét” kapunk.

Geometriailag nyilvanvalo, ha d < b, vagyis m, < m,, , akkor a kapott gorbe a (PE ,0 E)
pontra ,tekeredik” ra (az egyensuly stabilis), lasd a 14.2 abrat ([1], 131 old. ).

Ha mg >m, , akkor a kapott spiralis tdvolodik az egyensulyi ponttdl (az egyensuly instabilis),

lasd a 14.3 abrat ([1], 132 old. ).

QA

/ N\
Se=De=Q¢| . A i
o /
S >
b ! > P
P@1) Pe Po P(2) P(3)
14.3 abra

Ha mg =m,, , akkor a kapott gorbe zarddik, azaz egy téglalapot kapunk az egyensulyi pont
koriil, 1asd a 14.4 abrat([1], 132 old. ) (periodikus eset).
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/. ) \\‘

Se=D=Q¢ RS

P(1) Pe Po

14.4 abra
A szdban forg6 kereslet-kinalat piaci modell tovabb finomithato (lasd [1, 131-132 old.]).

14.3 Goodwin piacmodellje
A 14.2 alfejezetben targyalt piacmodell egyenlete a

P(t+1)=—%P(t)+aZc (14.31)
elsérendii lineéris inhomogén differenciaegyenlet volt, amelyet a
D(t)=a-b-P(t), (14.32)
S(t+1)=c+d-P(t), (14.33)
modellegyenletekbdl kaptunk a
D(t)=S(z) (14.34)

feltétel alapjan.
Javitsuk modelliinket. Tegyiik fel, hogy a kindlat ugy reagal az arak valtozasara, hogy a

(£ +1)-edik periddusra varhato P(f + 1)ar kalkulalasanal az arak alakulasaban az periddussal
kordbban tapasztalt tendenciat veszi figyelembe:

P(t+1)=P(t)+ p[P(t)- Pt -1)] (14.35)
ahol p azun. varhat6sagi egyiitthato.
Ekkor (14.33)-ba P(¢) helyébe a

P(t)=P(t)+ p-|P() = Pt = 1)|= (e + p)- plt) - p- Pt -1)
kifejezés keriil.
Modelliink ekkor (14.32), (14.33) helyett a

D(t)=a-b-Plt) (14.36)
S(t+1)=—c+d-[Pt)+p-(Pt)-P(t-1)) (14.37)
alakot 6lti. A P(¢) ar most is (14.34) feltételbé] adodik:
a-b-P(t)=—c+d-[1+p)Pt-1)-p-Pt-2)],

vagyis
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P(t)+MP(t—l)—dTpP(t—2)=cza : (14.38)

amelyet Goodwin-féle piac modellnek neveziink.
A (14.38) Osszefliggés a (13.63) tipustt masodrendii allandé egytitthatoju linearis inhomogén
differenciaegyenlet:

P(t)+p-P(t-1)+q-Pt-2)=r, (14.39)
ahol
d(1+p)  my d-p _ my cta c+a
= =S (1+p); g=—"F=-"F.p;r= = : 14.40
3 mD(+p) q=-m =T e r= m = (14.40)

A (14.39) differenciaegyenlet egyensulyi helyzete az a
P=P (14.41)

melyre a {P* }Zl konstans sorozat megoldasa (14.39)-nek.
Az egyenstlyi ar
. r c+a

P = = . (14.42)
l+p+q my+mg

A (13.62) formulébol ismeretes, hogy a (14.42) egyensulyi helyzet aszimptotikus
stabilitasanak sziikséges ¢és elégséges feltétele a

p+q+1:2$+1>0
mp
—ptq+l=1-(1+2p)25 >0 (14.43)
mp
g<1-1+75 >0
mp

egyenldtlenségek egyiittes teljesiilése.
Az elsO egyenldtlenség automatikusan teljesiil. Az utolsé két egyenlétlenségbdl allo rendszer
megoldasa a kdvetkezd .

Ha p=>0:
m o 1 (14.44)
my, 1+2p
Ha p<0:
My L e Ms o ha p>—t (14.45)
m, Yo m, 1+2p 2
Tehat (14.44), (14.45) alapjan a megoldas:
! , hap=>0
1+2p
mg . 1 1 1
—= < {mins ——; , ha-—<p<0, (14.46)
my P 1+2p 2
1 , ha,oS—l
o, 2
vagyis
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1

, hap=>0
Ms < 1+12,0 . (14.47)
Mp -—— , hap<——
o 3
Eredményiink azt mutatja, hogy a kinalatnak ez a stratégiaja lényegesen stabilizalja a piaci

egyensulyt.
A (14.32), (14.33) modellegyenletekkel alkotott modell a p =0 vélasztasnak felel meg €s
mint lattuk, akkor

Mg

—<1 (14.48)
mp
az aszimptotikus stabilités feltétele.
A legjobb a
0= —% (14.49)
valasztas a varakozasi egyiitthatora, mert ekkor a sokkal enyhébb
Ms <3 (14.50)
mD

is garantalja az aszimptotikus stabilitast (lasd a 14.5 dbrat , [1], 175 old.).

14.5 abra

14.4 Samuelson differenciaegyenletes modelljének megoldasa

A 12.1 alfejezetben egy orszdg makrogazdasaganak fejlodésére vonatkozo Samuelson-féle
differenciaegyenletes modelljét allitottuk el6 (12.11) alakban:

Y()=a(+B)Y(t-1)-aBY(-2)+1 ,t=2,34,. (14.51)
ahol Y (t) a t-edik periddus bruttd nemzeti jovedelme, & a fogyasztasi hatarhajlandosag, £

egy viszonyszam, ami a beruhdzas és a fogyasztasnovekedés aranyat fejezi ki.
Bevezetve a

y(t)=Y(t-2) (14.52)
jelolést (14.51) az
y(t+2)-a(l+B)y(t+1)+apy(t)=1 ,t=1.2,.. (14.53)

alakot olti.
Oldjuk meg (lasd [1], 167 old.) a (14.52) mésodrendii differenciaegyenletet, ha
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a=05;8=1, y()=y=2, »2)=y,=3. (14.54)
Eldszor keressiik a megfelel6 homogén differenciaegyenlet

y(e+2)—y(t+ 1)+%y(t)= 0 ,t=12,. (14.55)
megoldasat.
Ez esetben (13.44) karakterisztikus egyenlet
f-m%:o (14.56)
¢s a karakterisztikus gyokok
11 1 i
=—+i= A =———, 14.57
A=yt AR, (14.57)
Képzetes gyokok esetén a (14.55) homogén differenciaegyenlet megoldésa (13.67) szerint
y,.(t)=c,r costp+c,r'sintgp ¢ ,c,€R (14.58)
ahol
N (1Y 1 2
=== 1) +(3) ==
2 2 2 2
V4
@ =argh = " .
Tehat
yhﬂ,(z)=cl(g] cos%t+cz(g] sin% =12, . (14.59)

Mivel a (14.53) inhomogén differenciaegyenletben a jobb oldalon all6 zavaréfiiggvény
konstans

glr)=1, (14.60)

ezért (13.69) szerint a (14.53) inhomogén differenciaegyenlet partikularis megoldasanak
alakja (mivel 1=« nem karakterisztikus gyok):

¥(t)=b,. (14.61)
Behelyettesitve (14.53) kapjuk, hogy

bo—b0+%bo=1 - b =2 — F()=2. (14.62)
Tehat (13.68) alapjan az inhomogén differenciaegyenlet dltalanos megoldasa:
t t
v ()=v,,0)+3)=c V21 o7, te, V2V 7 =12, . (14.63)
- - 2 4 2 4
A (14.63) altalanos megoldasbol megkapjuk az
y1)=2 ,y(2)=3 (14.64)

kezdeti feltételt kielégitd megoldast.

125



V2 oz 2. =&

. 1 1
t=l:¢,—cos—+c,—sin=+2=2 ¢-+c-+2=2
2 2 s 2 21 N
t:2:cllcos£+czlsin£+2:3 ¢0+c,—+2=3
2 2 2 2 2

Vagyis a (14.53), (14.54) inhomogén differenciaegyenlet megoldasa
t t
(t)= —2(@] cos%t + 2(?} sin%t +2 . (14.65)

A (14.65) megoldas 6sszhangban van a 12.1 tablazatban taladlhato eredményekkel. Lathato,
hogy
limy()=2 . (14.66)

[—o0

azaz a megoldas 2 koriil oszcillalva 2-hoz tart. Ekkor a gazdasag stabilis.
Nézziik most az

a=08;4=2, y(1)=2, »(2)=3 (14.67)
esetet:
y(t+2)=2,4y(t+1)+1,6y(t)=1. (14.68)
Hasonloképpen a karakterisztikus egyenlet és gyokei:
A =244+1,6=0 — A=12+i-04, A, =12-i-04. (14.69)
A homogén egyenlet 4ltalanos megoldasa (14.58) szerint
r= |/11| =J(L2) +(0,4) =/1,6, @=argA =arctg (1)’; = arctg% (14.70)
esetén
v, (t)= cl( L6 )t -cos(t . arctg%] + cz( 1,6)1 sin(t . arctg%j . (14.71)

A (14.53), (14.67) inhomogén differenciaegyenlet partikuldris megoldasanak alakja jra
(14.61), melybdl

b,—2,4b,+1,6b,=1 — b,=5.
Vagyis a (14.53), (14.67) differenciaegyenlet altalinos megoldasa:
v ()=, )+ ()= cl( 1,6)‘cos(t : arctg%) + cz( 1,6)’sin(t : arctg%) +5. (14.72)

A (14.72) altalanos megoldasbdl konnyen megkapjuk a (14.64) kezdeti feltételt kielégitd
megoldast:

t=1 : ¢4/L6 cos(arctg%j +c,4/1,6 sin(arctgéj +5=2
%
t=2 : ¢-L6- cos(Z arctg%) +c,-1,6- sin(Z arctg%) +5=3

—c¢=¢ , ¢ =¢.

Tehat az inhomogén differenciaegyenlet keresett partikularis megoldasa

y(t) = El( 1,6) cos(t arctg%) + 52( 1,6) sin(t arctgéj +5. (14.73)
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A (14.73) megoldas is 6sszhangban van a 12.1 tdblazat masodik oszlopaval. Lathato, hogy
lim y(t)=oo ,
f—>o0

azaz a megoldas a végtelenbe tart, oszcillalva 5 koriil. Ez esetben a gazdasag instabilissa
valik és 0sszeomlik.
Nyilvanvalo, hogy léteznek olyan « és [ értékek, melyekre a megoldas (13.64) alapjan

nem oszcillalo lesz, és a gazdasag stabilisan viselkedik.
Ismervén a (13.61) alakit masodrendii differenciacgyenlet 3" =0 egyensulyi helyzete

aszimptotikus stabilitasanak sziikséges ¢s elégséges (13.62) feltételét, fel tudjuk irni a (14.53)
egyenlet

y—al=By oy’ =1 - =1 ! (14.74)
-a
egyensulyi helyzetének aszimptotikus stabilitasi feltételét.
A (14.74) egyenstlyi helyzet akkor és csak akkor aszimptotikusan stabilis, ha (13.62)
alapjan:
prg+tl=—a(l+B)+af+1=-a+1>0
—ptrg+l=a(l+p)+af+1=2aB+a+1>0 , (14.75)
l-g=1-af>0
vagyis ha
a<lésapf<l . (14.76)
Ez 6sszhangban van azzal a tapasztalatunkkal, hogy az @ = 0,5, S =1 eset aszimptotikusan
stabilis, az ¢ =0,8, [ =2 viszont instabilis.
Az is fontos kozgazdasagi szempontbdl, hogy a nemzeti jévedelem mikor oszcillal az
egyensulyi pont koriil.
Ennek a kérdésnek a megvalaszolasa is a karakterisztikus gyokokon mulik. Az egyenletnek
akkor és csakis akkor oszcillalnak a megoldasai (lasd a (13.46), (13.67) formulakat), ha A,,4,

képzetes, vagy A,,4, negativ.
Az elsé eset a

p —4q=a’(1+B) -40f <0,
vagyis az
a<4p(l+pYy (14.77)

feltétel teljestilésével kovetkezik be.
A masodik esetben

—p++p’—49<0,

p>0, ¢g>0,

vagyis

amelyb6l p =—a(l+ ) lehetetlen.

Tehat azt kaptuk, hogy a (14.53) egyenletiink minden megoldasa akkor és csakis akkor
oszcillalé, ha (14.77) teljesiil.
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14.5 Hicks akceleraciéos modellje

A 12.1 alfejezetben ismertetett Samuelson-féle akceleraciés modellben a kiindul6
kozgazdasagi axiomak a kovetkezok voltak:

Ct)=a-Y(-1), (14.79)
1(t)=B-[cl)-c(e-1)], (14.80)
Y(t)=C(t)+i(t)+G(e) , (14.81)
G(t)=1 , (14.82)

ahol Y (t) a teljes nemzeti jovedelmet, C(t) a fogyasztast, [ (t) az egyéni beruhazast, G(t)
a kozponti kiadasokat jeloli a z-edik periodusban. Az « aranyossagi egyiitthatot a
kozgazdasagtanban fogyasztasi hatarhajlandosagnak, a £ aranyossagi egyiitthatot pedig
beruhazasi viszonyszamnak nevezik.

Samuelson modelljével szemben Hicks azt tételezte fel, hogy a C(t) fogyasztas, illetve az
1 (t) egyéni beruhazas r-edik periddusbeli aktudlis értéke nem az el6z6 periddus nemzeti
jovedelmétdl, illetve fogyasztasndvekedésétdl, hanem a megeldzd n periddus ilyen adataitol
fiigg. Vagyis a nemzeti jovedelem, illetve a fogyasztas-valtozas hatdsa nem csak a kovetkezo
periédusban, hanem 7 peridduson &t érzédik (1< ne N).

Ez azt jelenti, hogy Hicks modelljében (14.79), (14.80) helyett a kovetkez6 axiomak
szerepelnek:

Ct)=aY(t-1)+a,Y(t-2)+..+aY(—n), (14.83)

I()= glc)-clt -1+ Blclt-1)-C(t-2)]+...+ BCt—n+1)-C(t—n)]  (14.84)
ahol a,,....,a, >0 , B,0,,....0,>0 és

ia,.:a , iﬁ,:l. (14.85)
i=1 i=1

Ha a (14.83), (14.84), (14.82) értékekkel felirjuk a (14.81) egyensulyi egyenletet, akkor az
Y (t) nemzeti jovedelemre egy (n + 1)-edrend1’i differenciaegyenletet kapunk (Samuelson

modelljében a (12.11) egyenlet masodrendi differenciaegyenlet volt).
Irjuk fel a Hicks-egyenletet n =2 esetén.

Ekkor
Ct)=aY(t-1)+a,Y(t-2),
1(t)= glc(e)-cle-1)]+ g,lcle-1)-Ce-2)] (14.86)

Y(t)=aY(t-1)+ a,¥ (1= 2)+ A[C()- Cle -1+ BlC(-1)- Cr-2)
alY(t—1)+052Y( “2)+ Bl Y(t-1)+a,Y(t-2)-a,Y(t-2)-a,Y(t-3)]+

+ B o Y(t-2)+ o, Y(t-3)—aY(t-3)-a,Y(t—4)]+1 '
Algebrai atalakitasokkal (14.86)-bol kapjuk az

Y(t)=a,(1+ B )Y (e -1)+ [on(1+ B) = (e - Bl (1= 2)+

+laf - —a Yt -3)-a,BY(t—4)+1 , t=456,.

alaku 4-edrendii 4lland6 egyiitthatdju differenciaegyenletet.

e
Il
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