X. Elbadas (2020. Apr. 30.)
(A) A Turing gép miikbdése

Tekintsiik az el6z6 eléaddsban példaként megadott Turing gépet és vizsgéljuk
meg néhany 1épését.

Q = {q07qlaq2aq37q4}7 F= {q4}7 Y= {Oa 1}a I'= {0717X7KB}a

0 0 1 X Y B
q | (@1, X, R) - - (g3, Y,R) —
q1 (qlvouR) (q%KL) — (ql;KR) —
q2 | (g2,0,L) - (g0, X, R) | (q2,Y,L) -
q3 - - - (an Yv7 R) (q4a Ba R)
q4 - - — - —

Kezdetben a fej qo dllapotban van és tegyiik fel hogy a szallagon a 01 sz6 van,
a fej pedig a 0-t olvassa be. Akkor a fej ¢ dllapotba keriil, 0 helyére X-et ir és
egyet jobbra lép a szallagon, igy az 1 jelhez keriil (lasd 1 Abra (a), (b)) Most
az l-est beolvasva ¢o dllapotba keriil, az 1-helyére Y-ont ir és egyet balra 1ép a
szallagon - ezéltal az X folé keriil (ldsd 1. Abra (c)).

Hogy a Turing gép miikodését attekinthetébbé tegyiik, un. folyamatos leirdst
fogunk alkalmazni: Ez azt jelenti hogy az input szallag teljes tartalm&t dbra-
zoljuk és persze a fej aktudlis dllapotat is. Tegyiik fel, hogy az input szallag a
W = T1T3...T;_1T;...T, sz0t tartalmazza, a fej pedig ¢ dllapotban az x; jel folott
all (Lésd a 2. Abrat). Tegyiik fel hogy -t megadé. tablizatban ezt latjuk:

q|.. (»Y,L)

Akkor az ott megadott tranzicié teljes hatdsat igy rogzitjiik:
L1X2...L;—-14T;...Tp - xlxg...xi,gpxi,ﬂ/le...xn
A fej ugyanis balra mozdul egyet és p dllapotba keriil, mikézben x; helyére Y € I’

szimbodlumot ir. Haszndlni fogjuk majd a F jelolést aminek a jelentése itt is: 0
vagy tobb (de véges) szdmu - 1épés utdn.

Elfogadott nyelv. Azt mondjuk hogy az M Turing gép elfogadja (akceptilja)
a w € X* sz6t, ha w-vel a szalagjdn egy qo kezdéallapotbdl indulva egy gy € F'
végallapotba keriil és ott megdll, mikozben a fej is egy ,,jobbszéls6 cellaba" keriil.
-,.jobbszélsé cella": olyan celldt jelent az input szallagon amit6l jébbra mér csak
blank (B) (azaz iires cella) van.

Folyamatos leirdst haszndlva az elfogadott szavak osszeségét vagyis az M Turing
L(M) nyelvét igy adhatjuk meg:

LM) :={w e X" | gwF agsB...B, és M megsll}



Pl. az eléz6 példdban megadott Turing gép nyelve: L(M) = {0"1" | n > 1}.
Fontos megjegyezni, hogy a TM gép amikor beolvas egy akceptdlt sz6t meg kell
alljon!

- Ha a Turing gép beolvas egy olyan w szét amit nem akceptdl akkor vagy
egy nem-elfogadé dllapotban (helyzetben) all meg, vagy végtelen ciklusba kertil
(azaz nem all meg egyéltalan, bizonyos lépések ciklikusan ismétlddnek)

Példa 1. Megmutatjuk hogy fenti példaban szereplé Turing gép elfogadja a
w = 0011 szét. Valéban:

20011 F Xqi011 F X0q111 - Xqo0Y1 - 2 X0Y1 F Xqo0Y1 - X Xq:1 V1
FXXYqlE XX@YY F XuXYY F XXqVY F XXYqY F XXYYqs
- XXYY Bq,  STOP.

A fej végallapotba (q4) és egy jobbszéld celldba keriil (elfogads dllapot) és ott
megdll - tehat a TM gép a sz6t elfogadja.

(B) A Turing gépek dltal elfogadott nyelvek

A Turing gépek altal elfogadott nyelveket rekurziven felsorolhatd nyelveknek
nevezziik. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek kozott vannak olyan L C ¥*
nyelvek is, ahol egy w € X* szénak az L nyelvhez tartozdsat nem lehet egy
algoritmussal (véges lépésben) eldonteni! -ez a nyelvosztdly a legdltaldnos-
abb nyelvosztaly amit vizsgdlni szoktak. Természetesen, az el6ztleg megis-
mert nyelvosztédly, a kornyezetfiiggetlen nyelvek osztdlya egy valédi részhal-
mazdt képezi a rekurzivan felsorolhaté nyelvek osztdlydnak. Ez utébbinak az
in. rekurziv halmazok fogalméhoz is kapcsolédnak.

Rekurziv halmazok. Egy A C U részhalmazt rekurziv halmaznak neveziink,
ha az hogy egy a € U elem az A halmazhoz tartozik mindig eldonthetd egy al-
goritmussal (véges lépésben). Azokat az L C ¥* nyelveket ahol egy w € X* sz6-
nak az L nyelvhez tartozdsa eldonthetét egy algoritmussal rekurziv nyelveknek
nevezziik. A rekurziv nyelvek tehdt nem mésok mint rekurziv széhalmazok,
pontosabban, ¥* rekurziv részhalmazai.

Példak (1) A primszdmok II halmaza az egész szdmok Z halmazanak egy
rekurziv részhalmazét alkotjak, mert az Fuklidészi algiritmussal barmely egész
szamrol véges lépésben eldonthetd hogy primszdm-e vagy sem.

(2) A racionalis szamok Q halmaza a valés szdmok R halmazanak nem rekurziv
részhalmaza mert véges lépésben egy r € R valds szdémnak csak véges sok szdm-
jegye ismerhetd meg és ez alapjan nem eldéntheté hogy r racionédlis szam-e vagy
sem.

(3) Ha egy M turing gép olyan hogy minden w € 3* széra véges lépésben megdll,
akkor az L£L(M) nyelve rekurziv nyelv - az algoritmus ami egy w € ¥* szénak
L(M)-hez tartozdsit eldonti az maga a TM gép beolvasdsi folyamata, amely



végén M vagy akceptdlé vagy nem akceptdld dllapotban &ll meg - ami alapjan
w L({M)-hez tartozdsa eldonthetd.

(4) A tanultak alapjan a kornyezetfiiggetlen nyelvek ugyancsak rekurziv nyelvek
(w akkor tartozik az L kiornyezetfiiggetlen nyelvhez, ha az L-t megadé G kornye-
zetfiiggetlen nyelvtan szabdlyai szerint elvégezhetd az S = w derivdcié. Egy
ilyen derivdcié mindig véges 1épésbol &ll -igy ez jelenti a nyelvhez tartozdst
eldontd algoritmust.)

Az el6z6 eldéaddsban mar emlitettiik hogy a Turing gépek lényegében az algo-
ritmus fogalménak a modellezésére szolgdlnak. Ha elfogadjuk azt az ,axiomé&t"
hogy minden algoritmus szarmaztathaté egy Turing géppel, akkor azt kapjuk
hogy a rekurziv nyelvek a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy valédi osztédlyét
alkotjdk.

Magyardzat: Az axiéma alapjan minden rekurziv nyelv eldallithaté egy TM
géppel (mégpedig egy olyan géppel ami minden széra megéll). Mivel a TM
gépek altal eldallitott nyelvek dsszesége nem méas mint a rekurzivan felsorolhaté
nyelvek osztdlya, a fenti tartalmazds nyilvdnvalé. Késobb igazolni fogjuk hogy
valéban létezik olyan rekurzivan felsorolhaté nyelv ami nem rekurziv.

(C) Turing gépek mint ,egész" fiiggvényeket kiszamité berendezések

Megmutatjuk hogy a Turing gépeket felfoghatjuk gy is mint ,egész" fiiggvényeket
kiszdmité berendezéseket:
Egész fiigguények alatt a szamitastechnikdban f: N¥ — N alaku parcidlis fiig-
gvényeket értiink. (az egész fliggvény itt egy hagyomdnyos elnevezés). Példdul
f(n,m) = Ink.o(n,m) egy f: N> — N alaki egész fiiggvény.
Sziikségiink lesz még a temészetes szamok un. wundris reprezentdicidjénak a fo-
galmadra:
- az i € N szdm unéris reprezentécidja a 0° sz6, konkrétan:

3 un. reprezentéciéja: 03 = 000

0 tn. reprezenticiéja: 0¥ = ¢
- ha f k-véltozés, akkor az x1,xs,..., Ty viltozoknak megfeleld értékeket 1-el
vélasztjuk el. Tehat w = 011 0%21... 0% sz6 jeloli az (iy, 42, ..., 1) € N¥ vektort.
példdul 00010100 nem mds mint a (3,1,2) € N? vektor undris reprezentacioja.

Tekintsiik most egy olyan TM gépet ahol ¥ = {0,1}, ' = {0, 1, B}. Ennek az
input szallagjara felirjuk az (i1, 42, ..., ix) vektor undris reprezentdcidjat jelentd w
sz6t, ami egy 0-bdl és 1-bol 4ll6 sorozat. Ha a Turing gép ennek hatdsdra nem
keriil ciklusba, akkor attdl fiiggetleniil hogy elfogadja-e vagy sem a w = 0“1
0%21... 0% sz6t, véges lépés utdn megall és a szallagra kiir egy 0-dkbdl és 1-
sekbdl és B-kbol (iires cellakbol) allé sorozatot, tehdat egy w’ € (0 + 1+ B)*
sz6t. Ebb8l a B-ket (vagyis az iires mezdket) elhagyva egy f(w) € (0 + 1)*
sz6t kapunk, amit az n € N szdm bindris reprezenticiéjanak tekintiink. Pl.:
10BB11B001B + 1011001 — 89 (89 a 2-es szamrendszerben 1011001). Igy



tehdt egy a TM segitségével egy f: N¥ — N parcidlis fiiggvényt allitunk elé
(azért csak parcislis fliggvény, mert azokra a (i1, 42, ...,%;) vektorokra amire a
TM gép végtelen ciklusba keriil, nem kapunk eredményt.) Nyilvdnvaléan, ha
a TM gép olyan, hogy minden sz6 beolvasdsa utdn megéll, akkor egy valédi
f: NF — N fiiggvényt kapunk.

Sajnos az eléz6 okfejtésben felhasznalt TM gép elég sajatos, hiszen itt X =
{0,1}, T = {0,1, B}. Az Ilyen TM gépet standard TM gépnek nevezzik. Igaz
viszont az aldbbi

Allitas 1. Minden TM gép ekvivalens eqy standard TM géppel.
Ebbdl az allitdsbdl és az el6z6 okfejtésbol kovetkezik az aldbbi eredmény:

Kovetkezmény 1. Minden TM géphez és k € N -szdmhoz hozzdrendelhetiink
eqy f: N¥ — N parcidlis figguényt.

Ezt még kiegészithetjiik azzal hogy:

- Ha vannak olyan szavak amire a TM gép nem dll meg, akkor ez a fiigguény
valdban csak NF egy (nemiires) részhalmazdin értelmezett. Ekkor a TM gép
nyelve "csak" rekurzivan felsorolhatd, a kapott f:NF — N figguényt pedig
parcidlisan rekurzivnak nevezzik.

- A kapott fligguény pontosan akkor valddi fligguény -azaz akkor mindeniitt értelmezett,
ha a TM gép nem keriilehet ciklusba, ami azt jelenti hogy L(M) nyelve rekurziv.
Ekkor az f fiigguényt is rekurziv fiigguénynek nevezziik.

Példak 2.: f(n) = n!, f(n) = [logan], f(n,m) = (n + m,n —m) egy, illetve
kétvaltozos rekurziv egész fiiggvények.

(D) Church tézis

Az eldbbi eredményt gy is megfogalmazhatjuk, hogy a rekurziv és parciélisan
rekurziv egész fliggvények nem mésok mint a Turing gépek &ltal eldallitott egész
fiiggvények.

Kiszamithaté fiiggvény fogalma. Egy f: NF — N egész fiiggvényt
kiszamithatdnak neveziink, ha minden f (41,42, ...,4;) értéke -amennyiben itt a
fiiggvény értelmezett- véges lépésben kiszamithatd, csak aritmetikai és logikai
miiveleteket haszndlva.

Tézis (Church): A kiszamithatd figguények osztdlya megeggyezik a parcidlisan
rekurziv fiigguények osztdlydval.

Msids megfogalmazdasban: Minden (parcidglis) kiszamithato figgvény elddl-
lithato egy Turing géppel.



Church tézise csupan egy mdsfajta megfogalmazdasa annak a posztuldtum-
nak (axiomdnak), hogy minden algoritmus szdrmaztathaté egy Turing géppel,
hiszen azt jelenti, hogy mindazok a parcidlis fiiggvények amelyek elééllithaték
egy algoritmussal, azok eldallithatok egy Turing géppel is. Church tézisének egy
masik ekvivalens formdja az alabbi:

Allitas 2. Minden TM gép ekvivalens egy ,RAM"-al.

RAM:= ,Random Acces Machine" - valéjaban egy tobb veremmel rendelkez6
idealizélt regiszter gép aminek a vermei (memoria rekeszei) korlatlan kapac-
itdstak -ezért nem ekvivalens egy veremautomatdval (aminek a verme véges)

Ezek az éllitasok (tézisek) valéjdban mind azt fejezik ki, hogy minden eljérds
(algoritmus, procedura) szimuldlhaté egy Turing géppel. A Church tézis nem
bizonyithaté, de széles korben elfogadott. A bizonyitdsnak elvi akadalya van,
nevezetesen az hogy az algoritmus vagy eljaras fogalménak nincs formalis matem-
atikai definiciéja. A fenti &llitasok egyik fontos kévetkezménye az aldbbi:

Kovetkezmény 2. Minden szubrutin végrehajthatd eqy megfeleld Turing gép-
pel.

Gyakorlaton majd megismerkediink egy Turing géppel ami azt a szubrutint
hajtja végre aminek a neve wvalddi kivonds. Ha m.n € N, akkor ezek valédi
kiilobnbségét igy definialhatjuk:

L m-—n ham>n
men = 0, kiilonben

Példdul 5 +~3=2,de 3+5=0.
(D) Eldénthet6ségi problémak

1) Elészor David Hilbert vetette fel azt a kérdést hogy hogy létezik-e olyan
P(n),n € N (a természetes szdmok halmazsin értelmezett) predikdtum hogy
sem P(n), sem T1P(n) igaz voltdt nem lehet a természetes szdmok Peano-féle
axiomarendszerébdl levezetni? K. Godel osztrék matematikus 1932-ben kon-
struktiv médon bizonyitotta hogy van ilyen P(n) allitds. Felmeriilt a kérdés,
hogy esetleg algoritmikusan nem lehet-e az ilyen allitdsok igaz vagy hamis voltét
eldonteni. A. Turing, a réla elnevezett gép segitségével egy djabb bizonyitasat
adta Godel vélaszdnak és megmutatta hogy P(n) igaz vagy hamis volta valam-
ilyen algoritmus segitségével sem dontheto el.

2) A Nagy Fermat Sejtés ami tobb szdz éven keresztiil foglalkoztatta a
matematikusokat, viszont nem eldénthetetlen kérdés. Igaz voltdt 2002-ban be is
bizonyitottdk. A sejtés az, hogy nem léteznek olyan x,y,z € Z ésn € N, n > 3
szamok, hogy az

n

:L,TL +y’n =z

egyenldség teljesiiljon.



Ma4s eldonthetelen problamak: 3) A sik lefedése bizonyos szabdlytalan
alakzatokkal (példdul romboid és darda: lasd 3. Abra) eldénthetelen probléma
(Gardner, 1967)

4) Kaotikus mozgédsokra vonatkozé problémak: peélddul az idéjérds alakuldsa
egy hétnél hosszabb idészakra eldonthetetlen. Kaotikus az a mozgds, ahol a
kezdeti feltételek nagyon kicsiny véltozdsa a végeredmény nagyfoku valtozasat
vonhatja maga utén - ilyen az id6jdras is.

5) Kolmogorov orosz matematikus igazolta hogy a naprendszer stabilitdsa egy
adott tg idépontban, legaldbbis a bolygék mozgédsat leiré mechanikai differencial-
egyenletek alapjan eldonthetetlen. Az egyenletek alapjan ugyanis a stabilitédsi
és instabilitdsi pontok siiriin helyezkednek el a fdzistérben, egy stabilitdsi pont
tetszOlegesen sziik kornyezetében van egy instabilitdsi pont is - ez egyébként
sajatossdga az un. hdrom test problémdnak, amikor hirom tomeg gravitdcios
erével hat egymdsra. A Kolmogorov féle példdban tsbb test van: a Nap és a
bolygdk: ezek mind hatnak a Fold mozgdséra.

6) Létni fogjuk hogy a Formalis Nyelvek tdrgy tobb eldénthetetlen problémat
is tartalmaz.

A témakorre vonatkozé pontos definicickat a kovetkezd el6addsban vezetjiik
majd be.



