VIII. Eléad&s (2020. Apr. 16.)

(A) Verematomata fogalma

A veremautomata kifejezésben, benne van az automata egy lényegi része, ami
meghatdrozza a mitkodését, ez az un. ,verem”. (Angol neve Stock automata
vagy Push-down automata.) Miikodését az 1. Abran lathaté modell szemlélteti.
Mint latjuk, ez egy input szalaghdl, egy mozgé fejbdl (,,véges kontroll”) és egy
veremnek nevezett tarhelybol dll. Az input szalagra a ¥ véges input dbécé
betiivel irunk, a verembe pedig a I' véges ,veremdbécé" betiiivel. A fejnek
csupdn véges sok dllapota lehet, amik a @) dllapothalmazhoz tartoznak.

A fej mozgdsat a (¢;, a, Z;) hdrmas hatdrozza meg, ahol,

e ¢; az automata aktudlis dllapota;
e a €3, delehet a = e (lires sz06) is;
e 7; a verem csticsan taldlhaté karakter.

Egy tranzicids lépés sltaldban (g;,a, Z;) — (qi,y) alakd, ahol ¢;,qx € Q, v €
I'* pedig egy veremszo.

Miikédése: Az automata g; dllapotban és Z;-vel a verem cstcsdn beolvassa az
a € XU {e} jelet, majd allapotét gx-ra valtoztatja, Z;-t a v = Z1Z5...Z, verem-
szoval helyettesiti és eggyel jobbra lép a szalagon (v dltaldban nem tartalmaz
héromnél tobb karaktert). < lehet ¢ is, ekkor a (g;,a,Z;) — (g, €) tranzi-
ci6 azt jelenti hogy az automata csupan ,torli" a verem cstcsat. Altaldban a
(¢i, @, Z;) harmas beolvasdsa utdn tobb vélasz is lehetséges. A lehetséges vélas-
zokat (tranzicickat) egy utasitdsokat tartalmazo tdblazat formdjaban szoktuk
megadni (1dsd Példa 1.).

A verem egyfajta kezdetleges memoria, amiben a kovetkezo 1épés meghataro-
zésanal mindig csak az utolsé adatt, vagyis a verem csicsa (Z;) jatszik szerepet.
Zy a verem aljdnak a szimbdéluma: a verem sohasem lehet iires - mar induldskor
rendelkeznie kell egy elemmel, ami Zj

Példa 1. Zseton automata: Nevét onnan kapta, hogy a veremédbécé betiiit
kiilonboz6 szinli zsetonok jelképezik (Kék, Zold, Piros -amiket kezddbetiiikkel
roviditiink), ezeket egy ridra "hizzuk fel", amit majd megforditunk - ez a rid
jétsza a verem szerepét. Az automatdnak csak két dllapota van: ¢ és g¢o.
Az input szalagon az automata a 0, 1, illetve a ¢ karaktert tudja beolvasni -
mitkodését az alabbi tdbldzatban adtuk meg:



Allapot | Felsd Zseton 0 1 c
tegyél b kéket
syel be c.gy ke tegyél be egy zoldet .
q1 és maradj ¢p-ben ) dj q1-b Eredj go-be
, és maradj ¢1-ben
Keék
q2 torold a verem cstcsét _ -
és maradj ¢2-ben
tegyél be egy zoldet .
q1 tegyél be egy kéket ) ) Eredj go-be
. . . és maradj ¢1-ben
ZoLd és maradj q1-ben .
- vedd ki a verem csucsat _
© és maradj ¢go-ben
tegyél be egy kéket
q1 &Y &Y tegyél be egy zoldet Eredj go-be

Piros és maradj q1-ben 0 & b
és mara -ben
q *vedd ki a verem csicsat anélkiil 10
9 _

hogy beolvasndd a kov. betiit

- Vegyiik észre, hogy az, hogy az automata mit csindl a ¢; dllapotban nem fiigg
a szint6l, vagyis a veremallapottol.

- A go allapotban vagy nem csindl semmit, vagy torli a verem cstucsét.

- A ¢ input jel hatdsdra vagy nem csindl semmit, vagy ¢; allapotbdl go-be megy.
- A * vélasz az tin. e-0s mozgdst jeloli - ez azt jelenti hogy a fej nem mozdul el
az input szallagon csak torli a verem cstuicsét.

- Mivel bizonyos mezokhoz a tdbldzatban egyetlen utasitds sem tartozik, egy
w € (04 1+ ¢)* input sz6 esetén a tranzicié akdr meg is akadhat.

Formalisan egy verem automatdt a kov. képpen adhatunk meg:
A= (szarv(sa QO7Z0aF)

ahol
@ az automata allapotainak véges halmaza,;
Y input dbécé (véges, nem iires);
I verem dbécé (véges, nem iires);
qo € Q az automata kezddallapota (Start allapota);
F C @ a végallapotok halmaza (lehet iires is!);
Zy € T a verem aljdnak a szimbéluma (a verem ,Start" szimbéluma),
a memoria kezdeti tartalmét jelenti;
0: Q x (2U{e}) xT — p(Q x ') un. tranzicids figgvény.

Fontos megjegyezni, hogy ¢ dltaldban egy tobbértékii leképzés (nem valddi
fiiggvény) - tehdt ez a modell alapvetden nondeterminisztikus. § alakja azt
mutatja hogy @ xI'* egy részhalmazaba képez le (ami lehet tires is ha a (¢;, a, Z;)
yharmas" nem szerepel 0 megaddsdban). Valgjaban § ilyen alaku:

6(qi7 a, Z) = {(QI,71)> L (q}c77k)}7

ahol 7y, ...,7, € I'" veremszavak és Z € T'.




Vegyiik észre, hogy az 1. Példdban, vagyis a ,Zseton automata" esetén 6(g;, a, Z)
vagy egyelemfi vagy (), végallapot pedig nincs kijel8lve. Formélisan ezt az au-
tomatdt igy adhatjuk meg:

A: ({Q1,q2}7{07]-ac}a{PaK,Z}a(;aqlaP,@) és

5((]1,0,K) = {(ql,KK)}a 5((]17 ]-aK) = {(qlaZK)}a 5((]1703 K) = {(QQ,K)}
6(q2707K) = {(QQ,E)},

6((]1’07 Z) = {((h,KZ)}, 6((]1, laZ) = {(thZ)}, 6(Q1,C7 Z) = {(QQaZ)}v
(g2, 1, Z) = {(g2, )},

8(q1,0, P) = {(q1, KP)}, 6(q1,1, P) = {(q1, ZP)}, 6(qn, ¢, P) = {(q2, P)},
0(q2,¢, P) = {(g2,¢)} (*utasités).

Megjegyzés 1. Ha az eredmény egyetlen pdr, akkor a halmazjelet gyakran
elhagyjuk, fgy pl. ezt frjuk: 6(q1,1,7Z) = (1, ZZ). A verem csicsa ebben az
frasmédban mindig a veremsz6 jobboldalan (befelé) van. Pl. a (g1, ZK) par
esetén a verem csuicsan Z van.

(B) A miikédés folyamatos leirdsa

- Ennek a lényege hogy a teljes inputéllapotot és teljes veremallapotot feltiin-
tetjiik - lasd a 2. Abrat: It az input szallagon a v = aw € X* szét, a veremben
pedig egy Z~ alaki szét lathatunk (Z a verem csicsa, v € I'* veremszé utolsé
karaktere pedig Zy).

Most a (¢;,a, Z) — (g;, 8) tranziciés 1épés esetén a teljes dllapotban bekovetkezett
valtozast jegyezziik le, igy most egy 1épés:

(qi7 aw, Z’Y) = (q]) ’LU,B’}/)

Ez azt jelenti hogy az automata az aw inputszébdl beolvassa az a betiit, al-
lapotat g;-16l gj-re véltoztatja, a verem csicsédn 1évé Z € I' betiit pedig egy
B € I'* veremszéval helyettesiti (pl. § = Z;...Z) és eggyel jobbra lép az input
szallagon.

Tobb 1épést is dbrazolhatunk:

(Qiaawvzv) F (ijwaﬁfy) R ((wa/vw)v

-egy ilyen jelsorozatot a tovabbiakban réviden a (g;, aw, Z7v) b (g, w',w) irds-
maoddal jeloliink.

F jelentése: 0 vagy tobb (véges) szdmu lépés utan.
Elfogadott nyelv. Az A veremautomata dltal elfogadott L(A) nyelvet két-
féleképpen is definidlhatjuk:

(1) A w € ¥* sz6 az L(A) nyelvhez tartozik, ha beolvasdsa utdn az A automata
végallapotba jit és az input szallag kiiiriil:



*
(g0, w, Zo) - (gf,€,w), ahol ¢y € F'.

(2) A w € ¥* 826 eleme az L(A) nyelvnek, ha beolvasdsa utdn mind az input

szalag, mind a verem kitiriil, vagyis:

(qo,w, Zp) - (qx, €, ), ahol g € Q barmi lehet.

Az (1) esetben elfogadott szavak Osszeségét az automata végdllapotai dltal elfo-
gadott nyelunek nevezziik, a (2) esetben kapott szavak 0sszeségét (nyelvet) pedig
az automata tres verme dltal elfogadott nyelvnek.

Példa 2.: A Zseton automata csak az iires verme altal tud szavakat elfogadni,
hiszen végsllapotainak a halmaza iires. Igazolhaté hogy £(A) = {wew® | w €
(0 4+ 1)*} -ahol w¥-el a w sz6 tiikorképét jeloltiik. PL. 011 tiikorkpe: 110.

Valgjédban a fenti két elfogaddsi lehetdség egymadssal ekvivalens, mint ahogy azt
az aldbbi tétel is mutatja:

Tétel 1.(i) Ha L C ¥* valamely A veremautomata végadllapotai dltal elfogadott
nyelv, akkor létezik egy olyan A* veremautomata, ami ugyanazt az L nyelvet az
tires verme dltal fogadja el.

(ii) Ha L C ¥* valamely M veremautomata ires verme dltal elfogadott nyelv,
akkor létezik egy olyan M™* veremautomata, ami ugyanazt az L nyelvet a végdl-
lapotai révén fogadja el.

Kovetkezmény: Az elobbi eredmény feljogosit arra, hogy a veremautomatdk
dltal elfogadott nyelvek dsszeségétl egyetlen nyelvosztalyként kezeljik (fiiggetleniil
attol, hogy ez az L nyelv az (1) vagy a (2) mdédon lett elfogadva).- Az aldabbi
tétel azt mutatja, hogy ez a nyelvosztdly nem mds, mint a kornyezetfiiggetlen
nyelvek osztélya.

Tétel 2. Az L C X* nyelv akkor és csakis akkor dllithats el eqy G =
(V,T, P,S) kirnyezetfiiggetlen nyelvtannal, ha létezik olyan M veremautomata
ami az L nyelvet elfogadja, vagyis L = L(M).

A tételt itt nem bizonyitjuk.
(C) Determinisztikus és nondeterminisztikus veremautomatdk

Azt mondjuk hogy A veremautomata determinisztikus, ha teljesiilnek az alabbi
feltételek:

(1) 6(q,a, Z) eredmény legfeljebb egyelemii halmaz lehet,

(2) Ha valamely ¢ € Q és Z € T parra a d(q,e,Z) utasitds értelmezett,
akkor minden a € ¥-ra §(q,a,Z) = (). (Ez azt jelenti, hogy nincs olyan &llapot-
veremallapot pér, amire egyszerre lehetséges e-0s és nem e-os mozgés is.)

A veremautomata nondeterminisztikus, ha fenti feltétek kozziil valamelyik nem
teljestil.



Példa 3.: A Zseton automata determinisztikus - ellenérizhetd hogy mindkét
feltételt teljesiti.

Megjegyzés 2. A veremautomata determinisztikus volta megengedi hogy J ne
minden (g, a, Z) ,, hdrmasra" legyen értelmezve - mds széval a §: @ x (X U {e}) x
I' — @ x T'* leképzés még ebben az esetben is csak egy parcidlis fiiggvény (nem

valédi fiiggvény mint a DFA-n4l).

Példa 4. Nondeterminisztikus veremautomatara

M= ({(h,QQ},{0,17},{R,B,G},5, QDZOa(Z))v ahol

1) 6(q1,0, Zo) = {(q1, BZo)} 7) 0(g2,0, B) = {(g2,¢)}
2) 0(q1,1, Zo) = {(q1,GZo)} 8) (g2, 1, G) = {(g2,¢)}
3) 0(q1,0, B) = {(q1, BB), (42,¢)} 9) 0(qu, ¢, Zo) = {(g2,¢)}
4) 5((]17 1aB) = {(qlvGB)} 10) 5((]1357 ZO) = {(q27€)}
5) 5((]1,0,G) = {(QDBG)}

6) 6((]1’ 17G) = {(QIvGG>7 <Q2a5)}

- Léathato hogy 3) és 6) tobbérték{i utasitdsok, igy M nem teljesiti az (1)
feltetelt. A (q1,Zp) par esetén értelmezve van (q1,0, Zp)-re és (q1,¢€, Zp)-re is
utasitds (az 1)-es illetve a 10)-es), tehdt M a (2) feltételt sem teljesiti.

- Nyilvanval6 hogy M csak az iires verme &ltal fogadhat el szavakat.

- Igazolhat6 hogy L(M) = {ww! | w € (0+ 1)*}.

(D) Tranziciés fa

A tranzicids fa segitségével kovethetjitk nyomon egy w € 3* szé elfogaddsét
egy M veremautomata esetén. Mivel mind az (1), mind a (2) feltétel megsértése
egy-egy eldgazdst okoz a tranzicids utvonalon, a tranziciés lépéseket a kezddél-
lapottdl indulva és lefelé haladva dbrézolva egy fa strikturdt kapunk. Ha mind-
két szabdly teljesiil, azaz ha M determinisztikus, nincs eldgazds az utvonalon,
igy minden w € ¥* sz6 esetén egy ldncot kapunk. (Nincs ellentmondds - minden
lanc maga is egy specialis fa.)

Példa 5. Mutassuk meg most hogy a Példa 4.-ben szereplé M nondeter-
minisztikus automata elfogadja a w = 001100 bindris szét és adjuk meg az
elfogadashoz tartozo tranziciés fat. Ezt az aldbbi dbra szemlélteti a kovetkezd
oldalon. Mivel a fa egyik dga akceptdld dllapotban végzédik (ge,e)-ban ami
helyesen (g2,¢,¢), ezért a w sz6t az M veremautomata az iires verme &ltal
elfogadja (akdrcsak az NFA-ndl, az nem szémit, hogy t6bbi 4g miben végzddik).
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