Automatak és Formalis Nyelvek
VII. Eldadas

Dontési algoritmusok véges automatakon

Legyen A egy véges determinisztikus vagy nondeterminisztikus automata,
akkor véges 1épésben eldonthetd, hogy egy w € >.° sz6 hozzdtartozik-e az
L(A) nyelvéhez. Ugyancsak véges 1épésben eldonthet, hogy L(A) véges-e
vagy végtelen. Igaz ugyanis az alabbi:

Tétel. (i) Egy véges n-dllapoti DFA dltal elfogadott L nyelv akkor és csakis
akkor nem tires, ha van n-nél révidebb szo amit elfogad.

(ii) L pontosan akkor végtelen, ha van olyan w elfogadott szd, aminek a
hosszdra n <| w |< 2n teljestil.

Kovetkezmény Két véges determinisztikus automata, A; és A esetén véges
lépésben eldonthetd, hogy ekvivalensek-e, azaz L(A;) = L(Az). Dontési
algoritmusokrol és ezek bonyolultsagarol a félév végén fogunk beszélni.

1. Kornyezetfiiggetlen nyelvek

1. Tekintstik a kovetkezd témat:
<Mondat>—<Alany><Allitméany >

<Alany>—<Melléknév><Foénév>
<fonév>— fiu a kovetkez6 mondatot allithatjuk el
<melléknév>— Kkicsi a sémaval "kicsi fiu alszik”

<allitmany>— alszik

Kornyezetfiiggetlen nyelvtan (CFG: Context free grammar)

- Ugy tekintjiik, hogy ez egy olyan G = (V,T, P,S) "négyes”, ahol
- V - a véltozok halmaza

- T - az un. terminalok halmaza Megjegyzés T #+ O,

- P - az un. produkcidés szabdlyok nem tires halmaza | V' és T végesek

- S € V start szimbdlum sVNT=a.
Példak:

1, G=(V,T,P,S), V= {S}, T = {a,b}

P { 5= ash Egy derivacio egy terminalokbodl all6 sorozat, vagyis egy sz6

S— ab
R S = aSb = aaSbb — a*Sb® = ... a"b"Sa" !
eloallitasa: ™ ~—— d
n+1 1épés

1



Egy w € T™ sz6 eloallitasa derivacidja: A P-beli szabalyok felhasznalasaval
S-bdl eljutunk w-be.

A G nyelvtan nyelve: a G segitségével eléallitott szavak Osszessége, jele
L(G).
2, G=(V,T,P,S) V={S,A,B}, T={a,b}

S— aB B—b
S— bA B— bS
P{ A— a B— aBB
A— aS
A— bAA
Igazolni fogjuk hogy £(G) = {w € (a + b)* | w ugyanannyi a-t és b-t tartal-
maz.

Jelolések

1, A,B,C,D,... S valtozokat jelentenek

2, a,b,c,d,... terminalokat jelentenek

3, w,v,w,x,y terminalokbdl képzett sorozatok, szavak

4, a, B,7, ... olyan sorozatok, amelyeket V' U T elemeivel képziink: mondatok Pl:aSSb

5, X,Y,7Z betiliket tartjuk fenn arra a célra, hogy ismeretlent jeloljenek fiiggetleniil attol,

hogy az véaltozdk vagy termindl. == jelentése: egy, tobb vagy 0 7 = 7 1épés utén
A— a1

A— (%) N
Az szabélyokat roviden A — aq|as| .. . |, konvencidval fogjuk

A— o,
jelolni. Példaul: a 2-es nyelvhez a kovetkezo produkcids szabalyok tartoznak

S— aB|bA
A— alaS|bAA
B— b|bS|aBB
Az L(G) nyelvet most gy frhatjuk fel: £(G) = {w e T* | S = w}
- A GG és G5 kornyezetfiiggetlen nyelvtanokat ekvivalensnek nevezziik, ha
L(G1) = L(G2)
- Az L C T* nyelvet kornyezetfiiggetlen nyelvnek nevezziik, ha eléallithato
egy G=(V,T,P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtannal.

2. Derivacios fak

Tekintsiik a kovetkez6 kérnyezetfiiggetlen nyelvtant: G = ({5, A}, {a, b}, P, S)



S— aAS|a e . o _ "
P A= SbA|SS|ba Allitsuk el6 G - segitségével a w=aabbaa szdt:

S = aAS = aAa = aSbAa = aabAa = aabbaa
Ezt a kovetkezoképpen abrazolhatjuk:

S
1

A pontos szamozdasa a kovetkezoképpen irhaté fel:

- balrél jobbra 4<8 kozos 6rokoshoz , a 3-hoz képest a 4 balra van

- felilrdl lefelé 3<5

- amig lehetséges mindig lefelé haladunk névekvd szamozassal, ha mér
nem lehetséges akkor jobbra lépiink.

Egy mondat, pl SbAa - a fa egy szintjének felel meg

- ezek a szintek egymasba metszhetnek, pl mint aAa is

- az agak végzodését, a fa legalsé szintjén a fa aljanak nevezziik - itt
meg kell kapnunk az elédllitand6 szot w=aabbaa - ez a fa ”termése” vagy
produktuma. w - eléallitasakor legalabb egy fa kell 1étezzen.



Tétel: Legyen G = (V, T, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan és o« € VUT
egy mondat. G-ben pontosan lehetséges a S == « derivacié ha létezik
olyan S gyokerl derivaciés fa aminek az egyik szintjén éppen az a mondat
talalhaté.

Konnyen belathatd, hogy barmely w € T™ sz6t a G nyelvtan segitségével
ugyanazt a derivéacids fat felhasznalva kétféleképpen is eldallithatjuk:

1)A behelyettesitésekkel balrél-jobbra haladva

ii) A behelyettesitésekkel jobbrol-balra haladva.

Példaul az el6z6 G nyelvtan esetén a w=aabaaa szot:

i) balrél-jobbra haladva: S = aAS = aSbAS = aabAS =
aabSSS = aabaSS = aabaaS = aabaaa

ii) jobbrél-balra haladva: S = @AS = ada = aSbAa =
aSbSSa = aSbSaa = aSbaaa = aabaaa

Mindkét derivaciot megkaphatjuk felhasznalva az elébbi derivacios fat,
csupan az a kiilonbség, hogy az i) esetben mindig a fa baloldaldra 1épiink
1 szinttel lejjebb, a ii) esetben pedig mindig a fa jobboldaldra lépiink egy
szinttel lejjebb. Lathatjuk, hogy altaldban hogy egy derivaciés fa segitségével
kettonél tobb eloallitas is lehetséges.

Amennyiben egy w € T™ sz6t balrdl jobbra haladva (illetve jobbrol balra
haladva) tébbféleképpen is elédllithatunk akkor ez azt jelenti, hogy a w szdt
tobb derivacids fa segitségével is eléallithatjuk. Ha az £(G) nyelv tartalmaz
ilyen tulajdonsagi w szét akkor a nyelvet és a nyelvtant is kétértelmiinek
(ambigousnak) nevezziik. Pl ilyen nyelv az L = {a"b"c™d™ | n,m > 1} U
{a"b™c"d™ | n,m > 1}.

Magyarazat: Az {a"b"c™d™ | n,m > 1} nyelv kdrnyezetfiiggetlen, igy el6alit-
hatjuk egy G k.f nyelvtannal. Hasonléan a {a™b"c"d™ | n,m > 1} nyelvet
is eléallithatjuk egy Gs k.f nyelvtannal. Az a™b"c"d™, n > 1 alaku szavak
mindkét nyelvhez hozzatartoznak, igy oket két kiilonbozo nyelvtannal, tehat
mindegyikiiket két kiilonbozo derivacios faval is el lehet allitani.

3. Kornyezetfiiggetlen nyelvek egyszertisitése

Legyen G = (V,T, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan és L(G) # &.
Azt mondjuk, hogy az X € V UT szimb6lum nem feleleges, ha 1) vagy egy
el6éllitott széban szerepld termindl; 2) vagy egy olyan véltozé ami részt vesz
egy S = aXf == w alaki deriviciéban, ahol w € T* egy s26, o és 3
pedig mondatok. Ellenkezo esetben X-et feleslegesnek nevezziik.

Megjegyzés: Az a tény, hogy X nem felesleges még nem jelenti azt, hogy
nélkiilozhetetlen valamely szo6 el6allitasahoz.



Tétell: Minden nem iires L kornyezetfiiggetlen nyelv eloallithato egy olyan
kornyezetfiiggetlen nyelvtannal amely nem tartalmasz felesleges szimbdélumokat.

Bizonyitds. Mivel L k. fiiggetlen, létezik egy olyan G = (V,T,P,S) k.
fiiggetlen nyelvtan amire £(G) = L. G-bdl a felesleges szimbodlimokat két
lépésben fogjuk kikiiszobolni.

1. Lépés. Eloszor toroljik azokat a termindlokat amelyek egyetlen w € L
szoban sem szerepelnek. Toroljiik azokat az A € V véltozokat is amelyek
esetén nem létezik valamilyen A == w derivacié (amelyek nem allitanak el6
szot, tehdt ,,medddek”) és minden olyan P-beli szabdlyt amely valamilyen
torolt terminalt vagy valtozot tartalmaz.

Igy egy G’ = (V', T, P, S) nyelvtant kapunk. Mivel £(G) # 0, legaldbb
egy S == w alaku derivaci6 biztos létezik, vagyis S-t nem torolhetiik, ezért
S e V. Igy V! # 0. Vegyiik észre hogy a tordlt szimbslumok egyetlen w
sz6 elbéllitdsdban sem vehetnek részt. (A terminélok esetén ez nyilvanvalo,
a torolt valtozok esetén pedig ha egy ilyen atalakitasban résztvennének, ak-
kor nekik maguknak is egy termindlsorozatta, vagyis egy w szova kellene
atalakulni, ami nem lehetséges.) Ez azt jelenti, hogy ezek a szimbélumok
feleslegesnek mindsiilnek, masrészt azt, hogy minden w € L sz6 megkaphaté
a felhaszndldsuk nélkiil is. Ezért £(G') = L(G) = L # (). Ez pedig csak gy
lehetséges ha T" # () és P' # (). Tehat G’ valéban egy k. fiiggetlen nyelvtan.

2. Lépés. G'-bol toroljiikk mindazokat a véltozokat és az Sket tartalmazo
P’-beli szabalyokat, amelyek S -b6l nem érheték el, vagyis azokat az A € V
clemeket amelyek nem vesznek részt egyetlen S = «Af alaki derivdciéban
sem. Igy egy G” = (V”, T, P", S) nyelvtant kapunk. Mivel S == S, ezért
S-t nem tordljik, {gy S € V7 és V7 £ (). Azt is tudjuk, hogy 7" # 0.
Vegyiik észre, hogy a torolt szimbolumok (és az oket tartalmazé szabélyok)
egyetlen S == «Af == w alaki deriviciéban sem vehetnek részt - tehdt
feleslegesek és egyetlen w sz6 el6allitasaban sem szerepelhetnek. Igy nélkiiliik
is minden w € L£(G") sz6t el tudunk allitani, ami azt jelenti hogy P~ # 0,
gy G” egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan, mi tobb, £(G") = L(G").

Osszegezve azt kapjuk hogy £(G") = L(G') = L, tehat G~ is az L nyel-
vet dllitja el6. Most mar elegendd csupdn annyit igazolnunk hogy G~ =
(V7. T', P",S) nem tartalmaz felesleges szimbdlumokat.

Azt mar megbeszéltiik hogy T’ nem tartalmaz felesleges termindlokat.
Lassuk be hogy V7 sem tartalmazhat felesleges valtozot. Valdban, legyen
X € V7 egy tetszOleges véltozd. Akkor V7 szerkesztése alapjan létezik egy
S == aXp derivacié, ahol a, € (T" U V')*, azaz



a=X1Xo..Xp, X;€(T"UV'"),1<i<kés

B=Y1Ys..Y,,, Y, € (T"UV'), 1 < j < m alakt.
Mivel X € V7 C V', ezért V' szerkesztése szerint kell 1étezzen egy X ==
v € (T')* derivacié is G'-ben, igy G-ben is. Mivel minden X; € V' és
Y,, € V' esetben ezek a valtozok T" temindaljaibol allé szavaka alakithatok,
ezért léteznek az X; = w; € (T), 1 <i<késazy; = w; € (T')",
1 < 5 < m derivaciok is. fgy véges lépésben azt kapjuk, hogy aXf =
Uiy URVW Wy Wy, = w € (T')*. (Hiszen ujuy...upvwiwy...w,, maga is egy
a T' elemeib6l képzett sz6). Tehat G-ben létezik egy

S = aXf = weT"

derivécié, ami azt jelenti hogy X nem felesleges véaltozé. Tehdt G° nem
tartalmaz felesleges szimbdélumokat. O

Tétel2: Ha L egy kornyezetfiiggetlen nyelv és L\ {¢} # &, akkor L\ {e¢}
nyelv eléallithaté egy olyan G = (V, T, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtannal,
ami nem tartalmaz

1) felesleges szimbdlumokat;

2) A = B alaku szabélyokat;

3) A = ¢ alaku szabélyokat.

Megjegyzés: A kornyezetfiiggetlen nyelvtanok egyszeriisitése soran nem az a
cél, hogy a nyelvtan ne tartalmazzon redundanciat és igy minnél kisebb és
tomorebb legyen, hanem az hogy minnél attekintetobb legyen a szabalyrendszer.
Ez két tigynevezett normalforma segitségével valdsithato meg.

Chomsky féle normalforma

Tétel3: Minden L kornyezetfiiggetlen nyelv amire € ¢ L el6éllithatd egy
olyan G kornyezetfiiggetlen nyelvtannal amely csak A = BC és A = a
alaku produkciés szabalyokat tartalmaz.

Greibach féle normalalak

Tétel3: Minden L kornyezetfiiggetlen nyelv amire € ¢ L eldéllithat6 egy
olyan G kornyezetfiiggetlen nyelvtannal, amely csak A = aa« alakd pro-
dukcids szabalyokat tartalmaz. (a € T,a € (T'UV)*).

S— AS|BS|c
Példaul G, = (V,T, P, 5) P{ A— a
B—b



egy Chomsky féle normalalakban irt nyelvtan.

S— bA|aB
Gy = (S,A,B,a,b, P,S) P{ A— bAA|aS|a
B— aBB|bS|b
egy Greibach féle normalalakban irt nyelvtan.

Feladat1 frjuk at a G nyelvtant Chomsky féle normélformaba.

Mivel tobb produkcids szabdly is van amelyik nem felel meg a Chomsky
féle normalforma definiciéjanak, pl. bAA vagy bA szabalyok sem felelnek
meg, ezért helyettesitéseket végziink. Minden olyan szabalyt helyettesitiink
egy masikkal amely a definiciénak nem felel meg (pl. D4 — AA).

S— C,A|C.B
A— CbDA|CaS|CL
B— CaDB|CbS’b
C,—a

Cb — b

Dy — AA

Dp — BB

Feladat2 Adott az alabbi kornyezetfiiggetlen nyelvtan

S— aAS|SC|DE|a
A— SbA|SS|ba
B— aB|bS|b
F— BB
G— AF

a) Kiiszoboljiik ki a nyelvtanbdl a felesleges szimb6lumokat;

b) frjuk fel az egyszeriisitett nyelvtant Greibach féle normalalakban.

Megoldas:
1. lépésben kikiiszoboljiik azokat a termindlokat amelyek nem vezetnek
sehova, lathatd, hogy C, D, E teljesen feleslegesek, igy kapjuk, hogy
S— aAS|a
A— SbA|SS|ba
B— aB|bS|b
F— BB
G— AF

2.1épésben kikiiszoboljiik a lancszabalyokat, azaz

S— aAS|a
A— SbA|SS|ba
B— aBI|bS|b



b) Greibach féle norméalalaknal minden produkeids szabdly kisbetiivel kell
kezd6djon, azaz két esetben (A— SbA|SS) is mds szabélyokkal kell helyet-
tesitentink

S— aAS|a
A— aASbA|abAlaS|aASS|ba
B aB|bS|b



