VI. Elbadas (2020. dpr. 2.)
(A) Példa az R4 és Ry, relaciékra

Tekintsiik az 1. Abran lathat6 DFA-t. Az R4 ekvivalencia osztélyai az
automata dllapotainak felelnek meg (1dsd az el6z6 V. el6addst). Ezek a,b, ¢, d, e
és f, igy ezt kapjuk.

(@): = (00)*  (b): = (00)*0
(¢): = (00)*1 (d): = (00)*01
(e): = 0*100* (f): = 0*10*1(0+1)*

Vegyiik észre, hogy a-bdl valamely végédllapotba azokkal és csak azokkal a szavakkal
juthatunk el, amelyek pontosan egy 1-est tartalmaznak. Igy az automata nyelve
L = 0*10* -ez mindig az Ry ekvivalencia egyik osztdlya. Definicié szerint,
valamely v, w € ¥*-ra

vRLw & tetszbleges z € Xesetén: (vz € L < wz € L).

Vegyiik észre hogy vz € L csak gy teljesiilhet ha v csak 0-t, vagy csak O-t és
egy drb. 1-est tartalmaz. Amennyiben v két vagy tobb 1l-est tartalmaz, akkor
minden z € Y*-ra vz ¢ L. Ezért Ry, ekvivalenciaosztélyai:

0O, := 0* (Csak 0-t vagy e-ont tartalmazé szavak),
Os = L :=0*10* (Pontosan egy drb. 1l-est tartalmazé szavak),
O3 :=0*10*1(0 + 1)* (Legaldbb két 1-est tartalmazo szavak).

Tehdt az Ry, osztélyok igy épithetdk fel az R4 osztdlyokbdl:
O1 = (a) U (b), O2 = (c) U (d) U (e), Os = ().

Ry osztilyait az automatdval ekvivalens minimélis DFA felépitéséhez fogjuk
majd felhasznalni.

(B) Myhill-Nerode tétele
Tétel 1. (Myhill-Nerode): Legyen X egy véges dbécé és L C ¥*. Akkor az

alabbi dllitdsok ekvivalensek:

(1) L egy véges det. automata nyelve;
(ii) L egy véges indexti jobbinvarians ekvivalencia valamely osztdlyainak az unidja;

(iii) Az Ry ekvivalencia véges indext.



Bizonyitds. (i)=(ii). Tegyiik fel hogy valamilyen A = (Q, %, qo, , F') véges det.
automata esetén L = L(A). Legyen F = {q1,q2,...,qx} C Q. Akkor:

_ L={we X |dqgow) =qtU{we X" | dq,w) =qg}tU..Uu{weX*|
(g0, w) = g} = Ra(q1) U Ra(g2) U ... U Ra(qx),

vagyis L elééll az R 4 ekvivalencia ¢, go, .., qx dllapotaihoz tartozoé osztdlyainak
az unidjaként. Mivel mar el6zbleg megmutattuk hogy R egy véges index{i
jobbinvaridns ekvivalencia a ¥* széhalmazon, (ii) teljesiil.

(il)=(iii). Tegyiik fel hogy (ii) teljesiil valamilyen E jobbinvaridns véges
indexti ekvivalencigra. Akkor az V. eldadds 2. Allitdsa szerint E < Ry. Ez azt
jelenti hogy R, osztilyai E osztdlyainak az unidjaként éllithatdk elé. Ezért Ry,
osztédlyainak a szdma < F osztdlyainak a szdma = véges. FEz azt jelenti hogy
Ry, is véges indexfl, tehdt (iii) teljestil.

(iii)=(1). Tegyiik fel hogy Rp-nek véges szamu osztalya van - ezeket fel-
haszndlva szerkesztiink egy A* = (Q*,%,qj,0", F*) véges det. automatdt a
kov. képpen:

Egy © € ¥* sz6 Rp-osztalydt jeloljik [z]p-el. Q* legyen Rp-osztdlyainak a
halmaza, azaz

Q* :={[z]L |z € *},

tovabba legyen ¢ = [¢]r és F* := {[z]r | = € L}. Ertelmezziik a 6*: Q* x ¥ —
Q* tranziciés fiiggvényt a kov. képpen:

8*([x]r,a): = [za]r, minden a € ¥ U {e}-ra. (%)

Ez az értelmezés helyes és egyértelm{l, mert ha [z]p = [y|p valamely z,y € ¥*
szavakra, akkor xRyyés igy xaRpya, mert Ry jobbinvaridns. De ez azt jelenti
hogy 6% ([z]r,a) = [za]L = [ya]L = 6™ ([y]L,a).
A & fiiggvény 0" kiterjesztésére n szerinti teljes indukciéval igazolhaté hogy
§*([x]p, a1...an) = [zay...a,]r, minden ay, ..., a, € LU {e}-ra. Igy minden w =
ai...a, € X* sz6 esetén L

0 ([x]p, w) = [zw]L. (xx)
Szerkesztése szerint A* = (Q*, X, g5, 0", F*) egy véges automata. Mivel §*: Q* x
¥ — @ egy fiiggvény, ezért determinisztikus. Azt alitjuk hogy L az A*
automata nyelve. Valéban, tetszbleges w € Y*széra a () Osszefiiggést fel-
hasznélva azt kapjuk hogy:

w € LIA*) & 6 ([e]p,w) € F* & [ew], € F* & [w], € F* & w e L.

Tehét L(A*) = L, és igy (1) teljesiil. O

Megjegyzés. A (iii)=-(i) implikdcié bizonyitdsa sorén haszndlt konstrukcié a
minimalizdlési eljards kiindul6 pontja, ahogy azt az aldbbi kovetkezmény is mu-
tatja.

Kovetkezmény 1. Az L C X*reguldris nyelvet elfogadé véges det. automata
mindig létezik, egy (izomorfizmustdl eltekintve) egyértelmf és nem mds mint a
fenti tétel (iii)= (i) implikdcidjanak bizonyitdsakor megkonstrudlt A* automata.



Bizonyitds. Tegyiik fel hogy az L nyelvet az M = (Q, %, qo, 9, F) véges det. au-
tomata elfogadja. Igazolni fogjuk hogy a tétel bizonyitdsa soran megkonstrudlt
A* automata allapotainak szdma kisebb vagy egyenld mint az M automata
allapotainak a szdma, vagyis | @* |<| @ |

Valéban, szerkesztés szerint | Q* |= Ry, osztilyainak a széma. Tekintsiik
most az M automata &ltal definidlt Ryq ekvivalencidt: Tudjuk hogy ennek
osztélyai M dllapotainak felelnek meg, igy | @ |= Raq osztélyainak a szdma.
Az V elbadss 1. Allitésa szerint Ry, < R, barmely az L-t eléallité véges det.
M automata esetén. Ezért R osztdlyal megkaphaték dgy mint Ry valamely
osztdlyainak az 1iniéi. De akkor:

| @ |= Rr osztalyainak a szdma < Rxq osztdlyainak a szdma =| Q |.
Tehdt A* egy minimalis dllapotszdmu L-t elfogadé véges det. automata. Mivel
A* konstrikciéja minden L reguldris nyelv esetén elvégezhetd, mindig létezik.
Az Ry, osztélyok egyértelmiiségébdl, valamint a konstrukcié egyértelmii voltabol
kiovetkezik hogy A* is egyértelm. O

Példa 1. Az 1. Abran adott véges determinisztikus automatahoz tartozé A*
minimélis automatdt amit a fenti konstrikciéval kaptunk a 2. Abra mutatja.
Mint lathaté, egy 3 dllapotii DFA-t kaptunk aminek egy végédllapota van.

(C) A minimalizslasi eljards alapelvei

Mivel az Ry, ekvivalencia megszerkesztése koriilményes és annak osztdlyai (4l-
taldban végtelen) széhalmazok, Ry, helyett annak a "lenyomatét" fogjuk megsz-
erkeszteni egy adott véges automata allapotainak a (véges) @ halmazén.

Legyen A = (Q, %, qo, 9, F) egy véges det. automata amit ”minimalizdlni"
akarunk. Allapotainak @ halmazan egy = ekvivalencidt értelmeziink a kov.
képen: p, q € Q-ra,

p = q < tetszéleges w € Y¥esetén: d(p,w) € F & &(q,w) € F. (+)

A definicié alapjén konnyen ellendrizhetd, hogy = egy reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv bindris reldcid, tehat = egy ekvivalencia @-n.

Legyen most x egy tetszoleges sz6 az Ra(p) osztalybdl, vagyis egy olyan
sz6 aminek a hatdsdra A qp-bdl a p dllapotba jut és y egy tetsz. sz6 az Ra(q)
osztalybol, azaz egy olyan sz6, aminek a hatdsdra A ¢o-bdl g-ba jut. Akkor
0(p,w) = 8(qo, zw) és 6(q,w) = 8(qo, yw), ezért a (+) dsszefiiggés egyenértékii
azzal, hogy tetszoleges w € Y-ra:

6(qo, zw) € F & 6(qo,yw) € F.

Ezt szemlélteti a 3. Abra. Ez azt jelenti hogy zw € L < yw € L, minden
w € Y-ra, azaz

zRpy (minden = € Ra(p) és y € Ra(q)-ra).



De ekkor [z]r, = [y]r. Més széval a p és ¢ dllapotokhoz vezetd szavak ugyanazon
Ry, osztélyhoz tartoznak (lasd 4. Abra). Igy a p dllapothoz tartozé Ra(p)
osztaly és a g-hoz tartozé Ra(q) osztdly is ugyanannak az Ry, sz6 osztalynak a
részhalmaza. FEzért mondhatjuk, hogy a = ekvivalencia nem mdas mint az Rp,
ekvivalencia "lenyomata" A éllapotainak a @) halmazén.
Példsul az 1. Abran lathaté automata esetén a = b, c = d = e, f = f azaz
R;, ekvivalencia O osztilydhoz az a, b dllapotok, Os-héz a c,d, e allapotok és
Os-hoz az f éllapot tartozik. Vagyis Ry osztalyainak a "lenyomatai": {a,b},
{c,d,e}, {f} - ezek lesznek az L-t el6allité minimélis automata dllapotai!
Tehat Ry, osztédlyait a = ekvivalencia osztédlyaival fogjuk helyettesiteni. Célunk
ezek meghatdrozdsa valamilyen algoritmus segitségével, majd ezekbdl felépitjiik
a minimélis automatét.

(D) A gyakorlati eljaras

A gyakorlatban a * megkilonboztetthetoségi relacict szoktuk meghatdrozni ami
= tagaddsa. (Ez nyilvan szimmetrikus és mivel a * a sohasem teljesiil, irreflexiv
is.) Az el6bbiek alapjén az r és s dllapotok megkiilonboztethetok (nem ekvi-
valensek), ha van olyan = € ¥* sz6 amire 7 - gr€Féss L2 ¢ F.

Az eljards alapelve az, hogy a végéallapotoktol haladunk ,visszafele". Egy
qr € F végéllapot és egy z ¢ F "nem végsllapot" ugyanis sohasem lehet ekvi-
valens, hiszen e hatdséra q¢-bodl g¢-be, azaz végallapotba jutunk, mig z-bél e-al
nem végdllapotba (hanem z-be). Vegyiik észre, hogy ha p,q € Q esetén

p5rSqr€F és

q=s>2¢F,
akkor p és ¢ is megkiilonboztethetok. Valéban, ekkor a w = ax szé hatdsdra
p-bdl a gy végillapotba, mig ¢-bdél nem végéllapotba jutunk. fgy &ltaldban is
igaz az, hogy ha p-bdl és ¢g-bdl ugyanazon sz6 hatdsédra olyan r illetve s allapotba
jutunk amik megkiilonboztethetéek, akkor p és ¢ is megkiilonboztethetd.

Példa 2. Az eljarast az 5. Abran szerepld véges det. automatan szemléltejiik.
Itt @ = {a,b,c,d,e, f,g,h}. A megkiilonboztethetéségi reldcié dbrazoldsara
elkészitjiik az aldbbi (asszimetrikus) tédblazatot. Ha az z dllapot sordnak és az
y allapot oszlopanak metszésénél 1év6 kockdba x-ot tesziink, ez azt jelenti hogy
az x és az y dllapot megkiilonboztethetd. Példaul a * ¢ azaz a és ¢ megkiilon-
boztethetdk, mert ¢ végallapot a-pedig nem. Az oszlopok elemein tjra és tjra
végigmegyiink mindaddig amig 1j kockdt amibe *-ot tehetiink méar nem taldlunk.
Ha a két utdélsé iterdcié eredménye megeggyezik az eljards véget ér. Ekkor az
iiresen maradt mezok a nem megkiilonbsztethetd, tehdt az ekvivalens elem-
parokat adjik meg. Igy a 6. Abrén lathaté tdbldzat alapjan azt kapjuk hogy
a=e b=h,d=f. Tehat az L = L(A) nyelvet el6dllito DFA éllapotai [a, €],
[b, R], [c], |d, f] és [g] lesznek, ezek koziil pedig [c] lesz az egyetlen végallapot. A
kapott automata a 7. Abrén lathaté.



