IX. Eldadas (2020. Apr. 23.)
(A) Reguldris és kérnyezetfiiggetlen nyelvek kapcsolata

Figyeljiik meg hogy egy tetszoleges véges determinisztikus automatét felfog-
hatunk gy, mint egy olyan (determinisztikus) veremautomatat aminek a miiko-
dése nem fiigg a verem tartalmatol - abban az értelemben hogy a miikodés sordn
a verem tartalma nem véltozik (mindig Zo) marad. Tekintsiik az 1. Abrdn
ldthat6 automatdt, amely esetén minden egyes utasitds

6(qi, a, Zo) = {(g5, Z0)}

alaki, e-os utasitds nincs értelmezve, viszont a 0 leképzés minden (g;,a) € Q@ x X
parra értelmezett (Zy vereméllapottal). Tehdt a véges automata egy specidlis
veremautéomatdnak tekinthet6. Ezért a véges det. automatédk dltal elfogadott
nyelvek egyuttal veremautomatak dltal elfogadott nyelvek is, ami az el6z6 ordn
tanultak értelmében azt jelenti hogy kornyezetfiiggetlen nyelvek. Mivel minden
reguldris nyelv elddllithaté egy véges determinisztikus automatdval, az aldbbi
eredményt kapjuk:

Kovetkezmény: Minden reguldris nyelv egyben kérnyezetfiiggetlen nyelv is,
méghozzd egy determinisztikus veremautomata nyelve.

Megjegyzés 1. Fontos megemliteni hogy a programozdsi nyelvek mind de-
terminisztikus veremautomatakkal elddllithaté nyelvek. Ezért gy tekinthetok
mint a reguldris nyelvek &dltaldnositdsai.

Vannak azonban olyan kornyezetfiiggetlen nyelvek is amelyek nem &llithaték
elé determinisztikus veremautomatdkkal. Ezért a determinisztikus és nondeter-
minisztikus veremautomatdk, a véges automatdaktdl eltéroen, nem ekvivalens
automata tipusok!

(B) Kérnyezetfiiggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

*

Tétel 1.(i) A kornyezetfiggetlen nyelvek csalddja zart a U, - és * miweletekre.
(i1) A kornyezetfiiggetlen nyelvek csalddja zdrt a homomorfizmusra és a behe-
lyettesitésre.

Biz.: Csak néhany tulajdonsdgot bizonyitunk.

(i) Lassuk be példdaul, hogy ha Ly, Ly C ¥* kérnyezetfiiggetlen nyelvek, akkor
Ly UL is az.

Valéban, ekkor léteznek olyan Gy = (V4,P1,%,S51) és Gy = (Vo, Py, X, 5)
kornyezetfiiggetlen nyelvtanok amelyekre Ly = £(G1) és Ly = L£(G2) és nyilvan-
valéan L U Ly C X%,



Tekintsiik most azt a G* = (V1 UVLU{S}, P, %, S) kérnyezetfiiggetlen nyelv-
tant amire P = PLUP,U{S — 57 | S2}. Igazolni fogjuk hogy L(G*) = L1ULs,
ez pedig azt jelenti hogy L1 U Lo egy kornyezetfiiggetlen nyelv.

Valéban, egy w € X* széra w € L(G*) pontosan akkor teljesiil, ha létezik egy
S == w derivacié a P-beli szabalyok felhasznéldsaval. De P definici6ja szerint
ez csak S = §) == w vagy S = Sy == w alakui lehet.

Az elsb esetben, az S; == w derivacié sordn csak Pj-beli szabélyokat alka-
Imazhatunk mert S; € V; és S1-bol csak Vi-beli valtozok érhetdk el derivalas-
sal. A madsodik esetben, az S == w derivaci6é sorén csak Ps-beli szabé-
lyokat hasznalhatunk mert Sy € V5 és S5-bél csak Vo-beli véltozok érhetdk
el. Ezért az 1. esetben w € L(G1), mig a 2. esetben w € L(G2). Tehdt
w € L(G1) U L(G3) = L1 U Ly. Ez azt jelenti hogy £(G*) = L1 U L.

(ii) Elég csupan azt bizonyfitani hogy ha L C ¥* egy kornyezetfiiggetlen nyelv,
s: ¥ — K pedig egy behelyettesités (ahol K a kornyezetfiiggetlen nyelvek
csalddjéat jelenti), akkor s(L) € K, ugyanis minden homomorfizmus szdrmaz-
tathato egy sajatos behelyettesitéssel ahol s(a) egy egyetlen w, sz6bdl 4116 nyelv.
Igy egy L k. fiiggetlen nyelv homomorf képe is k. fiiggetlen lesz.

A bizonyitds alapgondolatéit egy szemléltetd példan mutatjuk be:
Legyen L = {a'b’ | i > 0}, L, = {0"1" | n > 1}, L = {ww! | w € (0 +2)*} és

s(a) = Lq, S(b) = Ly.

Nyilvan s(L) € (0 + 1+ 2)* &s s(L) = {w'2’ | w € Ly, 2 € Ly, i > 0},
definici6 szerint. s(L)-t gy fogjuk pontosftani, hogy megkonstrudlunk egy G*
kornyezetfiiggetlen nyelvtant ami éppen s(L)-t allitja el6. Ebbdl nyilvdn az is
kovetkezni fog, hogy s(L) kornyezetfiiggetlen. Kénnyen beldthaté hogy:

L elééllithaté a kov. G nyelvtannal: S — aSbh | e
L, elbéllithaté a G, nyelvtannal: S, — 05,101
Ly, eldéllithaté a Gy, nyelvtannal: Sp — 05,0 | 25,2 | e

Most s(L)-t a kovetkezd k. fiiggetlen nyelvtannal adhatjuk meg.

S — 5,59, | ¢
P:{ S,—05,1]01
Sb — OSbO | 25(,2 ‘ 3
U

Megjegyzés 2. A kornyezetfiiggetlen nyelvek csalddja dltaldban nem zart a
komplementerképzésre és metszett miiveletre. Igaz viszont az aldbbi:

Allitas 1. Ha L C X* egy kornyezetfiggetlen nyelv és R C X* egy requldris
nyelv, akkor L N R is egy kornyezetfiiggetlen nyelv.

Az allitast itt nem igazoljuk. Arra szoktuk felhaszndlni hogy egy nyelvrdl meg-
mutassuk hogy nem kornyezetfiiggetlen, mint ahogy azt az aldbbi példa is mu-
tatja:



Példa 1. Legyen L = {ww | w € (a+b)*}. Igazoljuk hogy L nem kornyezetfiig-
getlen. Tekinsiik az {a*bTa"b"} reguldris nyelvet. Ha L kornyezetfiiggetlen
lenne, akkor az Allitas 1. szerint az L N {aTbtatdt} = {a'ba't! | i,j > 1}
nyelv is kornyezetfiiggetlen lenne, holott ez szerepelt a nem koérnyezetfiiggetlen
nyelvekre adott példak kozott. Tehdt L sem lehet kornyezet fiiggetlen nyelv.

(C) Bar-Hillel lemma

A kovetkez6 lemmat szintén arra szoktuk hasznédlni hogy megmutassuk hogy
egy nyelv nem lehet kornyezetfiiggetlen. A lemma azt mondja ki hogy a koérnye-
zetfiiggetlen nyelvek, a reguldris nyelvekhez hasonléan rendelkeznek egyfajta
y,pumpalhatdsigi tulajdonsdggal".

Lemma (Bar-Hillel). Legyen L egy kornyezetfiggetlen nyelv. Akkor létezik
egy olyan m € Ny (L-t6l fliggd) kiiszébszdam, gy hogy minden z € L C ¥* s20
amire | z |> n, mindig fetrhaté z = wvwzy alakban (ahol u,v,w,x,y € ¥*),
méghozza gy, hogy teljesiilnek az aldbbi feltételek.

1) vz |> 1;

2) 1 <|vwz |[< n;

3) wviwz'y € L, minden i > 0 egész szamra.

Alkalmazds: Mutassuk meg hogy az L = {a’b’c’ | i > 1} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

- Tegyiik fel hogy L kornyezetfiiggetlen és jussunk ellentmonddsra!

A fenti Lemma szerint ekkor L-re létezik egy, a fenti feltételeket teljesité n
kiiszobszdm. Tekintsiitk a z = a™b"c"™ € L sz6t (ahol n > 1). Mivel | z |= 3n >
n, ezért z = wvwzxy alakban irhatd és a z széra a B-H lemma hdrom feltételének
teljesiilnie kell. Most vizsgaljuk meg a vwax részszét:

Ez biztosan nem tartalmazhatja mind a harom betfit (lasd 2. Abra), mert ha
v csak egyetlen a-betiit és = csak egyetlen ¢ bet{it is tartalmazna, akkor mind
az n drb. b-betii ebben a részszéban lenne igy vwzx hossza legaldbb n + 2 lenne
ami ellentmond a 2) feltételnek.

Megmutatjuk hogy vwax nem tartalmazhat csak egyetlen bet{it. Valéban, ha
ez mondjuk az a betli lenne, akkor minden b és c betli az y részszéban lenne.
Mivel | vz |> 1 (Lemma 1) feltétel), ezért vz legaldbb egy a betiit tartalmaz.
De akkor a 2° = uwy széban az a betiik szdma legaldbb 1-el kisebb lenne, vagyis
legfeljebb n — 1, mig a b, illetve a ¢ betiik szdma tovabbra is n-maradna. ez
ellentmond annak, hogy a 3) feltételbe i = 0-t frva 2 = uwy € L -t kapunk!
(2 nem lehet L-ben mert nem tartalmaz ugyanannyit mindhdrom bet{ibol).
Hasonldéan bizonyitjuk azt is, hogy L nem tartalmazhat csak b betiit, vagy csak
¢ betiit.

Nyilvédnvals, hogy vwzx nem &llhat csupan a és ¢ betiikbdl, hiszen a b betiik
ezek kozott helyezkednek el a z széban. Tehdt vwax-ben vagy csak a és b beti,
vagy csak b és ¢ betil lehet. Megmutatjuk hogy mindkét eset ellentmonddshoz
vezet. Elegendd csak az elsd esetben ezt bizonyitani, mert a masodik esetben
az bizonyitds az els6vel teljesen szimmetrikus.



Tegyiik fel tehat hogy a vwzx részszéban csak a és b betit van. Akkor sziik-
ségszeriien mind az n drb. ¢ betli z-b6l az y részszéban van. A 3) feltétel szerint
2Y = wr®wa’y = uwy € L. Az elmondottak miatt z°-ban tovdbbra is n drb.
¢ betli van, azonban a | va |> 1 feltétel teljesiilése miatt, vagy az a vagy a b
bet{ibél 2%-ban legaldbb eggyel kevesebb van, vagyis legfeljebb n — 1. De ez azt
jelenti hogy 2° = wwy ¢ L, ami ellentmondds. Mivel minden leheséges része-
setben ellentmondéshoz jutunk, L-re nem alkalmazhaté a B-H lemma, igy nem

lehet kornyezetfiiggetlen nyelv. O

e Hasonléan, a Bar-Hillel lemma felhasznéldséval igazoljuk hogy az L = {a‘b’a’t’ |
1,7 > 1} nyelv nem kérnyezetfiiggetlen.

(D) Eldénthetdségi kérdések

Ezek a kérdések kornyezetfiihggetlen nyelvek esetén ugyanigy felmeriilnek mint
a reguléris nyelvek esetén és amint azt az aldbbi eredmény mutatja, a vilaszok
is hasonldak.

>

Tétel 1.(i) Létezik algoritmus annak eldontésére hogy egy L C ¥* kornyezetfiiggetlen
nyelv
(1) iires-e;
(2) véges-e
(3) végtelen-e.
(ii) Létezik algoritmus annak az eldontésére hogy egy w € X* sz6 egy adott
L C ¥* kornyezetfiiggetlen nyelvhez tartozik-e vagy sem.

A fenti tételt itt nem bizonyitjuk.

Megjegyzés 3. Altaldban ezek az algoritmusok nem polinomislis lépésszamiak,
ellenkezbleg, a lépésszamuk az adatok méretével exponencidlisan no.

Az (ii) pontbeli algoritmus gyakorlati megvalOsitdsa az tin. Lexikdlis elemzés
alapfeladata. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztélyan beliil kiilonbozéd sajatos
nyelvosztédlyokat kiilonithetiink el -ezek elemzésére kiilonb6z6 specidlis algorit-
musokat hasznédlnak, amelyek lépésszéma mar polinomidlis nagysdgrendii, pl.
lasd az irodalomban és az utélsé eléaddson az un LR(k) nyelveket.

(E) Kornyezetfiiggetlen nyelvek és veremautomatsdk alkalmazasai

(1) Mér emlitettiik hogy programozési nyelvek is kornyezetfiiggetlen nyelvek,
méghozzd determinisztikus veremautomatdakkal eldallithaté kornyezetfiiggetlen
nyelvek. Ezen az osztdlyon beliil is, ldtni fogjuk, hogy nagyon kozzel dllnak a
reguldris nyelvekhez, bér azokndl dltaldnosabbak.



(2) A mai computerek is determinisztikus veremautomatdknak tekinthetok,
béar a valésdgban az din. regiszter automatdk jozzé szoktdk besorolni dket, ame-
lyek tgy képzelheték el mint véges szamu véges veremmel rendelkezé determin-
isztikus automatdk. Igaz viszont az, hogy minden regiszter gép ekvivalens egy
veremautomatdval.

(3) Az els6, valamilyen kezdetleges memoridval rendelkezd, mechanikai szé-
moldégépek is veremautomatdk voltak- a honvédségnél alkalmaztdk Oket.

(F) Turing gépek

A fogalmat amit késébb rola neveztek el, Alain Turing vezette be 1936-ban
és nagyon nevezetes matematikai elézményei vannak. FEllentétben a veremau-
tomatakkal amelyet gyakran fizikailag is megvalésitanak, a Turing gépek valdjaban
elméleti szamitdsi modellek, az algoritmus fogalméanak a szemléltetésére és tanul-
ményozdsara szolgal.

Matematikai elézmények: D.Hilbert, aki a XX szdzad matematikai kutatd-
sainak egy meghatdrozo, programado személyisége volt, vetette fel azt a prob-
lémat, hogy létezik-e olyan a természetes szdmokra vonatkozo allitds (prediks-
tum) hogy annak sem igaz sem hamis voltdt nem lehet a természtes szamok
Peano-féle axiomarendszerébdl levezetni? K. Godel osztrdk matematikus 1932-
ben konstruktiv médon bizonyitotta hogy vannak ilyen &llitdsok. Felmeriilt
a kérdés, hogy esetleg algoritmikusan nem lehet-e az ilyen &llitdsok igaz vagy
hamis voltat eldonteni. A. Turing, a réla elnevezett gép segitségével egy ijabb
bizonyitdsdt adta Godel valaszanak és megmutatta hogy vannak olyan N feletti
P(x1,...xx) predikditumok amelyek igaz vag hamis volta algoritmikus titon sem
dontheto el.

A Modell.

Ugy lett megkonstrudlva hogy elvben egy korldtlan memorigval rendelkezé ,egysz-
erit gépet" kapjunk:

A Turing gépnek tehat

- egyetlen celldkra osztott (input) szallagja van. Ez kezdetben csak a ¥
input dbécé betiiit és blank-et (B) - vagyis iires celldt tartalmazhat. Erre a I"
in. output abécé betiiivel irhatunk. Itt X C T és B € T'.

- A fej mozoghat jobbra és balra is egy lépést a szallagon és atirhatja annak
egy cellajat. Allapotai egy véges @ halmazhoz tartoznak, aminek kotelezéen
tartalmaznia kell egy qg kezddallapotot és egy vagy tobb végallapotot. FEzek
halmazat F-el jeloljiik.

Miukodése: A gép a g; allapot és a beolvasott ay jel fiiggvényében az aktudlis
cella helyére egy masik jelet ir és eggyel jobbra vagy balra mozdil el a szallagon
mikozben édllapotét g;-re valtoztatja.



Matematikai alakban egy Turing gépet a kov. képpen adhatunk meg:
M= (Q,E,F,(S,QO,B,F)

ahol

@ az automata allapotainak véges nem iires halmaza;

¥ input dbécé (véges, nem iires);

I output dbécé (véges, nem iires) és ¥ CI', B € I

qo € @ az automata kezdbéllapota (Start allapota);

F C @Q a végallapotok (véges) halmaza, F # ()

B €T a blank (iires cella) szimbdluma.

0: Q@ xYX — Q xT x{L,R} un. tranziciés fiiggvény, ahol L-jelentése: left
(egy lépés balra a szallagon), R jelentése: right (egy lépés jobbra)

0 egy parcialis (nem mindeniitt értelmezett) fiiggvény amit dltaldban egy

tablazattal adunk meg. Egy tranziciés 1épés (¢;, arx) — (g, Xk, D) alaku, ahol
De{L,R} és Xy €T.

Példa 2.: Tekintsiik azt az M Turing gépet amelyre:

Q ={9,01,9,93,94}, F = {qs}, ¥ = {0,1}, T = {0,1, X, Y, B}, é-t pedig az
aldbbi tdbldzat adja meg:

1) 0 1 X Y B
q | (@1, X, R) - - (g3,Y,R) -
a1 | (q1,0,R) | (g2, Y, L) — (q1,Y, R) -
q2 (QQ,O,L) — (QO7X7R) (q27KL) —
q3 - - - (g3,Y,R) | (a4, B, R)
q4 - — — - —

qq végallapotban szandékosan nincs értelmezve utasitds, azért hogy ebben az
dllapotban a gép megédlljon.



