IV Eldadas (2021. Madrc. 1)

Monoid homomorfizmus fogalma

Tekintsiik az (A, o0,¢) és a (B, x,€) monoidokat, Az h: A — B fliggvényt a
két monoid kozott értelmezett homomorfizmusnak nevezziik, ha teljesiilnek a
kov. feltételek:

h(z oy) = h(z) * h(y), minden z,y € A-ra;
h(e) =e.

Példak. 1) Tekinsiik a h: C — R, h(z) =| z | leképzést a (C,-,1) és az (R, -, 1)
szam-monoidok kozott.
Mivel h(z1 - 22) =| z1 - z2 |=| 21 | - | 22 |= h(21) - h(22) minden 21, 22 € C-re és
h(1) =| 1 |=1, ezért h egy homomorfizmus a két monoid kozott.
2) Tekintsiik most a (X*,-, &) szémomoidot, az (N, +,0) szdm-monoidot és a
h:¥* = N, h(w) = | w |, w € ¥* fiiggvényt, ahol | w | a w € ¥* sz6 hosszét
jelenti. Ez a fliggvény is egy monoid homomorfizmus mert

h(wy - we) = wy - we |=| wy | + | wy |= h(wy) + h(ws) és

h(e) =l e |=0.

Megjegyzés 1. Teljes indukciéval igazélhato hogy tetszoleges h: A — B
monoid homomorfizmus esetén

h(zioxgo0...0my) = h(x1) * h(xa) * ... x h(z,) és
h(z") = h(z)",
ahol a hatvéanyt a baloldalon a o, a jobboldalon a * miiveletre nézve értjiik.

Megjegyzés 2. Ha ¥ és A dbécék és h: ¥* — A* egy homomorfizmus a nekik

megfeleld szémonoidok kozott, akkor elegendd h értékeit X betiiire megadni.
Val6ban, akkor minden e-tél kiilonb6z6 w € ¥* sz6 felirhaté w = x1-z2-...- 2,

alakban, igy a Megjegyzés 1 értelmében a

h(w) = h(z1-xo-....wy) = h(z1)-h(z2)-...-h(zy) € A* 826 a h(z1), h(z2), ..., h(zy)

értékekbdl egyéertelmiit médon megkaphatd.

Nyelv homomorf képe és inverz homomorf képe
Legyen most h: 3* — A* egy homorfizmus a (X*,-,¢) és a (A*, -, &) monoidok
kozott és Lo C 3%, L C A* egy - egy nyelv. Akkor a
h(Lo) := {h(w) | w € ¥*} C A*
széhalmazt az Ly nyelv homomorf képének nevezziik, mig a

hYL) := {w e ¥* | h(w) € L}



szohalmazt az L nyelv inverz homomorf képének nevezziik.

Példdk. 1) Legyen ¥ = {0,1}, A = {a,b} ¢és adjuk meg a h: ¥* — A*
homorfizmust ¥ betiiin a kév. képpen:
h(0) = aa,

{ h(1) = bb.
Akkor a w = 010 sz6 esetén h(w) = h(0)h(1)h(0) = aabbaa. Tekintsiik most az
Lo = {01™ | n > 1} nyelvet. Akkor
B(Lo) = {R(O1") [n > 1} = {h(O)h(1)" | n> 1} = {aa(bh)" | n > 1} = {26 |
n > 1}.

Tekintsiik most az L = {a*"b*" | n > 1} C A* nyelvet. Akkor
h=H (L) ={we (0+1)* | h(w) = a*"b*", n > 1} =
{w e (0+1)* | h(w) = h(0)"R(1)", n > 1} =
{we (0+1)* | h(w) = h(0™1™), n > 1}. Mivel h egyértelm{i (injektiv) leképzés,
ezért h=1(L) = {0"1" | n > 1}.

A késébbiekben bizonyitani fogjuk:

Allitas 1. Legyen h: ©* — A* egy monoid homorfizmus. Ha L C ¥* e
requldris nyelv, akkor h(L) is egy reguldris nyelv. Ha L' C A* egy reguldris
nyelv, akkor h=1(L') is egy reguldris nyelv.

Behelyettesités fogalma

Tekintsiik most a 3 dbéce feletti reguldris kifejezések reg(X) halmazédt. Mivel
minden 7, s € reg(X) esetén r - s € reg(X) és € is egy reguldris kifejezés, ezért
(reg(X), ) egy monoid.

Definicié 1. Ha X és A dbécék, akkor egy s: ¥* — reg(A) homomorfizmust
behyettesitésnek neveziink.
Tehdt ha s behellyettesités, akkor

1) s(e) =¢

2) h(wy-wsa-...-wy,) = h(wy)-h(ws)-...-h(w,), minden wy, wo, ..., w, € X*-ra.

A fentiek alapjan az is elmondhatd, hogy a homomorfizmusok specidlis behe-
lyettesitéseknek tekinthetok, mégpedig olyan s behelyettesitéseknek amelyek es-
etén minden a € X*-ra, s(a) € A*. (betusorozat, vagy lires sz6).

Példa 2. behyelyettesitésre: ¥ ={0,1}, A = {a,b}, s: ¥* — reg{a, b},
s(0) = _  osetén:
{ s(1) = b* Akkor a w = 010 sz6 esetén:
s(w) = s(0)s(1)s(0) = ab*a egy reguldris kifejezés A felett.
Jelolje a tovdbbiakban L, az r reguldris kifejezéshez tartozé nyelvet, pl.:
Lo~ :={0" | n > 0}.



Ha s: ¥* — reg(A) egy behelyettesités, akkor jeloljitk L(,)-vel az s(w) reguldris
kifejezéshez tartozé A feletti nyelvet. Most egy L C X* nyelv s: &* — reg(A)
behelyettesitésre vonatkozd képét igy értelmezhetjiik:

S(L) = U Ls(w)
eL

A jobboldal dltakdaban végtelen tagbdl all és az eredmény nyilvan A* egy részhal-
maza, vagyis egy A feletti nyelv.



