Automatak és Formalis Nyelvek
ITI. el6adéas

Kimenettel rendelkez6 véges automatak

Az ilyen tipusu véges automatak a gyakorlati alkalmazasuk szempontjabol
fontosak:

Egy ilyen determinisztikus automatéaval ismerkediink meg a tovabbiakban,
az un. Moore automataval.

A Moore automatat formdlisan egy M=(Q,>, A, qo, 6, A) "hatosként” fog-
hatjuk fel, ahol

Q -allapotainak a halmaza,

qo - a kezdo allapota,

>~ az un. inputdbécé (aminek a szavait beolvassuk)

5:Qx > —Q pedig a (determinisztikus) tranziciés fiiggvény.

A -az un. kimend v. outputabécé - ennek betiiibol eléallitott szavak
lesznek azok az tizenetek amiket az automata kiir,

A:Q— A pedig egy leképzés ami az automata Q allapotainak a fliggvényeként
a kimeno jeleket allitja eld, a kovetkezoképpen:

qo0 il» q1 12» qg - ﬂ» q1 5(qis Gsa1) = Giss
é g g é (q )=4q
Mao) Mar) A(ga) = A(qn)

A w =AM (q1) .- A(gn) € AF - egy a A &bécé bettiibdl allé kimend
"lizenet” amit az automata dltal beolvasott w=ajas...a, € Y. szénak fe-
leltetiink meg.

Megjegyezziik, hogy itt végallapotokat nem sziikséges feltiintetniink.

Példa: Legyen > ={0,1}, A={0,1,2}. Az alabbi Moore automata egy w €
>°" szénak megfeleld 2-es szdmrendszerbeli szdm 3-al val6 osztdsi maradékat
fogja kifrni (minden sz6 beolvasédsa utén).

Miikodési elve - Eszrevehetjiik, hogy minden 2-szamrendszerbeli szam i
vagy i1 alaku és hogy ig = 2;, i1 = 21 + 1 értékli. Vegyiik észre azt is, hogy
[i]2 osztdsi maradékanak ismeretében [i0]y és [i1], is kiszamithaté a 3-al valo
osztasi maradéka, ahogy azt az alabbi tablazatok mutatjak (Itt [i], 3-al val6
osztési maradékat p-vel [i0]y és [il]s osztasi maradékat pedig m-el jeloljiik.)

[0, =2 [p=1 m=2 [il,=2[]+1]p=1 m=0
p=2 m=1 p=2 m=2
p=0 m=0 p=0 m=1




Feleljenek most meg a qq, q1, ¢ allapotok a 0,1 és 2 maradékoknak. Tegyiik
fel, hogy a w sz6 hatdsdra ¢o-bdl a ¢; allapotba jutottunk, (azaz a w-nek meg-
felel [w]y bindris szam 3-al valé osztési maradéka i), most ¢; — g; akkor és
csak akkor teljesiil, ha az ac{0,1} jel beolvasdsa utan a |[wals szam 3-al vald
osztasi maradéka j lesz. Az alabbi tranziciés diagrammot kapjuk:
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Konnyen ellendrizhetd, hogy M most valéban egy 2 szamrendszerbeli szam

3-al val6 osztasi maradékat irja ki minden egyes lépés utan. Pl. w=1011
11:3=3

T % Vegyiik észre, hogy w hatasara valéban ¢p-bdl
¢2-be jutunk.

Mealy automata -jegyzetelni Hazi feladat

[wW]p=2% + 2+ 1=11

2. Reguléris kifejezések

A > abécé feletti reguléris kifejezéseket a kovetkez6képpen értelmezhetjiik:
1) @ regularis kifejezésnek a & nyelv felel meg neki, ¢ reguldris kife-
jezésnek a {e} nyelv felel meg.
2) minden a € ) -ra a egy reguldris kifejezésnek, aminek {a} nyelv felel
meg.
3) Har és s az R illetve S nyelveket jel6l6 reguldris kifejezések, akkor
r+s is regularis kifejezés - az R U S nyelvet jeloli
r - s is regularis kifejezés - az R - S nyelvet jeloli
és r* is regularis kifejezés - az R* nyelvet jeloli.
P1: 00 regularis kifejezés - a {00} nyelvet jeldli
01* reg. kifejezés - az Osszes olyan binaris szdt jeloli amiben az elsoé karakter
0, utana pedig csak 1-es johet
(0+ 1)* - regularis kifejezés az Osszes bindris szét jeloli
(04 1)*00(0 + 1)* - reguléris kifejezés jeloli az Gsszes olyan binéris szét, ami
legaldbb két egymas melletti 0-t tartalmaz.



3. Reguléris nyelvek

Definici6 1.: Reguléris nyelvek azok az L C " nyelvek amelyek megadhatdk
ugy, mint egy regularis kifejezéshez tartozé szavak Osszessége.
Pl L = {00w | w € (0+ 1)*} egy reguldris nyelv mert megadhaté a
00(0 + 1)* reguldris kifejezéssel.
Ekvivalens rekurziv definicid
1) Elemi reguldris nyelvek,@, {¢} és minden a € ) esetén {a}.
2) Azok és csakis azok a reguldris nyelvek, amelyek az elemi regularis
nyelvekbdl az U , - és x mivelet véges szamu alkalmazasdval megkaphatok
Pl. L = {00,101} nyilvén reguldris nyelv hiszen: L = {0}-{0}uU{1}-{0}-{1}

4. Regularis nyelvek és véges determinisztikus automatak kapcsolata

Legyen A= ({q1,492,---,qn}, Y., q1, 0, F') egy véges determinisztikus automa-
ta. Minden ¢, 7, k € {1,:., n} indexre értelmezziik a kovetkez6 halmazt:

R, = {w e > | 0(gi,w) = ¢j, a w-t eléallitd tranzicids ttvonal nem
halad &t k-nal magasabb indexti &llapoton}

1

Ri4 = 01*0
R}, = 0170 + 10*1
R(1),2 = {0}, R(l),l = {e}, R(f,4 =9

Tétel 3: Egy A véges determinisztikus automata altal elfogadott L£(A)
nyelv mindig regularis.

Bizonyitas:

Ha A végdllapotai gji,qj2,. .. ¢ akkor L(A) = RY,; URT,,U... U

Tk (*)

Be fogjuk bizonyitani, hogy minden RY; (i,j € {1,...n},n € N) nyelv
regularis, mégpedig indukcioval bizonyitjuk.

Ha m = 0 akkor az Rg ; nyelv vagy tlires vagy egyetlen karaktert tartalmaz:

R, ={ae ¥ |8(q) =g}

i=j esetén a lehet ¢ is. Tehat R}; vagy @ , vagy {a} vagy {e} - ezek
mind regularis nyelvek. Tegyiik fel most hogy minden i,j € {1,...,n}-re
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Rﬁ ; regularis nyelv és igazoljuk, hogy akkor Rﬁjl is az:

Vegyiik észre, hogy ¢;-bdl g;-be lényegében egy u € Rfjl szoval kétféleképpen
juthatunk el: - vagy hogy érintjik a qxy1 allapotot és ez esetleg tobbszor is
elofordil, vagy pedig olyan ttvonalmentén ami nem érint k-nal magasabb

indexti dllapotot. A mésodik esetben a szavunk egy w € Rﬁ ; 826

k
Wi, ..., Wy - Rk—‘rl,k‘—l—l

Tekintstik most az els6 lehetéséget, a g1 allapoton dtmend utat. Ezt
igy szemléltethetjiik:

iy -5 Qk+1y - -5 Qk+15 - - -5 Q15 - - - G

mert g1 tObbszor is eléfordulhat. Az els6 eléforduldsdig a u € > széval
jutunk el. az egyes el6fordulasok kozotti utaknak vagyis a ”hurokban vald
forgasnak” a wy - wsq - ... - wy szavak felelnek meg. Ezekhez tehat olyan utak
tartoznak amelyek g1 1-bOl gr11-be mennek, igy hogy kozben nem haladnak
at k-ndl magasabb indexli allapoton. g1 utolsé eléforduldsabdl g;-be a v
szoval jutunk el. a szavaink tehat a kovetkezo halmazokhoz tartoznak.
Wi, ... Wy € R’lz+1,k+17 igy
Wy ...-Ws € (R£+1,k+1)*
Tehat Rf,;'rl = Ri; U Rf,kﬂ (R i) R£+1,j (%)
Mivel a szavakban és az U -ban szerepl$ minden széhalmaz (nyelv) reguldris,
ezért Rfjl is regularis = az indukcié elve alapjan kovetkezik, hogy minden
R} nyelv reguldris! - De akkor a (x) Gsszefiiggésben szerepld k darab nyelv
is regularis, ezért L£(A) is reguldris.

k k
u€ Ry, v e RE

Azonnal latni fogjuk, hogy a Tétel 1 forditottja is igaz. Ugyanis igazolhato
az alabbi tétel:

Tétel 2: Minden L C > reguldris nyelvhez megadhaté egy olyan N
nondeterminisztikus véges automata amire L(N) = L



5. Ekvivalencia tétel

Egy L C > " nyelv akkor és csakis akkor reguldris ha eléallithaté egy véges
determinisztikus automatéaval.

Nondetermintisztiku
véges auto-
matak

Determintisztikus
véges auto-
matak

Regularis nyel-
vek

Bizonyitasvazlat: Igazoltuk hogy a véges determinisztikus automatédk nyel-
vei regularis nyelvek. Forditva, legyen most L egy regularis nyelv. Akkor a
Tétel 2 szerint eloallithatd egy véges nondeterminisztikis N automatéaval.
El6z6 6ran megmutattuk hogy minden véges nondeterminisztikus N auto-
matahoz konstrualhato egy olyan A véges determinisztikus automata ami
ugyanzt a nyelvet allitja el6 mint N, vagyis az L nyelvet. Tehat minden
regularis nyelv eléallithato egy véges determinisztikus automataval. Ezeket
az atalakitasokat a fenti dbra szemlélteti.

Kovetkezmény1: Minden L C .7 nyelvhez szerkeszthetd egy A véges de-
terminisztikus automata ami L-t elfogadja.

- Két automatat A; és As-t ekvivalensnek nevezziik ha ugyanazt a nyelvet
fogadjak el, vagyis L(A1) = L(A3).

- Két automata tipust ekvivalensnek neveziink ha ugyanazt a nyelvosztalyt
allitjak elo.

Kovetkezmény2: A DFA-k, az NFA-k és a Moore automatak ekvivalens
automata tipusok.

6. Reguldris nyelvek zartsagi tulajdonsigai

Tekintsiik a ) (rogzitett) dbécé feletti reguldris nyelveket. Tudjuk hogy ha
Ly, Ly C " reguléris nyelvek, akkor

- L1 U Ly is reguléris nyelv

- Ly - Ly is reguléris nyelv



- L7, L} is reguléris nyelvek.
Az ilyen tulajdonsagokat zartsagi tulajdonsdgoknak nevezziik.

Azt is mondhatjuk, hogy a > feletti reguldris nyelvek csalddja, amit
Reg(>)-val fogunk jelolni zart az U, - és * miiveletekre nézve.

Magyardzat: ezek a miiveletek nem vezetnek ki a Reg (D ) nyelvesaladbdl!
Egy L C 3" nyelv L komplementere alatt a "\ L kiilénbséghalmazt értjiik.
Nyilvan L ={w € Y." |w ¢ L}

Tétel 3: Ha L C >_" egy reguldris nyelv, akkor L is reguldris nyelv.

Bizonyitéas: Ha L egy regularis nyelv, akkor az Ekvivalencia tétel sze-
rint létezik egy olyan A = (Q,>,0,qo, F') véges determinisztikus automa-
ta amire £(A) = L. Nyilvan itt F' # @ és F' C Q. Tekintsitk most az
A = (Q,>.,6,q0,Q \ F) automatdt. Mivel § nem véltozott meg nyilvén
ez is egy véges determinisztikus automata. Vegyiik észre, hogy tetszoleges
w € >." 876 esetén

w € LA) <= dq,w) € Q\F — q,w) ¢ F — w ¢
L(A) <= w¢ L < weclL.

Ez azt jelenti, hogy £(A’) = L. Tehét L is egy reguldris nyelv.

Kovetezményl: Ha Ly, Ly € Reg(d ) akkor
(1) L1 N L2 S Reg(Z)
(ii) L1 \ L2 € Reg(>))

Bizonyitéas:

(()Ly N Ly = LiULy,. Ha Ly, Ly € Reg(Y)) =2° T, I, € Reg(Y)

= LiULy € Reg(Y)) = Ly ULy € Reg(Y)).

Tehat Ly N Ly € Reg(}))

(ii) Ly \ Ly = Ly N Ly. Ha Ly, Ly € Reg(d") akkor Ly € Reg(d") és (i)
alapjan L, N Ly € Reg(})). ey L, \ Ly € Reg(>)).

Kovetkezmény2: Reg(>) zart a U, N, \ halmazmiiveletekre.

Kovetkezmény3: Reg(D> ) egy un. Boole algebra.




