Automatak és Formalis nyelvek
I1. el6adas

1. Szémonoid

Definicié 1. Legyen S egy nem tires halmaz, * pedig egy S-en értelmezett
miivelet. (S,*) algebrai struktirat félcsoportnak nevezziik ha * egy tn.
asszociativ belsé miivelet az S halmazon, azaz ha teljestilnek az

1) xxy€S, minden x,y€S-re L
) axiomak
2) (x*y)*z=x*(y*z) minden x,y,z€S-re
Megj: Szorzatok irasakor elhagyhatok a zardjelek, pl xxyxx*zxy, illetve
tetszés szerint " zardjelezhetiink”.

Definici6 2. (i) Az e€S elemet az S félcsoport semleges elemének nevezziik,
ha minden x€S-re: xke=exx=x.

(ii) A semleges elemet tartalmazé félcsoportokat monoidoknak nevezziik.

Megj.: Tudjuk, hogy egy (S,*) félcsoportnak legfeljebb 1 semleges eleme
lehet; az (S,*) monoid pontosan egy semleges eleme van.

PL: (N, +), (N, -), (R, -) félcsoportok.

T(A)={f:A—A|f fuggvény} félcsoport a fiiggvények ”o”-val jelolt Gssze-
tevésére, mint miiveletre nézve.

(N, ), (R, -) monoidok semleges elemiik 1, (T(A), o) monoid, semleges
eleme 14:A— A, 14(x)=x identikus fliggvény. (N, +) esetén + -nak 0 lenne a
semleges eleme, de 0 ¢ N={1,2,...} - {gy nem monoid. Ha xxy=yxx minden

x,y€S-re akkor (S,*)-ot kommutativ félcsoportnak vagy monoidnak nevezziik:
az els6 3 példa kommutativ félcsoport (N, -); (R, -) kommutativ monoidok,
de (T(A), o) nem kommutativ monoid mert a fiiggvényosszetevés altaldban
nem kommutativ.

Jelolések bevezetése és egy példa nem kommutativ monoidra

Legyen > € {a,b,c,d,...} egy abécé, > -elemeibdl ”szavaknak” neve-
zett jelsorozatokat képezhetiink, ahogy azt el6zo el6adason is lathattuk pl.:
aabcad, aadee, bbb, a, e, ... stb. E szavak 0sszességét Z+-al jeloljiik.

Bevezetjiik az tires sz0, € fogalmat, amit olyan szénak tekintiink amiben
a betiik szama 0. Legyen S *=%""U{e}.

> *-on mint miiveletet értelmezziik a szavak egymdsutdn {rasdval vald
osszekapcesolasat (konkatendcidjat) pl, ha wy=abbede Y * és wo=bcaaed, ak-
kor w;-ws=abbcdbcaaed Azonnal belathatd, hogy az igy kapott ”-” miivelet
asszociativ, de nem kommutativ, mi tobb (3.%,-) egy nem kommutativ mo-
noid, melynek semleges eleme ¢.




2. Jelolések és szamitasi szabdlyok

Legyen (S,-) egy multiplikativan jelolt monoid aminek semleges eleme e€S
Bevezetjiik az

'=e, xX'=x, g"=xxxHk...T
~~ jeloléseket ahol n>1.
n-szer

Akkor teljesiilnek az alabbi szabélyok:

"k M=t (g™ )P =x"*P

Bevezetjiik meg egy a€ > betii esetében az a*={¢,a,a?,... ,a
Pl. w=aaabb=a3h? alakban irhaté.

Egy LC Y részhalmazt nyelvnek nevezziik.

n

.- .. }jelolést.

3. Miveletek nyelvekkel

Legyen Y = {a,b,c,... } egy véges ébécé. Egy L nyelv nem mds mint > " egy
részhalmaza: LC Y." (4ltaldban oo halmaz de lehet @ is) Két nyelv esetén
beszélhetiink uniojukrél: Ly U Ly - ez a széhalmazok unidja
- szorzatukrdl: Ly - Ly = {vw | v € Ly, w € Lo} Pl: {car,di}-{d,e,ve}={card,
did, care, die, care, dive}

L={10,1}, L,={011,11} L, - L,={10011,1011,1011,111}
L":=L-L-...-L

- Egy L nyelv nem negativ hatvanyairél 7 L={¢e}
- n-szer
L° ={0101010101}
Pl L:{Ol}, ~ N~ -
D-8ZOT
‘ or , LY =LUL*UL*U...UL"U...
Ertelmezhetjikmée 7. v ULUL2ULPU.. UM UL = e} UL

Pl: {0,11}* = {£,0,11,011,110,1111,000,0011,01111,...}

4. A ¢ tranziciés fiiggvény kiterjesztése a > " szamonoidra

Legyen A=(Q,> ,w,q,F) egy véges determinisztikus automata.

Figyeljiik meg a viselkedését, hogy nemcsak egy ¢; allapot és egy a€ >
jel hatarozza meg egyértelmiien a kovetkezo allapotot, hanem egy ¢; allapot
és egy d0=ay, as,...,a, €Y. s70 is.

Hogy az automata miikodését egyszertibben leirhassuk, terjesszik ki a
5:Qx > —Q fiiggvényt egy 6:Qx Y. —Q fiiggvényre a kovetkezd rekurziv
elofrassal:

0(q.e):=q

d(q,a)=0(q,a) minden a € ) bettire és minden ¢ € @ allapotra.
Ha w € >." egy sz6 és a € > egy betii akkor



0(q,wa)=6(5(q,w),a).

fgy tulajdonképpen w=aq, as, ..., a, esetén
5 o S o B g = .. % g, akkor S — g

Ezért §(q,wa) € F <= 6(qo,w) € F.

5. Nondeterminisztikus véges automata (NFA)

A determinisztikus véges automataknal azt lattuk, hogy egy ¢; €Q allapotban
minden (> -beli) bet{ihéz pontosan egy output tartozhat, azaz

Nondeterminisztikus  au- a
tomata esetén egy qi

allapothoz és  valamely a
bettthoz tartozhat tobb

output vagy egy sem: X

Példaul tekintsiik az alabbi véges automatat

0,1 0,1
Itt pl. qo-bdl egy 0-s és két 1-
0 0 es output is kiindul, mig ¢;-bol
start —{ o @ vagy ¢3-bol csak az egyik jel in-

dul ki, a mésik nem (Pl gs3-
ban nincs 1-es output).

& ©

1
Mikodése: Ezt a w=01001 sz6 esetén az alabbi tranzicids diagrammal
szemléltetjiik:

0 1 0 0 1
o — qo — qo — Go — Go — Qo

\\? \} \? \? A diagramot A egy un.
qs q1 qs qs

"tranziciés fajanak” is ne-
\? vezzilk.

0
q4

3



Az NFA matematikai modellje

Egy NA=(Q,>_,0, qo, F') 76t0s”, akarcsak a DFA esetén, ahol azonban
5
6:QX Z — P(Q)’ (Qiya)%{Qh q2, - - - 7%}

Lathaté, hogy a d tranzicids fliggvényben van a kiilonbség, amely minden
(gi,a) parnak nem egy 1j allapotot, hanem 1j éllapotok egy halmazat felelteti
meg. Ez lehet iires is vagy tobbelemfi, pl.: 6(qo, 1) = {qo0,¢1}, 6(q1,0) = @

Itt is megadhatjuk a ¢ tranzicids fiiggvényt egy tablazattal, azonban en-
nek értékei nem allapotok, hanem allapothalmazok lesznek:

l 0 1 Akkor mondjuk hogy az NFA elfo-
o [qoéq?’] [q[o,]qﬂ gadja a w=ayas...a, € > sz6t, ha
a 2L s {g0l S (v v} D {2, 2}

[q2] 2] | — ... % {t1,...t,} tranziciésorozat

(2] & | olyan {t1,...ts} halmazhoz vezet ami
a3 q tartalmaz legalabb egy F-beli elemet

Q4] [q1] | (végéllapotot).

Az automata nyelve alatt is az altala elfogadott szavak Osszességét értjiik.

6. A DFA és az NFA ekvivalenciaja

Két automatat A;-et és Ao-t ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyel-
vet fogadjak el, azaz ha L(A;) = L(A,).

Legyen M=(Q,>_, 9, qo,F) egy nondeterminisztikus véges automata és jeldljiik
az altala elfogadott nyelvet L£(M)-el. M-bdl kiindulva szerkesztiink egy A
véges determinisztikus automatat, amely ugyanazt a nyelvet fogadja el.
A= (P(Q),>.,0,{q}, F'), ahol A &llapotai Q részhalmazai, F’:=Q mind-
azon részhalmazainak az Osszessége, amelyet tartalmaznak legalabb egy F-
beli elemet és

0:P(Q)x > — P(Q), ugy hogy

6/({Q17 q2, ... Qk}):5(QI> G)Ué((h? CL)U s U(s(CIIm CL),
k

aza’z 5l({Q17 q2, ... Qk}7a> = U 6<Q’L7 CL)
=1

Ez azt jelenti, hogy a B,C€P(Q) részhalmazokra B%C pontosan akkor tel-
jesiil, ha C a B halmazok a ¢ fliggvény &ltal kapott képe az a jel esetén:
C={0(b) | b€ B} = 4(B).

Vizsgaljuk meg az A automata szerkesztését az alabbi példa esetén:




1
St
v = ) ()

Ekkor M = ({QO>Q1}>{O>1}>5>QO>{Q1}) és (5(610,0):[610,(]1L (5(610,1):[611]»
§<Q1, O):Qa 5(611: 1):[6107 Q1]

Az 1j, tehédt az A automata allapotai P(Q) elemei, azaz Q részhalmazai:
. [q0]s[¢1]5]90, 1]- Az 4j & tranzicids fiiggvényt a kovetkezd tablazattal ad-
hatjuk meg:

01 0 1
[QO] [C]m Q1] [Ch]
[q1] % [0, 1]
%] (%) %]
[QO, Ch] [CIO, CI1] [Qm Ch]

Tétel: Az A determinisztikus automata és az M nondeterminisztikus au-
tomata altal elfogadott nyelv egy és ugyanaz L(A) = L(M).

Biz.: Tegyiik fel, hogy A automata elfogadja a w=z17s...2, € > sz6t

(azaz w € L(A)) akkor létezik olyan {go}=> By = By — ... =% Bp
tranzicids sorozat, hogy Bi, Bs,...,Br C ) és Bp olyan részhalmaz ami

tartalmaz legalabb egy F-beli elemet - jeloljiik ezt gs-el.

Azonban akkor 5({(]0}, I1> = B17 5(31, 172) = Bg, cey 5(BF_1,ZL’n) = BF,

igy az M nondeterminisztikus automata ”miikodési elve” alapjan Bp tartal-
maz egy ¢y € F' végallapotot és ehhez kell l1étezzen egy olyan

Ggo —q1 — Qa2 — ... — tranzicios sorozat

M tranziciés fajaban, hogy ¢1 € Bi, ¢2 € Bs, ..., qf € Bp

Azonban egy ilyen tranziciés tutvonal megléte azt jelenti, hogy M elfo-
gadja w szot, vagyis w € L(M).

Forditva, legyen w = x5 . .. x,, € L(M); akkor az NFA tranzicids fdjaban
létezik egy olyan gy = ¢1 - qo — ... =% gy utvonal, hogy ¢y € F. (ami
végallapotban végzidik)

Tekintstik most a



W

{qO} EL) 5((']0’ xl) 32_> 5(5(QO7:E1), CCQ) — ... /\ -~
3(0(...(6(qo, 1), 22) ... xy))
akkor, ¢1 € 0(qo, 1), ¢ € 6(9(qo, 1), 22), ...,qr pedig a halmazsorozat

utolsé tagjanak az eleme, azaz gy € W. De ez azt jelenti, hogy W az A
automatanak egy végallapota, a kapott tranzicié sorozat halmazai pedig A
dllapotai. Igy az A automata is elfogadja a w szét, azaz w € L(A). Tehat
L(M)=L(A)

Végiil vessziik, hogy az A automata valéban determinisztikus: hiszen egy
allapotédnak, azaz @ egy részhalmazdnak barmely a€ > jel hatdsara a Q
pontosan egy részhalmazat - azaz A pontosan egy allapotat felelteti meg.

A tételben megmutattuk tehat, hogy az M nondeterminisztikus automa-
ta egy A determinisztikus automatéval ekvivalens. [gy minden nondetermi-
nisztikus automata nyelvét egy determinisztikus automata is eléallitja. A
forditott allitas nyilvanvald, hiszen minden determinisztikus véges automa-
ta egy sajatos nondeterminisztikus automata is egyben (ahol értékei mindig
egyelemi halmazok), igy a determinisztikus automaték nyelvei nondetermi-
nisztikus automataknak is nyelvei.

Az el6bbiek értelmében a nondeterminisztikus automatak Osszessége és a
determinisztikus automatak Osszessége ugyanazt a nyelvesaldadot allitja elo,
ezért roviden azt mondhatjuk:

Kovetkezmény: A DFA-k és az NFA-k ekvivalensek.




