XI. Elbad&s (2020. M4jus. 07.)
(A) Eldénthetdséggel kapcsolatos definicick

Legyen U egy univerziim és P C U egy nemiires részhalmaza.

(1) Azt mondjuk hogy P halmaz eldonthetd, ha létezik egy olyan algoritmus
(utasitasokbdl &ll6 véges lista), ami barmely u € U elemrdl véges lépésben
eldonti hogy P-hez tartozik-e vagy sem.

Példak: A definiciobdl kovetkezden minden véges halmaz eldonthetd. Az is vild-
gos,hogy egy eldonthetd halmaz elemszama legfeljebb megszamlalhatéan végte-
len lehet, mert egy véges halmaz elemeib6l képezhetd Gsszes véges hosszisdgi
sorozatok szdma megszamldlhatéan végtelen szdmossdgi. Ezért az ennél nagy-
obb szdamossdagi halmazok biztosan nem eldondthetd halmazok. Pl. R, a valds
szamok halmaza kontinuum szamossdgu, igy nem eldonthetd.

(2) A P tulajdonsag eldonthetd, ha a P = {x € U | « P tulajdonsdgi} halmaz
eldontheto.
Pl. Az ,n szém primszam" tulajdonsdg eldonthetd, mert a primszamok halmaza
eldontheto.

(3) A II probléma eldénthetd, ha véges szamu Py, ..., P, eldonthetd tulajdonség
ellenorzését jelenti a megolddsa.

Pl. Az hogy egy f igazsagfiiggvény Scheffer fiiggvény-e, annak ellenorzését
jelenti, hogy f nem 0-6rz6, nem 1-6rz6, nem monoton, nem linedris és nem
onduédlis-e. Mivel mindegyik tulajdonsdg eldonthetd, az hogy f Scheffer fiiggvény-
e egy eldonthetd probléma.

K. Godel konstrualt olyan P(n), n € N predikdtumot amely esetén az a kérdés
hogy P(n) mely természetes szédmokra igaz (és melyekre nem) nem eldonthetd.

Megjegyzés 1. Legyen most P egy legfeljebb megszamldlhatéan végtelen sza-
mossdgu halmaz - ismert tény hogy akkor P elemeit egy ¥ = {0,1} dbécé
szavaival kédélhatjuk (azaz kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethetjiik egy P* C
¥* szohalmaz elemeinek.) Vegyiik észre, hogy mult 6ran tanultak értelmében
P pontosan akkor eldéntheté halmaz, ha P* egy rekurziv nyelv.

Allitas 1. A kivetkezo kijelentések egyenértékiick:

(i) A P halmaz eldonthett;

(ii) Van olyan xp>: X* — {0, 1} kiszdmithatd fiiggvény, hogy xp>(w) =1, ha
w € P* és xp>(w) =0, ha w ¢ P*;

(iii) P* egy rekurziv nyelv;

(iv) Van olyan ciklusmentes M Turing gép amire L(M) = P*.

Bizonyitds: Az elébbi megjegyzés alapjan (i)<(iii). A (iii)<(iv) ekvivalencidt
a mult 6rdn mutattuk meg.



(iii)=(ii). Ha P* C ¥* rekurziv nyelv, akkor egy tetszbleges w € ¥* sz6 esetén
a w € P* hozzatartozds véges lépésben eldonthetd, igy a x p> karakterisztikus
fiiggvény értéke véges lépésben kiszamithaté (1évén ez csak 0 vagy 1 lehet).

(il)=-(iii).Ha x p> kiszamithat¢ fiiggvény, értékét minden w € X* esetén véges
lépésben meg lehet hatdrozni. Ha ez 1, akkor w € P*; tehat a w € P* hozza-
tartozds is véges lépésben eldonthetd, igy P* C ¥* egy rekurziv nyelv. O

Kovetkezmény 1. Egy I1 probléma akkor és csakis akkor eldénthetd, ha Il-nek
egyértelmiien megfeleltethetd egy Ly C X* nyelv, tovabbd eqy M ciklusmentes
Turing gép (ami tehat minden szdra megall) amire L(M) = Ly.

Bizonyitds: A fenti éllitds azonnal kovetkezik az eldonthetd probléma defini-
ci6jabol, a Megjegyzés 1.-bol és az Allitas 1.(iv)-bol. O

A Formadlis Nyelvek targy eldénthetetlen problémai.
Az els6 ilyen probléma A. Turing nevezetes eredménye &ltal valt ismerté:

Allitas 2. Nincs olyan algoritmus ami eqy tetszbleges TM gép és eqy tetszblege-
sen vdlasztott w € X* sz0 esetén eldontené hogy a TM gép a w sz beolvasdsa
utdn véges lépésben megdll-e vagy sem.

Allitas 3. (i) Eldonthetetlen az a kérdés hogy egy tetszdleges rekurzivan fel-
sorolhaté nyelv

(a) dres-e;

(b) véges-e;

(¢) kornyezetfiggetlen-e?

(ii) Eldonthetelen az a kérdés hogy egy tetszbleges G = (V, T, P,S) k. figgetlen
nyelvtan kétértelmii-e vagy sem.

Megjegyzés 2. Fontos hogy egy probléma ,, eldénthetdségét" helyesen értelmez-
ziikk. Példaul az Allitds 3(ii) nem azt jelenti hogy egy konkrét G k. fiiggetlen
nyelvtan (L k. fiiggetlen nyelv) esetén eldéntheté-e a kétértelmiiség, hanem
azt, hogy nem létezik olyan wuniverzdilis algoritmus, ami a kérdést minden G
kornyezetfiiggetlen nyelvtan esetén egységesen eldontené.

(B) A Turing gép kédolasa

Az aldbb ismertetett eljarast fel fogjuk haszndlni Turing nevezetes ered-
ményének az ismertetésénél.
Tekintsiik az aldbbi standard Tuing gépet:

M = (Q7{071}7{07173}757q17B7{Qf})7 ahol Q = {Q1aQ27~-~7Qn}a F = {Qf} g
Q, L(M) € (0+ 1)

Minden dllapothoz, bet{ihtz és B-hez is egy bindris sz6t rendeliink:
A ¢; dllapotnak 0'-t feleltetiink meg.



0 ha Xj =0
X; = 00 haX;=1 -igya (gq,X;)pdrnak 0°10 felel meg.
000 ha X; =B
A § tranziciés fiiggvény hatdsét a kov. képpen kédolhatjuk:
L - szimbéluma: 0;
R - szimbdluma: 00. .
Ha az utasitéds 0((qgi, X;) = (qx, X;, D) alaki, ahol D = ¢ vagy ;
R
akkor ezt igy kédoljuk: 07°10710%10'10™, ahol I € {1,2,3} és m € {1,2},
Tehdt a kéd 5 részbdl 4ll és 4 elvilaszto jelet, vagyis 4 drb. 1-est tartalmaz.
Példaul tekintsiik az kov. utasitdst: §((q1,1) = (g2, B, L)
Ezt gy kédoljuk (undris kédot hasznalva):

0100100100010
A TM gép egy teljes bindris kédja:
111k6dq11k6ds11...11kéd,, 111 - jelsorozat.

Itt a kédokat mindig az 11 csoport vélasztja el, 111 jelzi hogy kédsor kezdddi,
illetve hogy véget ért a kédsor.
Azt hogy az (M, w) pér eredménye a w’ € (04 1)* bindris sz6, igy jellhetjiik:

111kéd;11kédo11...11k6d,, 111 BBw bin.sz6 B Bw’bin.szé

A bindris szavakat (a TM gép bindris kédjét is beleértve) 2-es szamrend-
szerbeli szavakkd alakitva tehdt egy m,n : k szdmhdrmast kapunk, amit ugy
tekinthetiitink hogy a k szdm az m és n fiiggvénye. (TM(m.n) = k).

(C) Turing nevezetes eredménye

Legyen ¥ = {0,1} és T' = {0,1, B} rogzitett. A kérdés az, hogy eldonthets-
e algoritmussal az a probléma hogy egy tetszdlegesen vélasztott standard TM
gép és w € X* 826 esetén a TM gép akceptdlja-e a w sz6t vagy sem. (Mds
megfogalmazdsban: Van-e olyan ,univerzalis" algoritmust ami minden TM gép
és minden w € ¥* sz6 esetén eldonti ezt a kérdést?)

A valasz Turing nevezetes eredménye - ami az Allitds 2.-ben is szerepel -
hogy ilyen algoritmus nincs. Mds megfogalmazdsban ez azt jelenti hogy nincs
olyan U ,univerzalis TM gép" amivel egy tetszbleges TM gép adatait (kodjat)
és egy tetszbleges w € ¥* sz6t beolvasva, U pontosan akkor all meg, ha a TM
gép akceptalja w-t.

Turing tulajdonképpen azt igazolta, hogy ilyen univerzélis U turing gép nem
létezik.



(D) Turing eredményének bizonyitasvazlata

Tegyiik fel hogy van ilyen U gép - ez azt jelenti, hogy van olyan U standard
Turing gép aminek az input szalagjira egy tetszoleges M TM gép unéris kédjét
és a w bindris sz6t irva, U pontosan akkor dll meg ha M akceptédlja a w sz6t.

A TM gépek el6bb vazolt kédoldsabdl kiindulva készitiink egy tdbldzatot,
ahol az n szdmnak megfelel6 TM gép az m szdmnak megfelelé w sz hatédsara a
szalagra egy olyan w sz6t ir, aminek a kettes szamrendzserbeli értéke k. (Tehat
TM(n.m) = k). Mivel egyes szdmoknak nem fognak TM gépek megfelelni,
igy egyes sorok iiresen maradnak (ldsd 1.Abra) -ezt ugy tudjuk kikiiszobolni,
hogy a TM gépeknek megfelelé szdmokat egy 1,42, ...45 sorozatban helyez-
ziik el és a sorokban 1évo szdmok helyet a Turing gépeket most csak a k =
1.2,3...sorszamukkal cimkézzik meg. Igy kapjuk a 2. Tébldzatot (2 Abra).
Jol lathato, hogy az elséd tédblazatban bizonyos kockék iiresen maradtak, a neki
megfeleld 2. Tédblazatba oda kérddjeleket irtunk. Ez azt jelenti, hogy bizonyos
szavak esetén nem tudjuk elére hogy a w szé hatédsdra a sorhoz rendelt Turing
gép megdll-e, vagy végtelen ciklusba keriil.

Ha az Univerzélis U Turing gép létezik, akkor a segitségével ezt az utébbi
kérdést mindig el tudjuk donteni, - igy most ezekbe a kockdkba —1-et frunk ha
TM gép végtelen ciklusba keriil, ellenkez6 esetben pedig a megdllds utdn kapott
w’ bin. sz6 2-es szdmrendszerbeli értékét. Ty médon minden kockdba egy egész
szam keriilt (ldsd 3. Abra).

Igy tehat egy H(k,m) kétvaltozos fiiggvényt kapunk, amit a 3. Abran lathaté
tébldzat add meg. Ertelmezzik most a H*(k,m) = H(k,m) + 1 fiiggvényt.
Mivel ennek minden értéke most mdr egy nemnegativ egész szdm, H*(k,m)
nem mds mint egy algoritmussal megadhaté - azaz rekurziv egész fiiggvény.
Definialjuk most a A(m) = H*(m,m) = H(m,m) + 1 egyvéltozos fiiggvényt.
Mivel ez a fiiggvény is rekurziv egész fiiggvény, a tanultak alapjan meg kell
egyezzen egy alkalmasan megvdlasztott (standard) TM géphez tartozo egész fiig-
gvénnyel. De ez a gép egy kell legyen a tdblazatban felsorolt Turing gépek kozziil,
a neki megfelel6 fiiggvény pedig a tdblazat egy megfeleld sordban kell megtalal-
hat6 legyen. Ez viszont biztosan lehetetlen, mert a tdblazat sorai a H(—,m)
alakd fiiggvényeket tartalmazzék és ezek mindegyike legaldbb egy helyen kiilon-
bozik a A(m) = H(m,m)+1 fiiggvénytdl! Teh4t ilyen fiiggvény a tabldzat egyik
sordban sem szerepelhet. Igy hat ellentmondésra jutottunk, ami azt jelenti, hogy
a feltevésiink hibds: nem létezhet univerzalis TM gép. (]



