Programgraf bonyolultsdga

Definicié: A programgraf ciklikus bonyolultsaga
A P programgraf ciklikus bonyolultsagdnak nevezziik az m(P) = e — ¢ mér6-
szamot, ahol e a programgraf éleinek a szama, c pedig a programgraf cstcsainak
a szama.

A ciklikus bonyolultsag azt probalja mérni, hogy egy programgraf kédolasa (az algoritmus
programkddjanak elkészitése) soran milyen mennyiségli munkat kell elvégezniink. Nem ad
viszont valaszt arra, hogy milyen kodoléasi nehézségeink lesznek. Ezaltal egy algoritmus két

crer

Példa:

Egy terjedelmesebb programgrafban nem konnyii Osszeszamolni az éleket és a csucsokat.
Ennek megkonnyitése végett mondjuk ki a kdovetkezo tételt.

Tétel: A programgraf ciklikus bonyolultsaganak tétele
A P programgraf ciklikus bonyolultsaga kiszamithat6 a kovetkezé modon is:
m(P) =p + 1, ahol p a programgraf predikatumainak a szama.

Bizonyitas:
Jelolje a P programgraf predikadtumainak a szdmat p, a fliggvények
(szekvencidk) szamat f €s a gylijtok szamat g! Az ¢lek szdma tovabbra is e, a
csucsok szdma ¢ legyen! Ezen jelolések mellett elébb belatjuk a kovetkezd
allitast. Allitas:

l. e=3p+f+1
2. g=p.

Az allitas belatasa egyszerii. A csucsok szdma nyilvanvaléan c =p + f+ g. Az
¢lek szamat kétféleképpen fogjuk meghatarozni. Egyszer vesszilk az egyes
csomoOpontokba bevezetd éleket, amelyekhez még hozzavessziik a STOP-ba
vezetd ¢€lt, a programgraf kimend ¢€lét, majd masodszor vesszik a
csomopontokbol kivezetd éleket és hozzavessziik a START-bdl induld kezddélt,
a programgraf bemend élét. Eszerint egyrészt e =p + f+ 2g + 1, masrészt e = 2p
+ f+ g + 1. A két formulat egymassal egyenldvé téve kapjuk, hogy p+f+2g+1 =
2ptftg+1, ahonnan Gsszevondsok utdn a p = g Osszefliggésre jutunk, azaz a
programgrafban a predikdtumok ¢és a gylijték szdma megegyezik. Ha most a g
helyére az élekre vonatkozé két formula barmelyikébe behelyettesitjiik a p
értékét, akkor kapjuk az elsd allitasunkat: e=p +f+2p+1=3p +f+ 1.

Ezen allitas segitségével pedig a ciklikus bonyolultsag
mPy=e—-c=0Cp+f+1)—(p+f+g)=p+1

Tétel: A nem strukturdlt program ciklikus bonyolultsaganak tétele
A nem strukturalt P programgraf ciklikus bonyolultsaga legaldbb harom, azaz
m(P) >3, ha P nem strukturalt.
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A nemstruktaraltsagot karakterizalé négy alapeset barmelyikének a ciklikus bonyolultsaga a
programgrafjardl leolvashatéoan harom, és miutdn a nem struktiralt programban ezek legaldbb
egyike eléfordul, ezért a programé legalabb harom.

Tobbet mond a bonyolultsagra az 6sszehasonlithatdsag szempontjabol a kovetkezo definicio.

Definicié:

Tétel:

A programgraf lényeges bonyolultsaga
Legyen k a P programgraf azon részgrafjainak a szama, amelyek az E, C, |
formuldk valamelyikével felirhatok (lebontasi 1épésszam kizarva beldle a
szekvenciak esetét). A P programgraf lényeges bonyolultsagdnak nevezziik az
M(P)=m(P) — k szémot. Ez tulajdonképpen a lebontassal elérhetd ciklikus

bonyolultsag.

A strukturalt program lényeges bonyolultsdganak tétele

A struktaralt P programgraf 1ényeges bonyolultsaga egy, azaz
M(P)=1, ha P strukturalt.

Nem strukturalt esetben nem tudjuk harom al4 csdkkenteni a 1ényeges bonyolultsagot.

Példa programgrafok.

A struktaralt programgraf elemeinek a ciklikus bonyolultsagat az alabbi tablazatban foglaltuk

0ssze.
Név | Ures Szekvencia Elagazas Ciklus Iteracid
program
Leiras
Lo L ;
graf & h
g

formula % S(g15---»8r) E(p;g.h) C:g) I(:g)

n 1 r+l 6 5 5

c 0 r 4 3 3
m(P)=n—c 1 1 2 2 2




Legyen egy program, amely az y=f(x) fliggvényt szamitja ki.

Input: xe X, Output ye?.

1. | Legyen f'a g és a h fliggvények Programozasa szekvenciaval
kompozicidja f=heg, azaz f{x)=h(g(x)) | z<g(x)
y—h(z)
2. | Legyen f alternativa, azaz Programozasa elagazéssal
7(x) {g(x) ha T(x) IF T(x)
y=JW¥)= THEN y«—g(x)
Wx) ha T() ELSE yeh(x)
3. | Legyen f'tobb fiiggvény osszege, azaz | Programozasa ciklussal
n y<_0
y=f(x)=zlg,»(x) FOR i—1TO n DO
7 yeytgix)
4. | Legyen frekurzio, azaz Formalis pszeudokodja iterativ ciklussal
_ f( )_ g(x) ha T(x) k0
PRI (e feifx) ha T(x) | WHILE  T(x) DO
x<—i(x)
Formalis pszeudokodja rekurzidval INC(k)
IF T(x) v g(x)
THEN y <« g(x) FOR j<—1TO k£ DO
ELSE =z« i(x) Vv h(v)
z — fl2) y=v
Y < h(z)
Példa rekurziora:
i(x) =x-1
h(x)=x+1 c ha x<1
g(x)=c y_f(x)_{f(x—l)+l ha x>1
T (x) = (x < 1)
Néhany szadmitott érték:
/(0)=c
f)=£0)+1=c+1
@)= fO)+1=(£0)+1)+1=(c+1)+1=c+2
fB)=r)+1=(f1)+1)+1=((£(0)+1)+1)+1=c+3




Programtervezés feliilrél-lefelé¢ (Top-Down Program Design)

A feliilrol-lefelé programtervezési elv az algoritmusnak eldszor egy nagyvonalu leirdsét adja,
amelyben csak absztrakt szinten irjuk le a Iépéseket €és az adatstruktarakat. Szokés ezt az elvet
kiegésziteni a lépésenkénti finomitasi elvvel (stepwise refinement), amely az egyes 1épéseket
fokozatosan részletezi addig, amig mar az egyes aprd lépéseknek a programkddja vildgos
modon elkészithetévé nem valik. A felbontds egyre kisebb, finomabb, szlikebb részekre
torténik, ekdzben egyre nyilvanvalobba valik, hogy melyek lesznek a konkrét programnyelvi
utasitasok. Egy rovid, durva vézlat fimomitodik, amig a legalsod szintli részletek is nem
tisztdzodnak. A legfels6 szinten absztrakt adattipusokat és objektum miiveleteket haszndlunk,
amelyek implementécioja még esetleg meg sem tortént, és amelyeknek még csak a viselkedési
leirdsa, specifikacidja adott. Ez eldsegiti a pontos, vilagos gondolkodést, mely altal tiszta
programot irhatunk, amelyet az alsobb részletek nem kodositenek el. A késdbbi fazisokban
megvalasztjuk az adatreprezentacidkat €s az algoritmusokat, hogy a magasszintii absztrakciot
implementaljuk. Ez teszi a részekbdl all6 rendszert egyiittmiikoddéveé, mikdzben megdrizziik a
felsd szint tisztasagat.

A felilrél-lefelé  elvet a strukturdlt programozassal Osszekdtve a  programgraf
megtervezésekor feliilrl-lefelé haladva mindig strukturalt abraelemekre korlatozodunk.
Ennek az elonye, hogy struktiralt lesz az elkésziilt program, varhatéan kevesebb lesz az
elkovetett hiba, konnyebb lesz a program helyességének belatasa (bizonyitasa), és a helyesség
1épésrol-1épésre ,,beéplil” a programba. Célszeriinek latszi az eltolt bekezdések hasznalata €s
az egy-kétoldalas programmodulok készitése.

A funkcionalis felbontds elve azt tartja szem el6tt, hogy az algoritmus leirdsakor torekedni
kell arra, hogy a funkciondlisan egyiivé tartozo, egymassal szorosan Osszefliggd részeket,
1épéseket egyiitt, egy helyen targyaljuk. A lazabban kapcsolodd részeket szétvalaszthatjuk,
ezaltal az algoritmus természetes modon esik szét kisebb, jobban kezelhetd részekre.

A fenti elveket altalaban nem lehet élesen elvalasztani egymastol, a fejlesztés soran ezek
egymassal egyiitt mikodnek.

Az alulrol-felfelé programtervezést (Bottom-Up Program Design) akkor célszerli kovetni, ha
sok eldzetesen Gsszedllt, korabbrol dsszegylijtott apro részalgoritmusnak mar ki van dolgozva
a realizalasa. Ekkor ezekbdl az apro épitéelemekbdl kombinaljuk, rakjuk 6ssze a bonyolultabb
algoritmust.

Tekintsiik a rendezési feladatnak a megolddsaként a Buborék rendezési algoritmus
folyamatébraja megrajzolasat. Az algoritmus a kovetkezoképpen foglalhat6 6ssze szavakba.

Legyen a feladat egy szamokat tartalmazo tomb elemeinek a novekvd sorrendbe rakdsa. A
tomb legyen az X tomb, melynek attributuma n=Hossz[X]. A tombelemek indexelése 1-gyel
kezddédik. A modszer: megvizsgaljuk a tomb szomszédos elemeit, hogy novekvd sorrendben
vannak-e, vagy sem. Amennyiben helytelen a sorrend, akkor helycserét hajtunk végre. Ha a
tombon végighaladva nem kell cserét végezni, akkor kilépiink az algoritmusbol.

Konkrét szampéldan szemléltetjiik az algoritmust. Legyen a kiindulé tomb 6,2,7,8,3,1. Az
elsd vizsgalati menetben a 6,2 felcserélése utan kapjuk a 2,6,7,8,3,1 sorrendet, amelyben
folytatva a vizsgalatot a 8,3, majd a 8,1 cseréje kovetkezik, azaz az els6 vizsgalati menet
végén a tomb 2,6,7,3,1,8 lesz. Mivel a menet soran volt csere, ezért ijabb menet jon. Most a
7,3 és a 7,1 cseréjére van sziikség. A menet végén a tomb 2,6,3,1,7,8 lesz. Volt csere, tehat
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jon a harmadik menet. A cserék: 6,3, azutan a 6,1. Ezzel kialakul a 2,3,1,6,7,8 sorrend. Az
ujabb menetben a 3,1 cserét végezziik el, amire a sorrend 2,1,3,6,7,8 lesz. A kovetkezd
menetben a 2,1 cserére van sziikség. Ezaltal a sorrend 1,2,3,6,7,8 lesz. Mivel volt a vizsgalati
menetben csere, ezért még egy menet lesz, amely mar csere nélkiil zajlik le. Ezzel kilépiink az
algoritmusbol. Vegyiik €szre, hogy az els6 menet sordn a legnagyobb elem a végleges helyére
keriil, ezért a masodik menetben eggyel kevesebb Osszehasonlitast kell tenni. Mindegyik
menetben egy elem a végleges helyére kertil, tehat minden menet utan a kovetkezdben az
Osszehasonlitdsok szdma eggyel kevesebb lesz. Tehat, ha n elem van, akkor legfeljebb n-1
menetre van sziikség a legrosszabb esetben. Ha a szamok eleve rendezettek, akkor egyetlen
menet utan az algoritmus véget ér.

A folyamatabra tervezése sordn igyeksziink figyelembe venni a feliilr6l-lefelé
programtervezési elvet.

Input és output paraméter @X,
ahol XeR", ahol n=Hossz[X]

A
Mindaddig ismételjik a tomb szomszédos
elemeinek a végigvizsgalasat, amig a vizs-
galati menet sordan szomszédos elemek Volt_csere « igaz
felcserélésére van sziikség. a

Buborék  f----------eeoo- >

A
RETURN

(e

Volt_csere « hamis
i1

Vizsgalati menet

x; €s x;; felcserélése
Volt csere<—igaz

INC(i)

Latjuk, hogy a tervezés soran nem hasznaltuk ki, hogy minden menetben az 6sszehasonlitasok
szama eggyel csokken. Most, amikor az abrat dsszeszerkesztjiik egybe, akkor ezt a korrekciot
elvégezhetjiik, amint azt az alabbi abran meg is tessziik.




Volt_csere « igaz
Menet «— 1

Volt_csere < hamis
i1

” hamis
i<Hossz[X]-Menet

Input és output paraméter @X,
ahol XeR", ahol n=Hossz[X]

RETURN

X; €s xi; felcserélése
Volt_csere<igaz

INC(i)

v

INC( Menet )

Pszeudokod

Procedtra Buborék_rendezés (@X)

Input paraméter: XeR", ahol n=Hossz[X]
Output paraméter: XeR"

// Valos szamokat az eredeti tombben novekvo sorrendbe
/I rendez legfeljebb konstans mennnyiségii tovabb
// memoria felhasznalasaval.

Volt_csere < igaz
Menet <1

WHILE  Volt csere DO
Volt csere < hamis
FOR i<« 1TO Hossz[X]-Menet DO
IF  xi>xin
THEN  x; és x;; felcserélése
Volt _csere < igaz

INC( Menet )

RETURN (X)

Struktogram

Procedura Buborék_rendezés (@X)

Input paraméter: XeR", ahol n=Hossz[X]
Output paraméter: XeR"

// Valos szamokat az eredeti tombben novekvd sorrendbe
// rendez legfeljebb konstans mennnyiségii tovabb
// memoria felhasznalasaval.

Volt_csere < igaz

Menet < 1
Volt csere
Volt csere < hamis
i1
i < Hossz[X]-Menet
Xi > Xt
igen nem
Y X
Xi € Xi+1
Xi+] €< )
Volt csere < igaz
INC(7)

INC( Menet )




Egy teljes feladat megolddsanak a fazisai lehetnek az alabbiak.

—_—

A feladat megfogalmazésa

A feladat modelljének a felépitése

A modell keretein beliil miikoddé algoritmus kidolgozéasa, elkészitése (szoveg,
pszeudokod, folyamatébra, struktogram, stb.)

Az algoritmus helyességének ellendrzése

Az algoritmus bonyolultsdganak az elemzése

Az algoritmus realizalasa, implementalasa, programkészités

A program tesztelése €s javitasa

Dokumentacio elkészitése (az 1-7 pontok leirasa ismertetése mar menet kozben)

w

NN

A feladat vagy probléma megfogalmazasat az alabbi sematikus abraval jellemezhet;jiik.

Input Output [ XY
xeX felad:ilt, f yeY f(x) Sy
probléma
y=/)

Az f Osszefliiggés helyett, amely az x-bdl y-t készit, valéjaban mi egy A algoritmust fogunk
alkalmazni A helyzet az, hogy f a valdsagban hat, mi pedig egy modell keretei kozott
dolgozunk, amely csak utanozni igyekszik a valdsagot.

Input : Output A: X' >Y
xeX’ Algoztmus yeY’ A(x)—> y
y=Ax)

Kérdés, hogy az A algoritmus valdban alkalmas-e arra, hogy az f fiiggvény helyett alljon.

Definicid: Fuggvény helyes realizacidja algoritmussal
Azt mondjuk, hogy az A algoritmus helyesen realizéalja az f fliggvényt, ha
XX, YY’ és A(x)=f(x), VxeX

Vizsgaljuk meg a targyalt négyzetgyOkvondsi algoritmusunkat ezen szemszdgbdl. Annak a
bemenetére elvileg barmilyen nemzérus kezddértéket raengedhetiink. Mit ad negativ
kezdoéértékekre az algoritmus? (Pozitivakra a kért pontossag mellett a pozitiv négyzetgyokot
szolgéltatja, lattuk.)

A programhelyesség bizonyitasa azt jelenti, hogy belatjuk, hogy a program teljesiti a kitizott
c¢lokat, megvalositja, eleget tesz az eldirasoknak, azaz a program specifikdcionak, amely
logikai formdban leirhat6. A bizonyitds matematikai bizonyitasnak tekinthetd.

A programtesztelésre azért van sziikség, mert a helyességbizonyitasban is lehetnek hibak, akar
az érvelésben, akar a specifikacioban. A tesztelés sziikséges. A tesztelés kimutatja a hiba
1étezését, de sohasem bizonyitja azok teljes hidnyat. A célunk az, hogy minél nagyobb
megbizhatosaggal allithassuk, hogy a programunk pontosan azt teszi, amit tennie kell.

A program az algoritmus implementacidja az adott hardverre. Madsrészt a program
tulajdonképpen egy leképezés a bemend és a kimend adatok kozott, ezért beszélhetiink
programfiiggvényrol. A program a leképezés kiszdmitéasi szabalyat foglalja magaban ¢és azt a
programgraffal tudjuk szemléltetni, szerkezetét feltarni. Minden valodi programhoz meg lehet




-8-

szerkeszteni egy vele ekvivalens (struktiralt) programszekezetet. A programokhoz
hozzarendelheté egy programszerkezeti bonyolultsdgi mérészdm, amely a struktiralt
programok esetén a legkisebb.

A program altal megvaldsitando leképezést specifikacionak nevezzilk, a program rogziti a
specifikdcid megvaldsitasdhoz tartozd kiszamitdsi szabalyt. A programozas alapvetd
problémdja olyan kiszamitdsi szabaly (program) eldallitasa, amely egy elére rogzitett
fliggvényt (specifikaciot) definial. A fogalmak parba allithatok fliggvény<>kiszamitasi
szabaly, valamint specifikdcio<>program. Egy fliggvény megadasahoz sziikség van az
értelmezési tartomanyra, az értékkészletre, valamint a kettd kozotti leképezésre. Ezeket
formalisan az alabbi mddon irhatjuk le.

|
Ertékkészlet R(f)={lob)}
A leképezés f= {(x,y)|F(x,y)/\ xeD(f)rye R(f)}

Itt P(x) és Q(y) predikatumok, F(x,y) pedig az (x,y) par elemeit egymashoz rendeld
predikatum. A szokasos jelolés y=f(x), ahol y neve fliggvény érték, x neve argumentum.
Véges D(f) és R(f) esetén a parok felsorolhatok, ekkor f ={(x,,)(xy, 1, )...(x,, 7, )} -

Szokésos a parok formulédval torténd megadasa. Példaul: f = {(x, y] y= x(x - 1)/\ Xe€ R}, vagy

y =x(x-1) valos x szamra.

A fliggvény vizsgélatahoz altalaban nincs sziikség a kiszdmitdsi szabalyra, amely a
fiiggvényértéket az argumentumbol eldallitja. Amikor viszont hasznaljuk a fiiggvényértéket,
akkor a kiszamitasi szabaly, és az 6t realizadld, implementald algoritmus fontossa valik. A
kiszamitasi szabaly altalaban nem egyértelmiien meghatarozott. Példaul az y = x*- x és az y =
x(x - 1) két szabaly ugyanazt a fiiggvényt hatirozza meg. Altalanosan kérdés, hogy két
szabaly ugyanazt a leképezést definidlja-e. Ennek eldontése nem mindig egyszerli probléma.
Az implementéacié soran pedig tovabbi problémak lehetnek. Péld4ul, ha az elsd esetben az x°
kiszamitasa tulcsordulast eredményez, akkor nincs helyes eredmény, mig mondjuk a masodik
esetben eléfordulhat, hogy éppen nincs tulcsordulés.

Példa két ekvivalens program gafjara, amelyeknek kiilonb6z6 a ciklikus bonyolultsaguk.

hamis igaz

igaz

hamis
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A programot valamely programozasi nyelv utasitasainak a segitségével készitjiik el. Minden
utasitds végiilis egy fiiggvénynek foghatd fel. Beldliik épiil fel a program. Mindegyiknek
ugyanaz az ¢értelmezési tartomanya, €éspedig a program adatmezeje. D( f ): {do,dl,dz,...}
adatmez6. Minden utasitas egy d; adatot a program egy s;;; allapotara képez le. sir1=f(d). Az s
allapot Osszetevdi s = (d, f). adat és utasitds par. A program végrehajtasa az s; = (d; ,f),
i=0,1,2,... allapotok sorozata. Minden egyes utasitas végrehajtasa egy 0 diy; €s egy 0j fir
utasitast eredményez. Az f; utasitads értékkészlete R(f)=S=DxF, ahol F={ fi, fi, f>,...} a
programozasi nyelv utasitdsainak a halmaza. A programvégrehajtas kezdd éllapota so. A
programvégrehajtas eredménye v, ha véges sok 1épésben befejezddik, és u= sy, 51, 52,..., Sx=V.
A program az adott F révén egy kiszamitasi szabalyt ad meg {(u1, vi), (42, v2),..., (un, vn)}, ha
véges sok 1épésben véget ér. Azon, hogy a program végrehajtasa véges sok Iépésben véget ér,
azt értjiik, hogy a programot végrehajtdo gép egy specidlis utasitds hatdsdra abbahagyja az
adott program utasitasainak a végrehajtasat €s atadja a vezérlést egy masik programnak,
altaldban a rendszerprogramnak, az operdciés rendszernek. A program végrehajtasa
befejezddik az i-dik 1épés utan, ha fi(di)¢S. Olyan P programhoz, amely befejezddik, egy p
programfiiggvény rendelhetd és maga a P program erre a programfiiggvényre egy kiszdmitasi
szabalyt rogzit. Ugyanazt a programfiiggvényt két vagy tobb kiilonbozé program is
meghatarozhatja.

A program egy feladatot old meg. A feladatot le kell irni, specifikdlni kell, tgynevezett
elofeltételt és utdfeltételt kell adnunk. Az eléfeltétel megadja, hogy mi lehet az input, az input
adatok minek kell, hogy megfeleljenek, az utofeltétel pedig azt ellendrzi, hogy a helyes
inputok esetén helyes-e az eredmény. A programban hasznalt valtozok, memoriarekeszek
minden egyes utasitis végrehajtasat kovetden egy allapotot hataroznak meg. Altaldban a
programot egy allapottér jellemzi €s a program végrehajtasa az ezen allapottér egyes elemein
torténd végighaladas a végallapotig. Példaul, ha az ax’ +bx+c=0 tetszéleges valds
egyiitthatoji egyenlet valés megoldasait keressiik, akkor az inputra felirhatjuk, hogy a, b,
ceR, az outputra, hogy legyen meS, x,x,€ R. Az outputban a m szerepe egy magyarazo
szoveg, hogy az eredményt hogyan kell értelmezni. Az eredmény lehet ugyanis olyan, hogy
két valds megoldas van, egybeesd valos megoldasok vannak, nincs valés megoldas, de lehet,
hogy az egyenlet els6foku, akkor csak egy valés megoldas lehet, vagy ha nulladfoku az
egyenlet, akkor pedig lehet minden valos x megoldas, vagy lehet, hogy egy megoldas sincs,
mert ellentmondé az egyenlet. Ezek az esetek a abbdl kdvetkeznek, hogy mely egyiitthatok
zérusok. Ha masodfoku esetrol van szd, tehat =0, akkor ki kell szamolnunk a d=b*-4ac
diszkriminanst, ceR, és ennek a milyensége dont a megoldasok szamarol. A program
allapotterét ekkor formalisan leirhatjuk, mint az R*xSxR*xR halmazt, ahol a Descartes
szorzatban szerepld Osszetevok (koordinatdk) rendre az a, b, ¢, m, x1, X2, d véaltozok.
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