A logikai absztrakt adattipus

A logikai absztrakt adattipus egy olyan halmazt ad meg, amelynek két eleme van, a hamis és
az igaz. Jelolésben L={hamis, igaz}. Roviden az elemeket a 4 (hamis) és az i (igaz) jellel
jeloljik. A logikai absztrakt adattipus megadasa: T=(L,M), ahol L a logikai adatok halmaza
(kételemil) és M a rajtuk végezhetd miiveletek halmaza.

A tipus M-ben felsorolt miiveletei lehetnek unaris (unér) és bindris (binér) aszerint, hogy hany
operandusuk van. (Lehetnek tobboperandusu miiveletek is — ternaris, kvaternaris, stb.... - , de
ezek, mint latni fogjuk, az el6zokkel kifejezhetok.)

Mivel az adattipusnak minddssze két eleme van, ezért az 6sszes miiveletét fel tudjuk sorolni.
Mivel mindegyik operandus kétféle értéket vehet fel, n operandus esetén ez 2" lehetséges
érték n-est jelent. Mindegyik esetében szintén kétféle eredmény kapcsolhaté hozzajuk mind a

2" helyen, ezért altalaban n-valtozés miiveletbdl 2° szamu van.

Unéris miivelet négy (22]) van, amint az az alabbi tablazatbol kiolvashaté. A Hamis és az
Igaz mindig konstanst eredményez, barmi legyen is az x értéke, az Identikus visszaadja magat
az x-et, tehat az egyetlen érdekes a Negacid, (tagadas, NEM, NOT), aminek a jele a

feliilvonas a logikai adat neve folott. Pl.:az x adat negaltja (tagadottja, NEM x, NOT x) x.
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Erdekesebb binaris miiveletek (a miiveleti jeleket a két operandus kozé helyeztiik):
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Binaris miveletb6l 16-ot (222 ) lehet felirni. (Taldljuk meg a tobbit!). A miveletek
erésorrendje csokkend erd szerint (prioritas, zarojelezés nélkiil irhatok) a kovetkezd: NEM,

ES, VAGY, KIZARO VAGY, Ekvivalencia, Implikacio.

A NEM, ES, VAGY miiveletek tulajdonsagai:

1. | Kett6s tagadas T=x
2. | Kommutativitas XVYy=yvx XNY=YANX
3. | Asszociativitas (xvy)vz=xv(yvz) (xAy)rz=xA(yArz)
4. | Disztributivitas xviyaz)=(xvy)alxvz) | xa(yvz)=(xay)v(xaz)
5. | Idempotencia XVX=X XAX=X
6. | Konstansok hatdsa | xvi=1i XANI=X
xvh=x xXAh=h
7. | Elnyelés xv(xay)=x xA(xvy)=x
8. | Ellentmondas xAx=h
9. | Harmadik kizardsa | .\, x =
10. | De Morgan szabaly v

xvy:;A;

xAy:;vy

Ezen harom miivelettel (NEM, ES, VAGY) az 6sszes tobbi (a tobbvaltozosak is) kifejezhetok.
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A diszjunktiv normalforma

Viltozok vagy tagadottjainak a konjunkcidja, melyben a valtozok legfeljebb

Példak:

Definicio: Elemi konjunkcio
egyszer fordulnak eld.

Definicio:

Diszjunktiv normalforma (DNF)

Elemi konjunkcidk diszjunkcidja

Miivelettabla alapjan DNF eldallitasa: Ahol az eredmény oszlopban i van, azokat az
eseteket diszjunkcioval kotjiik dssze tigy, hogy a valtozok konjunkcioibdl formulat alkotunk.
A formulédban i esetén a valtozo szerepel, /4 esetén a valtozo negaltja.

Példa:

x|yl x®y
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Innen x® y = (;/\y)v (x/\)_/).




A logikai adatstrukttra

Mar eddig is végso soron adatstruktiraval dolgoztunk, hiszen lejegyeztiik a hamis és az igaz
értéket h-val és i-vel. Latjuk, hogy igazan semmilyen probléma itt nem addédik, minden
mivelet ragyogéan mitkddik. A 4 és i betiik helyett hasznalhattuk volna a hamis és igaz
szavakat is, az is egy lehetséges adatstruktira lenne. Ha a szavak angol megfeleldit
hasznalnank ( false és true ), akkor irhatnank az f'¢és ¢ betiiket a h és i helyett. Az sem tiltott,
hogy a 0 és 1 jeleket alkalmazzuk, mint alabb lathatjuk. Tehat az adatstruktira hiien realizélja
az absztrakt adattipust.

A logikai adattipus/adatstruktira implementécioja

A logikai adat (valtozo) realizalasa bitekkel értelemszerlien torténhet a hamis = 0, igaz = 1
modon.

Definicio: | Izomorfizmus

Két algebrai struktirat izomorfnak neveziink, ha létezik olyan kolcsonosen
egyértelmii megfeleltetés a két struktira elemei kozott, amely esetén a miiveletek
is szinkronizal6dnak. Ez azt jelenti, hogy ha az egyik struktara az (4, o), a masik
struktura a (B,0), a kdlesondsen egyértelmii megfeleltetés pedig f: A— B, akkor
fennall, hogy fla;0a,)=fa;)ofla;) minden a;€A és aeA esetén. Az f
megfeleltetést nevezziik izomorfizmusnak.

Az izomorfizmus azt jelenti, hogy a két struktira azonos szerkezeti a miivelet viselkedését
tekintve.

Példa : Legyen A=R", a pozitiv valés szamok halmaza a szorzas miivelettel felruhazva, és
B=R, az &sszes valds szam halmaza az Osszeadds miivelettel. Akkor az f : R'— R
megfeleltetés, ahol f{x)=log(x), izomorfizmust valdsit meg, hiszen a logaritmus azonossagai
szerint: log(xy)= log(x) +log(y) minden pozitiv x és y esetén.

Legyen most az 4 halmaz az L logikai adattipus a negécio, a konjunkcid és a diszjunkcid
miveletével felruhazva. T =(L, { x,A,v }). Legyen a B halmaz a {0,1} szamokbol all6
halmaz, amelyen értelmezziik az aldbbi hirom muveletet, mialtal létrehozunk egy
Tg=(B,{e(b), ,[1}) adattipust.

1. Ellentett elem képzése unaris miivelet : e(b)=1-b, be B a kivonas miivelete révén.

2. Szorzas binaris mivelet: b;- by, b;, b€ B a szdmok szorzasi miiveletének megfelelden.

3. Bitdsszegzés binaris muvelet : b;[1 b= b;— b bytb, by, breB a szamokra érvényes
szokasos Osszeadas, kivonas és szorzas muvelete révén.

Ekkor a most definialt harom miivelet a negacid, konjunkcid, és diszjunkcié miiveletének
megfeleltetve, valamint a logikai mennyiségeknek a biteket a fenti mdédon megfeleltetve a
logikai adattipus és a bit adattipus kozott izomorfizmust hoztunk létre. Azt mondjuk, hogy a
logikai adatokat bitekkel modellezziik. Amilyen torvényszertiséget talalunk az egyikben, az
izomorfizmus révén megtaldljuk a térvény parjat a masikban. (Mutassuk meg, hogy a [
mivelet ekvivalens a max(b;, b,) miivelettel.)

A logikai tipus nagyon fontos, mert az értékeket fesziiltségszintekhez lehet tarsitani, a
miiveleteket pedig ugynevezett kapuaramkorokkel valdsithatjuk meg. A kapudramkor fizikai
(technikai) felépitése lIényegtelen a szamunkra, az valtozott az idok folyaméan (relék, diodak,
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tranzisztorok, stb.). Sematikusan ugy jelolhetjiik 6ket, mint egy dobozba zart atalakitod
szerkezet, amelynek vannak bemenetei és kimenetei. A bemeneteken bemend jeleket
dolgozzék fel a rendeltetésiiknek megfelelen, és az eredmény megjelenik a kimeneteken.
Példa kapudramkorokre:

x I NEM |x =% VAGY [V —* ES XAy

Mivel mindegyik miivelet kifejezhetd ezen hdromm miivelettel, ezzel elérjiik, hogy kevés
alaptipusbodl bonyolult rendeltetésti kapuaramkoroket épithetiink fel.

Kapuéaramkorokbdl felépithetd az ugynevezett félosszeadd (Half Adder). Feladata egyetlen
bitpozicion képezni a két bit Osszegét és az atvitelt, tehat a mivelet mindig kétjegyl
eredményt képez, melynek alacsonyabb helyiértékli bitje az 0Osszegbit (s), magasabb
helyiértékii bitje az atvitelbit (Carry bit, c).

Miivelettabla el
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A félosszeadd tobb-bites szamok Osszeadédsakor csak fél munkat végez, helyesen csak a
legalacsonyabb bitpozicion mikddik. A tovabbi pozicidkon harom bitet kell 6sszeadni, a két
Osszeadand¢ bitet és az el6zd pozicidrol jovo atvitelbitet. A teljes 6sszeado (Full Adder) ezt
valositja meg.

Miivelettablaja:

X y Cin Cout S

0[]0j0 10 0

&» Cout 0 1 0 0 1

X FA [—— 1/0/0 Jo |1
— > 5

y > t{rjo |1 Jo

0]0]|1 0 1

0|11 1 0

1101 1 0

1111 1 1

Felirva a két eredményoszlopra a diszjunktiv normalformakat, tulajdonképpen megkapjuk a
miiveletek egy lehetséges kapuzasat.

Cor = (x/\y/\cin)v ()_C/\y/\cm)v (x/\;/\cm)v (x/\y/\cm)
s = ()_C/\y/\a)v (x/\;/\a)v ()_C/\;/\cin)v (xAynac,)
Ezt a két, latszolag bonyolult formulat le lehet egyszeriisiteni, és a teljes 0sszeadd felépithetd

két félosszeado és egy VAGY kapuaramkorbdl. Eldtte azonban egy segéd formulat vezetiink
le.

Allitas: ()_c /\;)v (x /\y) =x®y




Bizonyitas: Lattuk, hogy x® y = ( )v (x/\ ) Akkor

(X/\y)v(x/\y):()w\y) X/\y (;/\;) X/\ (XVJ’)/\(;V;):

:wv(y/\)_c)v(x/\y) (y/\;) (y/\;)v(x/\;):x@y

h h

]
Ezutan a teljes 0sszeado levezetése az alabbi lehet:
Jelolje s',c" és s”,c" az els6, valamint a masodik félosszeadd altal adott eredmény Gsszegbitet

¢és az atvitelbitet.. Akkor

C I(X/\y/\a)\/(;/\y/\cm)\/(X/\;/\Cin)V(X/\y/\Cm):

out

(x/\y)/\[a/\chv (;/\y) (x/\y) (x/\y)v(x(%yJ/\c =c'vc"
i x®y ¢ s’
%/_/

<"

s:(;/\y/\a)v(x/\;/\a)v(;/\;/\cin)v(x/\y/\cm):

= (;/\y)v(x/\;) AC, V ()_C/\;)v(x/\y) re, =(x®y)®c, =5'Dc, =5"

x®y x®y s'

A teljes 0sszeadd sematikus abraja:

Cout

vy

v

Egy egybyte-os (nyolcbites) teljes Osszeadd ezutan Osszerakhaté a megfeleld késleltetd
aramkorok kozbeiktatdsaval az alabbi séma szerint.

l Y7lx7 l yelx(, l YSlx5 l Y4lX4 l Y3lX3 l Y2lx2 l v lxl Yo [Xo

91 FA &4 FA & FA K& FA &4 FA & FA |<&d FA & HA

<« < <« l

Ak

Szintén kifejezheté az 6sszes miivelet csupan a (NEM, VAGY), vagy csupan a (NEM, ES),
miuveletekkel. SOt, egyféle miivelet is elegendd erre, ha a (NEM VAGY = Pierce nyil) vagy
pedig a (NEM ES = Scheffer vonas) miiveletet valasztjuk. (Probaljuk meg altaluk kifejezni a
harom (NEM, ES, VAGY) alapmiiveletet!)

A fenti 1.-10. tulajdonsagokat formula atalakitdsi szabalyoknak is tekinthetjiik, amelyeket a
munkank sordn felhasznédlhatunk. Valojaban ezen szabalyok mélyebb értelemmel birnak,
mivel mas, altalanosabb strukturdk definiciojaként Iépnek fel. A fentiek alapjan mas
Osszefliggéseket is kimutathatunk.




Példa: x> y=xDy

Bizonyitsuk be, hogy a kizaré vagy miiveletre teljesiil az asszociativitas, a kommutativitas és
hogy x@x=h és x® y®@x=y!
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FELADATOK

Adja meg miivelettabldival mind a 16 binaris logikai miiveletet!
Fejezze ki mind a négy unaris miiveletet a NEM, ES, VAGY binaris miiveletekkel!

Fejezze ki a felsorolt hét binaris miiveletet a NEM, ES, VAGY miiveletekkel!
Fejezze ki a felsorolt hét bindris miiveletet csak a NEM-mel, és a VAGY-gyal!

Fejezze ki a NEM, ES, VAGY miiveleteket csak a Peirce nyillal!
Fejezze ki a NEM, ES, VAGY miveleteket csak a Scheffer vonassal!

A formulék atalakitadsaval lassa be, hogy az alabbi egyenldségek azonossagok!

XVYVZ=XAYAZE X,;VX,V...VX, =X AX, A...AX,
x>(yvz)=x>y)vix—>z)
x/\(y<—>z)=(x/\y)<—>(x/\z)

()_C/\Z)v(x/\y)v(x/\f): (X/\y/\Z)V()_C/\Z)

(x> y)=>((A7)@x e 7)=(xvy)rFvy)

Adott egy IC (integralt aramkori tok), amelynek 8 bemeneti laba (b, b1, ba, b3, ba, bs,
bes, b7), és 8 kimeneti laba (ko, ki, k2, k3, ka, ks, ke, k7) van. A bemenetek is és a
kimenetek is egy-egy byte-ba foglalhatok 0Ossze, a byte bitjeit az indexek

sorszamozzak. A bemenetek és a kimenetek kozotti Osszefiiggéseket is megadtuk a
kimenetek mellett.

Input Output és fiiggése az inputtol
b, —| |k, =b,vh,

b, — HYPERL 0 (6, > 0,)n (0, > 5,) > (b6, > b))
b, _|SUPER| , _,

b, — |k, =b,®b, Db, Db,

b, — CSODAL 4 _ (5 A(h, @0 ))vo,

by — 1€ Lk~ Al (b, vE)AD,)

b, — Lk, = (b, A (b, v b)) b,

b — — k= (b, @ b)) A By )v (b, @ by A 1)

A bemenetre adott jeleket, mint egybyte-os eldjel nélkiili egész szdmot adjuk meg,
mely bitjeire bontand6. Hatdrozza meg a kimenet bitjeit és adja meg azt a bemenet
mintdjara egybyte-os eldjel nélkiili egész szamként decimadlisan az aldbbi inputok
esetére: 159, 163, 152, 89, 108, 205, 75, 96

Igazolja a miivelettablak segitségével a NEM, ES, VAGY miiveletek tulajdonsagai
fentebbi tdblazataban felsorolt 1.-10. tulajdonsagot!




10.

11.

12.

13.
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Tervezzen hdrombemenetes tobbségi elven mitkddo szavazo automatat, azaz a hdrom
bemenet ismeretében a kimeneten az jelenjen meg, amelyik bemenetbdl tobb van.
(Tobbségi elv érvényesiil.) Igyekezzen minél egyszeriibbre tervezni!

Tervezzen olyan automatat, amely 3 bemend jel (0, 1) esetén azokat szdmoknak
tekintve a kimeneten a legkisebbet (legnagyobbat) jeleniti meg!

Tervezzen olyan automatat, amely 4 bemend jel (0, 1) esetén a kimeneten 1-et jelenit
meg, ha a bemenetben az egyesek szdma paros és nullat, egyébként! (Paros paritds
jelzd.)

Tervezzen olyan automatat, amely 3 bemend jel (0, 1) esetén akkor ad egyest a
kimeneten, ha mindegyik bemenet egyes, egyébként zérust ad! (Mindenki
megszavazta.)

Tervezzen olyan automatat, amely 3 bemend jel (0, 1) esetén akkor ad egyest a
kimeneten, ha mindharom bemenet egyforma (zérus, vagy egyes), egyébként zérust
ad! (Mindenki egyetértett, ugyanugy vélekedett.)

Tervezzen olyan automatat, amely 3 bemend jel (0, 1) esetén akkor ad egyest a
kimeneten, ha barmelyik bemenet egyes volt, egyébként zérust ad! (Véto.)




