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1. fejezet

Nemlinearis egyenletek

Nemlineéris egyenletek
Az
fz)=0 (f:R—=R),

alaku egyvaltozos egyenletek, illetve az
F(x)=0 (F:R"—=R" n>2),

alakt tobbvaltozos egyenletrendszerek kozelité megoldasi modszereit vizsgél-
juk. Az egyenlet (egyenletrendszer) pontos megoldasat kovetkezetesen z*-gal
jeloljiik; z* € R (illetve z* € R™).

Direkt modszerek, tehat amelyek véges sok 1épés utan legalabb elméletileg
adnak x*-ot, itt még egyvaltozos esetben sem igen konstrualhatok.

A gyakorlatban mindig elegendé tudni egy elméleti eredmény tobbé-kevésbé
pontos kozelitését, igy az iteracios eljarasok a legtobb esetben szoba johetnek.

Egy-egy modszer csak specialis esetben alkalmazhat6. Kiilonosen igy van
ez a nemlineéris egyenleteknél, egyenletrendszereknél. Nincs univerzalis el-
jaras, ami minden egyenletnél megfelel6 pontossagu kozelitést garantalna és
kiilondsen nincs olyan, ami mindezt elég gyorsan is tenné.

A tovabbiakban minden esetben feltételezziik, hogy az f fliggvény foly-
tonos. A konvergenciat garantald feltételek kozott azonban tobbnyire még
szigoribb, differencidlhatosagi megkotések is szerepelnek.

Az f(xz) =0 (f : R —» R) alaka valos egyenletek megoldéasi modszerei
egy, az «* megoldashoz konvergalo {z;}.°, sorozatot képeznek.



1.1. Intervallumfelezé6 modszer

Tegyiik fel, hogy f : R — R folytonos az [a, b] intervallumon és a végpontok-
ban ellentétes a fliggyvény elGjele, azaz fennall, hogy

(1.1) f(a)f(v) < 0.

Ismert tétel, hogy zart intervallumban folytonos fiiggvénynek van az interval-
lumon legnagyobb és legkisebb értéke, tovabbé a fliggvény e két szam kozotti
valamennyi értéket felvesz az intervallumban. Ebbél azonnal kovetkezik, hogy
az f (x) = 0 egyenletnek van legalabb egy z* € (a, b) gyoke.

Az intervallumfelezd eljaras (amit szoktunk réviden csak felezd eljaras-
nak is nevezni) lényege a nevében benne van. Az intervallum kézéppontja
két részre, két félintervallumra osztja az eredeti intervallumot. Megnézziik,
hogy koziiliik melyikben teljesiil (1.1) és ott folytatjuk. Kicsit pontosabban
megfogalmazva: legyen ¢ = (a + b) /2 és vizsgaljuk az f (c¢) értékét. Ha annak
elGjele az a-beli elGjellel ellentétes, azaz f (a)- f (¢) < 0, akkor az [a, c] inter-
vallumban van gy6k. Egyébként a [c, b] intervallum tartalmaz gyokot. Az j
intervallumot jra megfelezziik és igy tovabb.

Az egymasba skatulyazott

la,b] = [a1,b1] D [ag, ba] D ... [ak, bk D ...,

zart intervallumok rahuzédnak az egyenlet egy x* gyokére. Mas formaban is
megadva: a1, b1] = [a,b], ¢; = (a; + b;) /2,

(e, bia] = { Lan el ha fla) - fle) <0
i+15 Dit1 (ci.bi], egyébként
ahol2=1,2,....
300
2501
2001 [a1,b1]
> 150r [a2,b2]
>
E 100¢ [a3,b3]
]
= 50f ad4,ba
0 /../
—50*—///
~100, . - 8 &L
a x—tengely



Az is nyilvanvalo, hogy az i-edik intervallum hossza: (b; — a;) = (bj—1 —
a;_1)/2 = (b — a)/2""! szigortian monoton csokkend mértani sorozat és az
x* gyokot az [a;, b;] intervallum tetszéleges y pontjaval kozelithetjiik. Az y
kozelités hibdja legfeljebb a két végponttol mért nagyobbik tavolsag lehet,
azaz fennall, hogy

2" = y| < max{y — a;, b; — y}.

A max{y—a;, b;—y} korlat akkor a legkisebb, ha y = % Ezért az x* gyok i-

edik kozelitéseként altalaban az z; = (a; + b;) /2 felez6pontot hasznaljuk. Az
intervallumok hosszéara tett megéllapitasbol igy egzakt hibabecslés is adodik:

bi—a; b— :
(1.2) | — 2] < 2“: 21,“ (i=12...).

Az algoritmust tehat akkor allitjuk le, ha a kozelités hibaja kisebb, mint
egy elére megadott € > 0 hibakorlat. Ezért az intervallumfelez6 eljaras gya-
korlati formaja a kovetkezs.

Az intervallumfelezé eljaras algoritmusa:

INPUT |[a,b],e(e > 0).
1 Legyen fa = f(a)
2 WHILE b—a> 2¢

3 r=(a+Db)/2

4 IF fax f(x) <0

5) THEN b=z«
6 ELSE a=2=x

7 z=(a+Db)/2

1.1. Tétel. Ha f € Cla,b] és f(a) f (b) <0, akkor az az intervallumfelezd
eljards sordn kapott {x;} sorozat konvergdl az f valamely |a,b]-beli gyikéhez
és érvényes az (1.2) hibabecslés.

Ha az [a, b] intervallum t6bb gyokot is tartalmaz, az {z;} sorozat koziiliik
egyikhez konvergal.

Az intervallumfelez6 modszer legnagyobb el6nye, hogy nagyon enyhe (mond-
hatni, hogy csak a gyakorlatban szinte kotelezGen elvart) feltételek mellett
biztositja a megoldashoz valo konvergenciat. Elénye még az egyszertisége is.
Ugyanakkor hatranya a lassi konvergencia. A hibat a (1.2) szerint egy kon-
vergens mértani sorozattal tudjuk becsiilni. Az z; hibakorlatja x;_; hibajanak
a fele, igy a konvergencidja linearis vagy masképpen elsérend.

1.1. Példa. Oldjuk meg intervallumfelezd eljdrdssal az f(x) = 4—4x*—e® =0
egyenletet az [a,b] = [0, 1] intervallumon dz; = € = 107% hibakorldttal.



Megoldas. Az f fiiggvény nyilvanvaloan folytonos, tovabba f(a) = fa =
f(0) =3és f(b) = f(1) = —e ellentétes elGjeld, ezért alkalmazhato a felezd
modszer. A b — a = 1 hosszt intervallumbol indulva (1.2) alapjén az 1/2° <
1079 egyenl6tlenségh6l i > —loge/log2 ~ 19.93, azaz i = 20 lépés sziikséges.
A lépéseket tablazatba foglaltuk, bekeretezve a végeredményt:

i [a,b] x oz f(z) =~

1 [0,1] 0.5 0.5 135 —a=x
2 [05,1] 0.75 0.25 04 b=z
3 [0.5,0.75] 0.625 0.125 057 —a=ux

20 0.95 x 106

1.2. A fixpont iteracios eljaras

A modszert az f () = x—g (z) = 0 alaki vagy ilyen alakra hozott egyenletek
esetén alkalmazzuk. Az f (z) = 0 egyenlet ekvivalens az

(1.3) 7= g()

egyenlettel. A modszer elnevezésének az az alapja, hogy a megoldéis egyben
az © — g (x) leképezés fixpontja: a leképezés soran helyben marado pont.
Valasztunk tehat egy zy kezdeti értéket, majd képezziik az

(1.4) r1=9g(x0), ra=g(x1), .., Tor1 =g (Tk), ...

sorozatot. Azt reméljiik, hogy a sorozat az egyenlet x* megoldasahoz (a
leképezés fixpontjahoz) konvergal. Tovabbi lényeges kérdés, hogy az iteraci-
ot az i-edik lépésben megallitva, legfeljebb mekkora tavolsagra vagyunk a
megoldastol. A kovetkezd két dbran geometriai szemléltetését adjuk az elja-
rasnak, ami énmagaban is igazolja, hogy a fixpont akar egyértelmi létezése
sem ad garanciat a konvergenciéra.
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1.2. Tétel. Ha g € Cla,b] és a < g(x) < b minden x € [a,b] esetén, akkor
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a g () figguénynek az [a,b] intervallumon van fizpontja.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy g(a) > a és g(b) < b. (EgyenlGség esetén maga
az a, illetve b fixpont lenne.) Legyen h(z) = g(z) — x. Ekkor h(z) folytonos
[a,b]-n, h(a) > 0és h(b) < 0. Ezért a h () fiiggvénynek van £ € (a,b) gyoke,

azaz h(€) = 9(€)€ = 0.

A fixpont iteracios eljaras vonzo gyok:

1.2



(b,g(b))
(a,2(a) s

a & b

1.1. Definicioé. A g € C'a,b] fiigguény kontrakcio az [a,b] intervallumon,
ha létezik 0 < q < 1 gy, hogy
lg(x) =g W) < qle—yl, =y¢€lab].

1.2. Példa. A g(x) = x* fiigguény kontrakcid a [O, ﬂ intervallumon, de a
[0, 1] intervallumon mdr nem az.

legyen példdul x,y € [%, 1} , de x # y Két dlymodon vdlasztott szdm ellenpéddt
ad, ugyanis

3
22— | = e +ylle—yl > lz—y[ >z -yl (z#vy)
rry 2
>3/2
1.3. Tétel. Banach-féle fixponttétel
Ha g € Cla,b], a < g(z) < b(x € [a,b]) és g(x) kontrakcid |a,b]-n, akkor
pontosan eqy fizpont létezik [a, b]-ben.

1.4. Tétel. Legyen g € C [a,b] Ha teljesiilnek a kévetkezdk:

(i) a < g(x) <bminden x € [a,b] esetén,
(it) az x — g(x) kontrakcid [a,b]-n q kontrakcids tényezdvel,

akkor az (1.3) egyenletnek pontosan egy megolddsa van [a,b]-n és az (1.4)
sorozat minden xo € |a,b] esetén az egyenlet egyetlen x* megolddsihoz kon-
vergdl. Ervényes tovdabbd az aldbbi hibabecslés:

k

(15) ’l’* — .CEk| S |£Ek — ,CL’k_1| < |$1 — LEQ| .

q
I—gq —1—g¢q



1.3. Fixpont iteracié

1.5. Tétel. Ha a g fiigguényre teljesiilnek a kévetkezdk:

(1) g € C'a,b] (azaz folytonosan differencidlhatd |a,b]-n),

(”) MaXzea,b] ‘g/ (I>| =q <1,
akkor az v — g (x) kontrakcid [a,b]-n q kontrakcids tényezdvel.

Bizonyitds. Ha x,y € [a, ], akkor a differencidlszamitas Lagrange-féle kbzép-
értéktétele alapjan létezik £ € [a, b], hogy

lg(x) =g W) =19 (&) (x—y)| =g ©)]]r —y| < qlz—yl.

A fixpont iteracios eljaras algoritmusa:
INPUT zg,e(e > 0).
1 k=1, z1=g(xo)
2 WHILE kilépési feltétel=hamis
3 Tpy1 = g (T)
4 k=k+1
Az algoritmus koltsége a felezd eljarashoz hasonld. Lépésenként itt is egy
fiiggvénykiértékelést kell végezni és ez hatarozza meg a koltséget. Tarolni
nem kell a sorozat minden elemét, elegend6 mindig csak az utolsé kett6t. A
kilépési feltételhez rendszerint ezekre sziikség van, ezért is szamitjuk ki még
a ciklus el6tt az x;-et.
Kilépési feltételként a kovetkezdket szokas hasznalni:

(A) 14 lzp — 21 <€ (egzakt hibabecslés)
(B) |Ik — $k,1| S £
(C) lor —glax)| < e

Ha nem alkalmazhatjuk az egzakt kilépési feltételt, akkor nagyon koriiltekin-
tGen kell eljarni, mert a (B) és (C) egyideji teljesiilése sem garantalja, hogy
valoban a gyok ¢ kérnyezetében jarunk, s6t, még a konvergenciat sem.

1.3. Példa. Oldjuk meg az f(x) = 4—4x*—e” = 0 egyenletet a [0, 1] interval-
lumon, dx; = ¢ = 107% hibakorldttal, fizpont iterdcids modszert alkalmazva.
A szdmitdsok eldtt igazoljuk a konvergencidt is.



Megoldas: Itt kisérletezhetiink az 2% egyik oldalra rendezésével és utana
négyzetgyokvonassal, hogy az alkalmas x = g (z) alakhoz jussunk. Kapjuk

tehat az )
r=g(x) = 5\/4 — v

egyenletet. (A négyzetgyokvonést pozitiv elGjellel végezziik mert pozitiv gyo-
kot kesesiink.)

A kapott g fiiggvény folytonos, de az is azonnal latszik, hogy szigorian
monoton csokken a [0, 1]-en. (Ezt a derivalt negativ volta mutatja.) Tehat a
minimumat az intervallum végpontjaban, a maximumat pedig a kezdGpont-
jaban veszi fel. Igaz tehat a kdvetkezd egyenlGtlenséglanc:

a=0<g(1) =0.56606 < g(z) < g(0) = 0.86603 < 1 = b.

Ezzel a konvergencia tétel elsé feltételét belattuk. (Vele egyiitt azt is, hogy
az egyenletnek van gyoke a keresett helyen.) A kijelolt intervallumon a deri-
valtfiiggvény, illetve az abszolit értéke:

—e” e’
Wi—er| 4/d—er
A [0, 1] intervallumon ez folytonos. Ugyanakkor |¢’ (z)| szigortan monoton
névekve, ezért maximumaéat az intervallum végpontjaban veszi fel:

o (@) = |

9/ (@)] < 1g/ (1)] = 0.60026 = ¢ < 1.

Tehat fennall a konvergeciatételiink (ii) feltétele is. Alkalmazhatjuk az (A)
egzakt kilépési feltételt és mivel a hibabecsléshez sziikséges a = ¢/(1 — q) =
1.502 a példéara nézve allando, ezt el6re kiszamoltuk. Legyen az iteracié kezd6
adata zg = 1 € [a, b] A szamitésok részleteit itt is tablazatban foglaltuk &ssze,
bekeretezve a végeredményt:

k =z 0 = a|xpyr — xg
0 1

1 0.566065 0.65

2 0.748111 0.27

14 0.43 x 1076

1.4. Hirmodszer

Legyen f : [a,b] — R folytonos, f(a)- f(b) < 0. Ekkor (a,b)-ben van gyoke f
-nek. Legyen zg = a,z1 = b. Az x), és x4 kozelitések ismeretében (ahol f(xy)-

10



f(zs) < 0) az f fiiggvényt kozelitsiik az (z, f(xg)) és (zs, f(zs)) pontokon
atmend egyenessel. Az egyenes x tengellyel vett metszéspontja legyen .
A kovetkez§ kozelitésben szerepls s index legyen:

s:{ k. ha f(xg) - f(p41) <0
s, ha f(z) - f(zre1) >0

Képlettel: legyen adott xq, 1 agy, hogy f(xo) - f(z1) < 0. Ekkor

I C7 R G )
Tpy1 = Tk Flan) = () (k € N),

ahol s a legnagyobb index, melyre f(z;) - f(zx) < 0.

1.6. Tétel. Ha

(i) f € C?ab],

(ii) f(a)- f(b) <0,

(1ii) f" és f" dllando eldjelid az [a,b] intervallumon,
(iv) 0 <my <|f],

(v) |f"] < My < o0

akkor a hirmodszer konvergens és a hibabecslése:

M.
|zpp — 2| < # 2y — 2| - |z — 2| (ke N).
1

1.5. Szel6modszer

Legyen f : [a,b] — R folytonos, és tegyiik fel, hogy (a,b)-ben van gyoke
f -nek. Legyen zy = a,z1 = b. Az x4_1 és x;, kozelitések ismeretében az
f figgvényt kozelitsiik az (xp_1, f(xx—1)) és (zk, f(xx)) pontokon atmend
egyenessel. Az egyenes x tengellyel vett metszéspontja legyen xy, ;. Képlettel:
legyen adott o, x1 gy, hogy f(x¢) - f(x1) < 0. Ekkor

. flxy) - (zp — 2p1)
L1 = Tk Fl) — Flon) (k € N).

1.7. Tétel. Ha
(i) f € C?[a,b],

11



(it) f-nek létezik x* € (a,b) gyike,

(11i) f" dllandd eldjeld az |a,b] intervallumon,

(i) 0 <my <[f],

(v) |f"] < M < oo,

(vi) legyen xy € [a,b] olyan, hogy |ro — x*| < r = min {%, la —a*|, |b— x*|}

akkor a megfeleld kérnyezetbdl inditott szelomddszer konvergens és a konver-
gencia rendje p = %‘F’ A hibabecslése:

M- .
|2pn — 2] < ﬁ oy — 2*] - gy — 2] (ke N).
1

1.6. A Newton-modszer

A modszert szokis érintémodszernek is nevezni. Tegyiik fel, hogy f : R —
R folytonosan differencidlhat6. A moédszer 1ényege, hogy az z;, pontban a
fliggvényhez érint6t hizunk és ennek az érintének a zérushelye adja meg a
keresett gy6k (k + 1)-edik kozelitését, azaz . -et.

400

3501

3001

2501

2001

1501

y=irany

1001

50

0
/ﬂﬂ//e////////////v X2 x1 x0=b
_50 |

-100

6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5
x—irany

Az abran az eldre felvett kezdeti zo (ami gyakran a szobanforgé interval-

lum valamelyik alkalmas végpontja) kozelitést és tovabbi kett6t tiintettiink
fel. Az érint6 iranytangense a k-adik pontban f'(zy) és egyenlete

y— flog) = f/(il’k)(l‘ — T).

12



Az y = 0 helyen metszi az z-tengelyt; ezt behelyettesitve:

f(z)
f(ar)’

Lk4+1 = Tk —

feltéve, hogy f'(zx) # 0.
Ehhez képlethez eljuthatunk egy kissé mas érveléssel is. Nevezetesen f(x)-
et linearizaljuk az x; pontban, azaz kozelitjiik az els6fokt Taylor-polinomjaval:

f(x) = flaw) + f'(zx) (@ — ).
Ezutan az f(z) = 0 egyenletet helyettesitjiik az
flar) + f'(@)(z —2) =0

egyenlettel, amelynek gyoke kozeliti az f(x) = 0 egyenlet gyokét.
A Newton-modszer tehat a kovetkezs. Adott egy xg € R kezdeti kozelités
és képezziik az
Lh+l = Tk — Jze)
f'(xk)

sorozatot. A Newton-moédszer konvergencidjara az alabbi tételt ismertetjiik:

(k=0,1,...)

1.8. Tétel. Ha az f fligguényre teljesiilnek a kévetkezok:

(1) f € C?[a,b] (kétszer folytonosan differencidlhato [a,b]-n),

(i) f'(z), f"(x) #0, ha = € [a,b] (dllandd eldjeliek),

(iii) f-nek van zérushelye (a,b)-n,

(1v) o € [a,b], valamint teljesil, hogy f'(xy) és f"(xo) azonos eldjeld,

akkor az T = T — j:/((:;’;)) sorozat konvergdl az egyetlen |a, b|-beli x* megol-

ddshoz. Ervényes tovdbbd az aldbbi hibabecslés:
. M
|z* — 2| < o (2 — z-1)?,

ahol 0 < m < |f'(z)| és M > |f"(x)|, azaz a derivdltak abszolit értékeinek
also, illetve felsd korldtjai |a, b]-n.

Ha az f fiiggvényre teljesiilnek a kdvetkezdk:

(1) f € C?ab],
(ii) f'(z), f"(x) #0, ha x € [a,b] (4llando elGjeliek),

(iii) f-nek van zérushelye (a,b)-n,
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(iv) xo € [a,b], valamint teljesiil, hogy f'(xq) és f"(zo) azonos elGjeli

f(@k)
! f'(@k)
oldashoz. Ervényes tovabba az alabbi hibabecslés:

akkor az xpy 1 = ) — sorozat konvergal az egyetlen [a, b]-beli 2* meg-

M
2" — x| < o (xr — z1-1)?,

ahol 0 < m < |f'(z)| és M > |f"(x)|, azaz a derivaltak abszolat értékeinek
also, illetve felsé korlatjai [a, b]-n.

Bizonyitds. A zérushely egyediili volta az f szigori monotonitasabol kovet-
kezik (f" # 0). Az is vilagos, hogy ekkor az intervallum két végpontjaban
ellentétes az f elGjele, kovetkezésképpen az egyik végpont mindig teljesiti a
(iv) feltételt. Négy eset kiilonboztethets meg, az f'(x), és f”(x) elGjeleitsl
fiigg6en. Mind a négyre hasonlo a bizonyitas, ezért csak az abran is lathato
f'(x) >0, f'(x) > 0 esetet mutatjuk meg. Ekkor az (iv) feltétel miatt f(x¢)
is pozitiv, az f'(x¢) pozitivitdsa és korlatossdga miatt (zart intervallumon
folytonos fiiggvény ott korlatos is) pedig x; < zy.
Felirva a mésodfokt, maradéktagos Taylor-polinomot

f" (1)
2

fla1) = f(@o) + f' (zo) (21 — 20) + (1 —x0)* (€ [w1,20]),
lathato, hogy f az érint6 f6lott halad, igy f(z1) > 0 is fennall.

A masodik lépésben az x jatsza az xy szerepét, tehat xo < xq, és igy
tovabb. Az {z;}32, sorozat monoton csokkend tehét, de korlatos is, mert
minden érint6 az f alatt marad az intervallumban. Kovetkezésképp az z* egy
als6 korlat. Monoton korlatos sorozat konvergens is, legyen a hatarérték ¢.
Vegyiik az xy41 = o — J{C,((Z’“)) sorozat mindkét oldalan a k — oo hataratmene-
tet, a folytonossag miatt mindkét oldal hatarértéke ugyanaz a t, ami csak az
f(t) = 0 mellett lehetséges, azaz t = x*. A megoldashoz valé konvergenciat
ezzel belattuk.

A hibabecsléshez irjuk fel az els6fokt maradéktagos Taylor-polinomot az
x* pontban, a masodfokit pedig az x;-ben:

f (@) = f (7)) + /() (w1 —27)

/()
2

ahol &, ¢ € [a,b]. A két egyenlet baloldala egyenld, igy a jobboldalukon allo
kifejezések is.

f(wrgn) = f () + f (n) (Tpgr — ) + (Th1 — 21)°,
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A els6ben f (z*) =0, a masodikban f (xy) + f' (zx) (vgr1 — zx) = 0, igy

7€) rn — ) = T (g~ g?.

Vegyiik mindkét oldal abszolut értékét, £ helyett irjunk & — 1-et. Rendezziik
at az egyenletet és vegyiik figyelembe, hogy m az |f'(£)| als6, M pedig az
| f"(C)] felst korlatja. Ezzel megkapjuk a hibabecslést. H

Ez a hibabecslés mutatja, hogy a konvergencia sebesség masodrendii (négyzetes).
Az is egyszertien belathato, hogy a k + l-edik kozelités relativ hibaja a k-
adikénak a négyzete.

A Newton-moébdszer algoritmusa:
INPUT zg,e(e > 0).

1 k= 1, r1 = Ty — f(l’o)/f,(l'o)

2 WHILE kilépési feltétel—hamis A kilépési feltételek hasonloak le-

3 i1 = xp — far) [ f (2n)

4 k=k+1
hetnek, mint a fixpont iteraciéonal. Ha igazolni tudtuk a konvergenciat és
becsiilni az m, M értékeket, akkor az (A) egzakt hibabecslést végezhetiink,
egyébként a (B) vagy/és a (C)-t (ez utobbindl |f(zx)| < €).

1.4. Példa. Oldjuk meg az f(x) = 4 — 42® — e = 0 egyenletet a [0,1] in-
tervallumon, dx; = ¢ = 1075 hibakorldttal, Newton-mddszerrel. A szdmitdsok
eldtt igazoljuk a konvergencidt is.

Megoldas: Kénnyen kiszamolhato, hogy
fl(x)=-8r—€e"<0 és f"(x)=—-8—¢"<0.

Ezekbdl a derivaltakbol azonnal latszik azok allando elGjele is az adott inter-
vallumon; ezzel a konvergenciatétel els6 két feltételét igazoltuk.

Az f(0) = 3 és f(1) = —e értekek ellentétes elGjele egyben az (iii) fel-
tétel teljesiilését jelenti. Az xy = 1 valasztéssal pedig az utolso feltétel is
fennall. Van tehat egyediili * megoldas a [0, 1]-n és az a Newton-modszerrel
megkdzelithets. Az egzakt hibabecsléshez sziikséges konstansok is konnyen
adodnak: mindkét derivalt abszolut értéke szigorian monoton nd, igy az elsé
a minimumat az a helyen, a masodik pedig a maximumét a b helyen veszi fel.
Tehat m = |f'(0)| =1és M = |f"(1)] = 10.72. Itt is el6re kiszamolhatjuk a
példara nézve allando f = M/(2m) = 5.36 értéket.

Az iteraciok eredményeit itt is tablazatba foglaltuk.
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z or = 6 (.’L’ - xelozo)2
1

0.74638828573  0.35
0.70459003270  0.94 x 1072
0.70344043705 0.71 x 107°

10.70343957116| 0.41 x 10~

B W N O s,

1.7. Az érinté parabola-médszer

Ennél a modszernél az érinté egyenesek helyett érinté paraboldkat haszné-
lunk.

Legyen adott egy [a,b] intervallum, amelyben az f(z) = 0 egyenletnek
van gyoke. Tegyiik fel, hogy f differencialhato [a,b]-n és f(b) > 0. (Ha nem
teljesiil, akkor a —f(x) = 0 egyenletet oldjuk meg). A (b, f(b)) pontba vég-
telen sok olyan érintGparabolét illeszthetiink, amely metszi az = tengelyt.

Ugyanis a

p(e) = f(0) + ['(B) (& —b) = Mz —1)>, M >0

fiiggvények barmelyikének a képe parabola, és f(b) = p(b), f'(b) = p/(b). Az
M > 0 miatt az x tengelyt két pontban metszi mindegyik parabola.

Mivel az [a, b]-ben keresiink gy6kot, ezért a baloldali metszéspontot vessziik
figyelembe. A p(x) = 0 egyenlethdl:

f/<b) 1 / 2
I=$1=b+m—m\/(f(b)) +4M f(b).

Innen a modszer formulaja (b helyére z4-t, x; helyére x4, -t irva):

L) PP + 400 (@) k=012...

Tpy1 = Tk +

A kovetkezd tétel megadja, hogy milyen M értékeket érdemes hasznélni.

1.9. Tétel. Az f(x) =0 egyenlet esetén legyen f € C?[a,b], legyen f(b) > 0
és tegyiik fel, hogy

1
M > = max |f"(x)].

2 zela,b]

Ekkor az xg = b wvdlasztdssal a mddszer konvergdl a b ponthoz legkdzelebbi
[a, b]-beli gydkhdz (ha az |a,b] intervallumban van gydk), ellenkezd esetben
véges sok lépés utdn xp < a.
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2. fejezet

Nemlinearis egyenletrendszerek
megoldasa

Az z =G (z) (G:R" - R") ésaz F(z) =0 (F : R" — R") alakua egyen-
letrendszerek kozelité megoldasi modszerei koziil emlitiink kett6t. Mindkett6
a mar egydimenzioban megismert valamelyik moédszer kiterjesztése tébbdi-
menziora.

2.1. Fixpont iteracios eljaras

Az © = G (x) egyenletrendszer fixpont iteraciojat tulajdonképpen mar el-
mondtuk (a lineéris egyenletrendszereknél is és az egydimenzios eljarasoknal
is). Ha a D C R" zart tartomanyra teljesiil a

G(zr)eD, z€D
és valamilyen indukalt norméban a
IG(z) =Gl <qlle—yll, zyeD (0<q¢<l1)

kontrakcios feltétel, akkor tetszéleges 2(*) € D esetén az alabbi algoritmus
linearis sebességgel konvergal az © = G () egyenlet egyetlen megoldaséhoz.
A fixpont iteracié algoritmusa:
1 Input 2, ¢ >0.
2 k=1, 20 =@ (x(o))
3 WHILE kilépési feltétel=hamis DO
4 2+ — (l,(k)>
3 E=k+1
Megjegyezziik, hogy a kilépési feltételek is azonosak az egydimenzios eset-
tel, annyi modositassal, hogy abszolit érték helyett norméat vesziink és felsd
indexet hasznalunk.
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2.2. A Newton-modszer

Itt is valamely 2(®) € R™ kezdeti vektorbél kiindulva allitunk el§ egy soro-
zatot, amely reményeink szerint (bizonyos feltételek megléte esetén garan-
taltan) az egyenletrendszer megoldasédhoz konvergal. Az F(x) = 0 (x € R")
egyenletrendszer skalar alakja:

f1 (xl,xg,...,xn) =0

fn (.Tl,ﬂ?g, Ce ,.CEn) = O
Az egyes skalar egyenleteket linearizaljuk az z® = [@{’“), x(zk), e ,x%k)]T €
R™ pontban, majd az igy kapott linearis egyenletrendszer megoldéasa szolgél-
tatja az ¥t kozelitést. Az i-edik skalar fiiggvény elséfoka Taylor-polinomja
az z® pontban:

filry, e, ... xy) = f; x(ki),x(k),...,x(k)
1 2 n
=1

0 R .
+ a_fi(xg Vol k) (xj . >> '
=1 9T

Témérebb formaban ugyanez

filz) = fi(@®) + Vi (@) (z — 2)

fal@) % fala®) + T £ (20T (2 — 29),

ahol Vf;(x®) az i-edik skalar fiiggvény gradiense az x*) pontban, azaz az
F Jacobi-matrixanak i-edik sorvektora az z(*) pontban. Az F(x) = 0 egyen-
letrendszer megoldésa helyett keressiik a linearizalt egyenletrendszer

H1@®) + V(20 (x — 2®) = 0

Fula®) 4 V£ (@) — 29) =,

megoldasat. Vegyiik észre, hogy az y = f;(2®)+V f;(z™)T (z —2®) egyenlet
az y = f;(z) fiiggvény érint6 (hiper)sikja az z® pontban. Az **+1 kozelités
az érintGsikoknak az y = 0 sikon 1év6 kozos pontja.

Az F fiiggvény

V fi(z)"

afi(x)} :jZl .

J(z) = { 0
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Jacobi-matrixaval tomorebben is megfogalmazhato a linearizalt egyenletrend-
szer:

(2.1) F(z®™) + J(2®)(z — 2®) = 0.
Ennek megoldésa:
(2.2) 2D = 28— 7] T FE®) (k=0,1,...).

Az {x(k)} sorozat fenti elGallitasat nevezziikk Newton-modszernek. Amennyi-
ben a skalar szammal valod osztast agy tekintjiik, hogy az az inverzével (recip-
rokaval) balrol torténd szorzas, akkor tokéletes analogiat latunk az (2.2) és az
egydimenzidés Newton-modszer kozott. Ugyanigy az algoritmusok kozott is,
annyi eltéréssel, hogy a gyakorlatban soha nem invertaljuk a J (x(k)) Jacobi-
méatrixot. Helyette az (2.1) linearis egyenletrendszert oldjuk meg valamely
alkalmas modszerrel, a A® = z — 2 4j valtozo bevezetésével.

A Newton-moédszer algoritmusa egyenletrendszerekre:

1 Adott 2@ e R*, ¢ > 0.

2 FOR:=0,1,2,...

3 Oldjuk meg a J(z)A®) = —F(2(*) egyenletrendszert.
4 2F) = (k) L AK)

Az algoritmust itt taxativ ciklussal irtuk le; természetesen gondoskodni
kell a kilépési feltételrsl. Az alkalmazhato kilépési feltétel itt is a korabban
megadott (B) vagy/és (C) lehet, értelemszeriien valamilyen norméaban alkal-
mazva. (Természetesen az iteracioszam korlatozasarol se feledkezziink meg.)
Egzakt (A) hibabecslésre igen ritkdn van modunk. Ismeriink ugyan konver-
genciatételeket, amelyek becslést is adnak a hibara, &m azok feltételeit a
legritkabb esetben sikeriil belatni, illeve az azokban szereplé konstansokat
megbecsiilni (a koltségekrsl nem is beszélve). Mindenesetre ezen tételek iga-
zoljak, hogy az eljards konvergencidja alkalmas feltételek esetén lokalis és
mésodrendd.

Megjegyezziik, hogy a lokalis konvergencidn azt értjiik, hogy csak bizonyos
tartomanybol, rendszerint az z* megoldas sztik kérnyezetébél valasztott (¥
kezdeti vektor esetén konvergens. Ebben az értelemben az egy- vagy tobb-
dimenziés fixpontiterdcid és az egydimenzidés Newton-modszer is lokalisan
konvergens.

2.1. Példa. Oldjuk meg az F(x) = [fi(x), fo(zx)]" = 0, z = [21,22]"
egyenletrendszert Newton-mddszerrel, ha

filz) = 2y 4+23-5
fo(x) = 2% — mo/z1 — 3.
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Megoldas: A Jacobi-matrix:

1 2!132
J(z) = z
D= st-gzg -va
Legyen a kezdovektor () = [3, —5]". A
J(x(o))A(O) — _F<x(0))

lineéris egyenletrendszer:

1 —10.000000 Ay | | 23.000000
28.443376 —1.732051 Ay | 32.660254 |-

Az egyszertiség kevéeért itt elhagytuk a A vektor fels§ indexeit. A megoldas:
A ~1.014374 | | 2V o [ A 1.985626
A 2198563 |7 | z{V Ay —2.801437

A kilépési feltételhez sziikséges normék:

Al = 2198563, [|F(z")||_ = 8.776312.

A tovabbiakban pedig
22| [ 1.384174
22 || —2.046071 |°

Al = 0.755366, ||F(z)]|_ = 2.059214.

291 [ 1.000000
9 | 7 | —2.000000 |’
A, =016 x 107, ||F(z®)]| ~ 1077

Megjegyezziik, hogy a gyok szoros kozelében az eljaras ugyanigy begyorsul,
mint egydimenzioban; mig az z(® 6t tizedesjegyre volt pontos, az (%) mar
valojaban 10 jegyre, a 7-lépésben pedig méar elértiik a lehetséges 15 tize-
desjegy(i maximalis pontossigot és a kilépési norméak is 1079, illetve 10715
nagysagrendiiek.
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3. fejezet
Optimalizalas

Optimalizalasi feladat szamos helyen el6fordul. A legrégebbi ilyen tipusu fel-
adatok a kovetkezdek:

o [zoperimetrikus probléma. Adott hosszisagiu sikbeli zart gorbék koziil
hatarozzuk meg azokat, amelyek altal bezart teriilet maximalis.

e Dido elsd problémdja. Adott hosszisagi, egy zart félsikban halado gor-
bék koziil hatarozzuk meg azokat, amelyek végpontjai a félsik hatarolo
egyenesén vannak, és amelyek ezzel az egyenessel maximalis teriiletet
zarnak be.

e Dido mdsodik problémdja. Adott hosszlsagu, egy zart félsikban halado
és a félsik hatarold egyenesének el6irt pontjaban kezd&dé és végz6ds
gbrbék koziil hatarozzuk meg azokat, amelyek ezzel az egyenessel ma-
ximalis teriiletet zarnak be.

o Fuklidesz feladata. Adott haromszogbe frjunk maximalis teriiletd para-
lelogrammét.

Manapsag példaul azt kell meghataroznunk, hogy hogyan lehet az egyik
varosbol egy masik varosba a legrévidebb tton (leghamarabb) eljutni. A li-
nearis programozas feladata gazdasagi jelent&séggel is bir.

Ebben a fejezetben néhany, a késGbbiekben felhasznalasra keriils, jeldlést
és fogalmat gytjtiink Ossze.

3.1. Konvexitas, kvazikonvexitas

Az A C R" halmazt konvezrnek nevezziik, ha tetszéleges két pontjaval egyiitt
az azokat 0sszekots szakaszt is tartalmazza azaz, minden x,y € A és A € [0, 1]
esetén Ax + (1 — Ny € A.
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A Az + (1 — Ny vektor az =,y pontok linearis kombinécioja. Tetszéleges

X1, %9, ..., T, € R™ pontok konver kombindcidjat a kovetkezSképpen defini-
alhatjuk:
3.1. Definicid. Legyenek \i, o, ..., \x olyan pozitiv szamok, melyre

k

i=1
Ekkor az i
i=1

vektor az adott pontok konvex kombindcidja.

3.1. Példa. Példak Konvex és konkdv halmazokra:

O ON

Konvex halmazok

[QEIEEA

Konkav halmazok

3.2. Definicié. Az f : D C R" — R fiiggvény konvex, ha minden x,y € D
s 0 < A <1 esetén

fOz+ (1= Ny) < AMf(z)+ 1 =N F(y).

Az f fiigguény szigoruan konvex, ha minden xz,y € D és 0 < X\ < 1 esetén

JOz 4+ (1= XNy) <Af(z) + (1 =) f(y).

Az f figgvény (szigortian) konkav, ha —f (szigorian) konver.
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Ez a definici6 ekvivalens moédon megfogalmazhaté a kovetkez&képpen is:

3.3. Definicié. Az f: D C R" — R fiiggvény konvex, ha
flz+ Ah) < f(z) + ANAf(2) (x,x+heD,0<A<1),

ahol
Af(z) = flxz+h)— f(z).

Az f D CR" — R fiigguény szigortan konvex, ha
flz+ Ah) < f(x) + AAf(2) (xr,x+heD,0<A<]).

Sziikségiink lesz ezen klasszikus fiiggvénytipusok kovetkezs altalanosité-
sara is:

3.4. Definici6é. Az f : D C R" — R fiigguény kvézikonvex, ha minden
r,ye D és 0 < X< 1 esetén

fOr+ (1= Ny) <max{f(z), f(y)}.

Az f fiigguény szigortan kvazikonvex, ha minden x,y € D és 0 < A < 1
esetén

fO + (1= Ay) <max{f(z), f(y)}.

Az f figguény (szigortian) kvéazikonkav, ha —f (szigorian) kvdzikonver.

Ez a definicié valos esetben megfogalmazhato alsé és fels§ nivohalmazok
segitségével is.

3.5. Definici6. Legyen I egy intervallum és f : I — R. Az f fiigguényt
kvdzikonvernek mondjuk, ha az

L(fia) ={zel: f(x) <o}

alsé nivohalmazok minden o mellett konvexek. Hasonloan: az f : I — R
fugguényt kvdzikonkdvnak nevezzik, ha az

L(fia) ={z e I: f(z) = o}
felsd nivohalmazok minden o mellett konvexek.

A konvex fiiggvények az értelmezési tartoméany belsejében folytonosak, a
kvazikonvexitasbol viszont nem kovetkezik a folytonossag. Erre példa lehet
tetszdleges szakadasos monoton fiiggvény, példaul a sgn(x).
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3.2. Példa. A kovetkezd dbrdkon konvex, szigorian konvex, kvdzikonver és
szigoruan kvdzikonvex figguények lathatoak.

F N F N

\J
y

(@) (b)

\/
\{

\ 4
v

(¢) ()

v

(9)
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Az (a) dbrdan egy szigorian konvez, a (b) és (¢) dbrdkon lathatd figgvények
konvezek, a (d) és (e) szigorian kvdzikonver fiigguényeket mutat, végil az (f)
és (g) figgvények kvdzikonvezek.

3.6. Definicio. Egy f: D CR" — R. Az f fiigguény epigrifja

epi(f) = {(z.y) : f(2) <y} SR

halmaz.

D
Epigrdf R?-ben

Egy konvex D halmazon értelmezett f : D — R fiiggvény akkor es csak
akkor konvex, ha f epigrafja konvex halmaz.

Egy A C R"™ halmaz affin burkdn az 6t tartalmazd legsziikebb lineéaris
sokasagot értjiik, jele aff A.

Legyen A C R", az x € A pont benne van A relativ belsejében ha létezik
olyan e pozitiv valos szam, hogy B.(z)Naff A C A. A relativ belsejében 1év6
pontok halmazat ri A-val jeloljiik.

3.2. Figgvények széls6értékei

Els6 1épésként definidljuk a kérnyezet fogalmat.

3.7. Definicié. Az
(3.1) S(xzo,r) ={x € R": ||z — o] < r} CR"
halmazt az xo € R™ pont korili r sugard nyilt gombi kornyezetnek nevezziik.

Ebben a fejezetben Gsszefoglaljuk az egy- és tobbvaltozos fiiggvények szél-
sGértékeivel kapcsolatos alapvets definiciokat és eredményeket.
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3.8. Definicid. Legyen adott egy f : R™ — R vektor-skaldr figguény (n > 1).
Az x* € Dy pont az f fiigguény globdlis minimumhelye, ha

f@) < f(z) (zeDy)

és globdlis maximumhelye, ha

f@) = f(z) (zeDy).

3.9. Definicid. Legyen adott egy f : R™ — R vektor-skaldr figguény (n > 1).
Az x* € Dy pont az f fiigguény lokdlis minimumhelye, ha létezik 6 > 0 szdm,

hogy
f@®) < f(z) (xe€DynS(z",0))

és lokdlis mazimumhelye, ha
f@)>f(z) (xeDrnS(z*,9)).

A minimum-, vagy maximumbhelyre egyarant az ertremdlis pont elneve-
zéssel utalunk.

3.3. Példa. Az f(z) = 3a* +4y* — 122 + 8y fiigguénynek egyetlen minimum-
helye van: x = 1,y = —1, amil az alabbi dbra is mutal:

-45-2-15-1-050 3

F

3.10. Definicio. Egy =* € Dy minimumhelyet szigorinak nevezzik, ha egy
0 > 0 szdmra fenndll, hogy

f@) < f(x), Ve e DrNS(2%,0),x # a*.
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Egy x* € Dy mazimumhelyet szigorinak nevezzik, ha egy 6 > 0 szdmra
fenndll, hogy

fx) > f(x), Vo e DyN S (z*,6),x # ™.

Ha egy minimumbhely nem szigoru (erds), akkor gyenge minimumhely-
nek is hivjuk. Az el6z§ példa minimumhelye szigori minimum. Az f(z) =
(22 + 4xy 29 + 23) (21 — 325)° fiiggvénynek az 1 = 3z, egyenes barmely pont-
ja gyenge minimumbhelye.

Ismertek a kovetkezd eredmények:

3.1. Tétel. Legyen f : R — R eqy figgvény. Ha f € Ct és x* extremdlis
pont, akkor f'(z*) = 0.

3.2. Tétel. Legyen f: R — R eqy fiigguény. Ha f € C? és x* minimumhely
(mazimumbhely), akkor f'(z*) =0 és f"(z*) >0 (f"(z*) <0).

3.3. Tétel. Legyen f : R — R egy fiigguény. Ha f € C? f'(z*) = 0 és
teljestl, hogy f"(z*) > 0 (f"(x*) < 0), akkor a* az f figgvény minimumhelye
(mazimumbhelye).

3.4. Tétel. Legyen f : R™ — R egy vektor-skaldr fiigguény. Ha f € C* és x*
extremdlis pont, akkor

Vf(x*)=0.

A Vf(z*) = 0 feltételt stacionarius egyenletnek (egyenletrendszernek)
nevezziik.

3.5. Tétel. Legyen f : R™ — R egy vektor-skaldr fiigguény. Ha f € C? és x*
minimumhely (mazimumhely), akkor

Vi)=0
€s a 02 f ()]
o x
H@)= [ Ox;0x; :|i,j:1

Hesse-mdtriz pozitiv (negativ) szemidefinit.

3.6. Tétel. Legyen f : R® — R eqy vektor-skaldr figgvény. Ha f € C2,
Vf(z*) =0 és a H (x*) Hesse-mdtriz pozitiv (negativ) definit, akkor az x*
pont minimumhely (mazimumbhely).
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AVf(xz)=0(f:R" = R) egyenlet megoldasait, amelyeket az optimali-
zalasban stacionarius pontoknak neveziink, az f fliiggvény kritikus pontjainak
is szokas hivni. Mi csak olyan kritikus pontokkal foglalkozunk, amelyek nem
degeneraltak, azaz det(H (x)) # 0.

Megmutathatd, hogy csak olyan nemdegeneralt kritikus (stacionérius)
pontok léteznek, amelyekben a H (x) Hesse-méatrixnak [ pozitiv és n— [ nega-
tiv sajatértéke van (0 <1 <mn). Ha l = 0, akkor H(x) negativ definit (maxi-
mumbhely), ha [ = n, akkor H(z) pozitiv definit (minimumhely), a 0 <l <n
esethben nyeregpontrol beszéliink. Nyeregpontban nincs szélsGérték.

Degeneralt kritikus pontokban elvileg lehet szélsGérték am ennek vizsga-
lata altaldban nem egyszert.

3.4. Példa. Hatdrozzuk meg az f (w1, 32) = 3+ 23 — 3w1 — 1229+ 3 fligguény
szélsdeértékeit és nyeregpontjait! Az

3z -3
Vh o) = | i T | =0

stactondrius egyenletbdl konnyen kapjuk, hogy az v1 = £1 és xg = £2 ér-
tékekkel képezett 4 darab (x1,x2) pontpdr adja a figguény kritikus pontjait.
Maunthogy

. 61’1 0
H(ml’xz)_[ 0 63:2]
behelyettesitéssel konnyen megkaphatjuk, hogy az (x1,x2) = (1,2) pontban
lokdlis minimuma van, az (x1,x2) = (—1,—2) pontban lokdlis mazimuma
van, mig az (x1,x9) = (1,—2) és a (x1,22) = (1,—2) pontokban inflexids

(nyereg) pontja van.
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3.3. Matematikai programozasi (MP) feladat

A matematikai programozasi feladatot a kovetkezSképpen definidljuk.
Meghatarozandé az x = (z1, ..., x,) vektor, amely minimalizalja az

f(xla'”axn)
fiiggvényt az alabbi feltételek mellett

gi(x1,...,z,) <0, i=1,...,k
hi(xl,...,l'n):(), izl,...,m
re X

ahol az x € R" a dontési valtozo vektor, az

fR" R g :R" R A :R">Re=1,...,m)

n valtozos valos fiiggvények, amelyeket rendre célfiiggvénynek, egyenlétlen-
séges ill. egyenléséges feltételi fliggvényeknek neveziink. Az X C R” halmaz
pedig nyilt halmaz. Szamos problémaban £k = m = 0 és X = R", az ilyen
feladatot feltétel nélkiili optimalizalasi feladatnak nevezziik. Egyéb problé-

mékat pedig feltételes optimalizalasi feladatnak neveziink.
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3.4. Linearis programozasi (LP) feladat

A legegyszeriibb feltételes optimalizalasi feladatban a célfiiggvény és a felté-
teli fiiggvények a dontési valtozonak linearis fiiggvényei, ezt az optimalizalasi
problémat lineéaris programozasi feladatnak nevezziik. A linearis programo-
zasi feladat standard formaja a kovetkezd:

Skalar formaban:

Minimalizalandé a

n
E CjTj
j=1

a kovetkezs feltételek mellett

n
Zaijij:bi, izl,...7m
j=1

x; >0, j=1,...,n

Métrix-vektor forméaban:

¢’z — min!
Az =10
z >0

ahol A € R™"™ b € R™, ¢ € R” ismert konstans matrix ill. vektorok, x € R"
pedig a dontési valtozo vektor. A ¢’z a c és az v vektorok skalaris szorza-
tat jeloli. Néha, ahol nem zavard, ott az egyszeriiség kedvéért a cx jelolést
hasznaljuk, vagy a < ¢, x > jelolés is elfogadott.
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4. fejezet

Altalanos nemlinearis
optimalizalasi feladat

Az altalanos nemlineéris optimalizalasi feladat (Nonlinear Optimization NLO)
a kovetkezSképpen irhato fel:

f(z) - min (max)
(4.1) hi(z) = (t=1,...,m),

gj(x) < (j=1,...,7)
aholr€e DCR™ f:D—Résh;,g;:D—=-R (i=1,....,m,j=1,...,r).
A

0
0

hi(x)=0 (i=1,...,m)
korlatozast egyenl@ségi feltételeknek, a
gj(x) <0 (j=1,...,7)

korlatozast pedig egyenl6tlenségi feltételeknek nevezziik. Ha nincs semmilyen
korlatozo feltétel, akkor feltétel nélkiili optimalizalasrol beszéliink.

A feltételeket kielégité pontokat megengedett megoldasoknak nevezziik,
halmazukat F-fel jeloljiik, vagyis

F={xeD:hi(x)=0,9;(z) <0,(t=1,...,m,j=1,...r)}.
A fenti feladatot tomorebb formaban is felirhatjuk. Legyen

hl ([L’)
h(x) = : (h:R" —R™),
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g(x) = : (g :R"—=R")
- (2)
és vezessiik be a kovetkezd jelolést.

4.1. Definicidé. Legyen x,y € R". Az © < y egyenldtlenség akkor és csak
akkor teljesil, ha x; <wvy; (i=1,...,n).

A fenti jel6léseket felhasznalva a feladatot a kovetkezd alakban frhatjuk:
f(z) - min (max)
(4.2) h(z) =0
g(x) <0
4.2. Definici6. A (4.1) feladat megengedett megolddsainak halmaza:
S={x|zeR" h(z)=0, g(x) <0}.
Az x vektort megengedett megolddsnak nevezziik, ha x € S.
4.1. Megjegyzés. Valdjiban
S={zlzeD(f), h(z) =0, g(z) <0}

volna a helyes definicid, de feltesszik, hogy a h (x) =0 és g (x) < 0 feltételek
egyiittes fenndlldsa esetén x € D (f).

Elsfordulnak csak egyenlGségi, vagy csak egyenlStlenségi korlatokat tar-
talmazo szélsGértékfeladatok is. Ezek altalanos alakja

f(z) > min (max)
h(x) =0,

illetve
f(z) > min (max)
g(z) <0.
A feladatok megengedett megoldas halmazai értelemszertien az
S={x|zeR" h(z)=0},
illetve a
S={z|zeR", g(z) <0}
halmazok.
Az optimalizalasi feladatot felirhatjuk a kovetkezé forméaban is:

f(z) = min (max) (z€S9).

Feltétel nélkiili optimalizalas esetén S = D(f). Feltételes optimalizalasrol
valojaban akkor beszéliink, ha S C D(f) és S # D(f).
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4.3. Definici6. Az x* € S vektor optimdlis megoldds, ha fenndll, hogy
f@)<f(x), VeeS (f(@")=f(x), Voels).
Az x vektort megengedett megolddsnak nevezziik, ha x € S.

Tomoren jelolve egy z* € S megoldast optimélisnak neveziink, ha

P —minfe) () = maxf).
4.4. Definicié. Az z* € S wvektor lokdlisan optimdlis megoldds, ha létezik
olyan d > 0 szam, hogy

P = i f@) (Fa)= e @)
4.5. Definici6é. Egy z* € S minimumbhelyet szigorinak neveziink, ha egy
0 > 0 szamra fenndll, hogy

f@) < f(z), YeeSNS(x"0), x#a".

Egy x* € S mazimumhelyet szigorinak nevezink, ha egy 6 > 0 szdmra fenn-
all, hogy
f@*)> f(x), VYreSNnS(z"9), x#a"

Szamos esetben csak egy lokalis optimumot tudunk (akarcsak kozelito-
leg is) meghatarozni. Az optimum létezésére kovetkeztethetiink Weierstrass-
tételebdl, ha S C R™ korlatos és zart halmaz és az f(z) célfiiggvény az S
halmazon folytonos. A gyakorlatban ezt a tényt csak ritkin hasznalhatjuk
ki.

Végiil megjegyezziik, hogy elég csak az f(r) — min (z € S) minimum
feladatot vizsgalni, mert fennall a min f(x) = — max(—f(z) egyenlGség.

4.1. Nemlinearis optimalizalasi feladatok oszta-
lyozasa

A fenti definiciokat hasznalva megadhatjuk a NLO feladatok néhany osz-
talyat. Ezeknek az osztalyoknak a leirdasakor felhasznéljuk azt a trivialis
tényt, hogy az R"-beli nemnegativ vektorokbol 4ll6 R7, halmaz konvex. Egy
f:R™ = R fiiggvényt kvadratikusnak neveziink, ha
1 1 n n n
f(z) = §9UTQ$ + bz +c= 5 Z Z Qi ;%5 + Z bix; + c,
i=1

i=1 j=1
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ahol A € R™™" szimmetrikus matrix, b € R" és ¢ € R. Ha () = 0, akkor f-et
affin vagy lineéris fliggvénynek mondjuk.
Altalaban a NLO feladatok kévetkezs osztalyait kiilonboztetjiik meg:

4.2.

(4.3)

Linedris optimalizdlds (LO): f,qg1,...,9r €8 hi,..., h, affin (linearis)
fiiggvények és a D halmaz vagy R"-nel vagy R -szal egyezik meg.

Feltétel nélkiuli optimalizdlds: Az r =0 és m = 0 (azaz az indexhalma-
zok iiresek), valamint D = R".

Konvez optimalizildas (CO): f, g1, ..., g, konvex fiiggvények, hy, ..., hy,
affin (linearis) fiiggvények és D konvex halmaz.

Folytonos konvex optimalizdlds: Konvex optimalizalasi feladat az elGb-
bi értelemben, de emellett az Osszes fiiggvény kétszer folytonosan diffe-
rencialhato. Megjegyezziik, hogy ezen kiviil még tovabbi folytonossagi
kovetelményeket is fel fogunk tenni a késGbbiekben.

Kvadratikus optimalizdlds (QO): Az f célfiiggvény kvadratikus, a felté-
telben szerepld Osszes ¢i1,...,¢, és hy, ..., hy,, figgvény affin (linearis)
és a D halmaz vagy R"-nel, vagy R -szal egyezik meg.

Kuvadratikusan korldtozott kvadratikus optimalizdlds: Ugyanaz, mint a
QO, de a gy, ..., g, fliggvények kvadratikusak.

Konvez kvadratikus optimalizdlds (KKO): Ugyanaz, mint a QO, de az
f célfiiggvény konvex.

Konvex kvadratikusan korlatozott kvadratikus optimalizdlds: Azonos a
kvadratikusan korlatozott kvadratikus optimalizalasi feladattal, viszont

az f célfiiggvény és a kvadratikus g, ..., g, fliggvények konvexek.
EgyenlSségi feltételek
Legyen f:R" - R, h:R" — R"(m < n) és vizsgaljuk az
f(z) — extr
h(z) =0

feltételes szélsGértékfeladatot!
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4.6. Definicido. Legyen z* € S = {x € R" | h(2*) = 0} és tegyiik fel, hogy
h e C' (S (z*,€)) valamilyen € > 0 értékre. Az x* pont requldris, ha a

Vhy (z*),...,Vhy, (%)
gradiens vektorok linedrisan fiiggetlenek.

4.7. Definicié. Az (4.3) optimalizdldsi feladat Lagrange-figgvénye
L(z,\) = f(x) + NTh(z) = f(x) + > Aihi (x),
i=1

ahol A = [A1, ..., A" € R™.

A A\, A\, egylitthatokat Lagrange-szorzoknak (multiplikdtoroknak) is
nevezik. A L(z, \) fiiggvény z vektor szerinti gradiensét V,L(z, ), az x
vektor szerinti Hesse-méatrixat pedig H L(z, A) fogja jeldlni.

4.1. Tétel. Legyen x* lokdlis minimum (mazimum) pont és tegyik fel, hogy
az x* pont requldris. Fkkor egyértelmiien létezik eqy \* € R™ gy, hogy

V.L(z*, \*) = 0.
Ha f,h € C? (S (z*,¢)) és x* minimumhely, akkor fenndll
THL( )2 >0, VzeR"és Vh(z*) z=0.
Ha f,h € C?(S (x*,¢)) és x*mazimumhely, akkor fenndll
JTHL(z N2 <0, VYzeR" és Vh(z*) 2=0.

Az (2*,\*) pont az L(x,\) Lagrange-fiiggvény nyeregpontja. Minimum
esetén a HL(z*, \*) Hesse-matrix feltételesen pozitiv szemidefinit, a maxi-
mum esetén pedig feltételesen negativ szemidefinit.

4.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy x* € S requldris pont, f,h € C? (S (z*,¢)), (e >
0) és létezik \* € R™ dgy, hogy

V.L(z*, \*) = 0.
Ha HL (z*, \*) feltételesen pozitiv definit, azaz
JdHL( N2 >0, VzeR", 240, Vh(z*) 2=0,

akkor x* szigori lokdlis minimumhely. Ha o HL(z*, \*) Hesse-mdtrix felté-
telesen negativ definit, azaz

JdHL( N2 <0, VzeR", 240, Vh(z*) 2=0,

akkor x* szigori lokdlis mazimumbhely.
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A feltételes poritiv definitség ellenérzése meglehetGsen nehéz feladat. Ts-
mertetjiik a két legismertebb eredményt.

4.3. Tétel. Legyen A € R™" szimmetrikus. Az A mdtriz akkor és csak akkor
feltételesen pozitiv definit (negativ definit), ha a

o ([ 4571 8]) -0

polinomegyenlet gyokei mind pozitivak (negativak).
A kovetkezd tétel Chabrillac és Crouzeix eredménye:

4.4. Tétel. Legyen A € R™" szimmetrikus. Az A mdtriz feltételesen pozitiv
definit, akkor és csak akkor, ha az

[;T §:| c R(n—l—m)x(n—l—m)

szegélyezett mdtriznak m negativ, 0 zérus és n pozitiv valds sajdlértéke van.
Az A mdtriz akkor és csak akkor feltételesen negativ definit, ha a fenti sze-
gélyezett mdtriznak n negativ, 0 zérus és m pozitiv valds sajatértéke van.

4.8. Definicid. Legyen A € R™"™ szimmetrikus mdtriz. Azin(A) = (ps, zs, Ns)
vektort az A mdtrix inercidjdnak nevezzik, ha ps az A mdtriz pozitiv, z, az
A zérus, ng pedig az A mdtriz negativ sajatértékeinek a szdmdt jelenti.

Az inercia meghatarozasa és a feltételes definitség meghatarozasa véges
lépésben is lehetséges. A Chabrillac-Crouzeix tételt ez alapjan a kovetke-
76 alakban is kimondhatjuk (mivel tulajdonképpen a a szegélyezett matrix
inercidjara mond ki feltételt). Ertelemszertien n = py + 25 + ns.

4.5. Tétel. Legyen A € R™™" szimmetrikus. Az A mdtriz feltételesen pozitiv
definit, akkor és csak akkor, ha az

A B
_ (n+m)x (n+m)
C [ BT 0 } eR

szegélyezett mdtriz inercidja in(C) = (m,0,n). Az A mdtriz akkor és csak
akkor feltételesen negativ definit, ha in(C) = (n,0,m).

Az el6z6 két tétel alapjan a H L(x*, \*) Hesse-matrix feltételes definitségét

plo) = et (| HE I VR T) o
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polinomegyenlet gyokeinek, vagy a

[ HL(z*,\*) Vh(z")

R(n—i—m)x(n—i—m)
Vh(z)" 0 } €

szegélyezett matrix inercidjanak vizsgalataval donthetjiik el. Megjegyezziik,
hogy a szegélyezett matrix az L (x, \) Lagrange-fiiggvény (x, \) valtozo sze-
rinti Hesse-métrixa az (z*, A*) helyen, azaz

HL(x*))\*) Vh (l’*) , o
{ Vh (a*)" 0 = Vi@l (@ A7)

A (4.3) feltételes optimalizalasi feladat megoldéasa a kovetkezSképpen tor-
ténhet:

1. Megoldjuk a
V.L(z,\) =0, h(z)=0

egyenletrendszert. Jelolje a megoldést: (z*, \*)

2. Ellendrizziik a HL(x*, \*) Hesse-matrix feltételes definitségét a fenti
két tétel valamelyikével.

4.1. Példa. Hatdrozzuk meg az (x—3)*+(y—4)* = 9 kér origéhoz legkizelebbi
és legtdvolabbi pontjdt!
Ebben az esetben a kévetkezd feltételes szélsdértékfeladatot kell megolda-

nunk:
%+ y2 — extr

hi(z,y) = (z = 3)*+ (y —4)* =9 =0.
A feladatnak eqy legkisebb és eqy legnagyobb pontja van. A feladat Lagrange-
fiigguénye:

L,y N) =2+ "+ A ((z =3+ (y—4)*—9).
Az L fligguény gradiense:

20 + 2\ (z — 3)
VL(x,y,\) = 2y + 2\ (y — 42 =0.
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amelyet a feltételi eqyenletbe helyettesitve

2 2
hy(z,y) = (11—/\/\—3> + (%—4) —9—“3_—5A)2—9—0
adodik. Innen a lehetséges megolddsok:
A = 2/3, Ay = —8/3.
Ebbdl kapjuk, hogy
A=2/3,2=6/5y=8/5, A= —-8/3,x=24/5,y = 32/5.

Mindkét pont reguldris.

A pontok jellegét eldszér a determindns tétel alapjin ellendrizziik. Ekkor

242X —7v 0 2 — 6
p(y) = det 0 24+ AN—7 2y—38 =0,
20 — 6 2y — 8 0

amelyet kifejtve kapjuk, hogy

p(y) = (22 = 6)*(2+ A =)+ (2y — 8)*(2+2X =)
= ((2z—6)+ (2y — 8)*)(2+ 21 — ) = 0.
Innen az egyetlen gyok v = 2+ 2\. Ha A = 2/3, akkor v = 10/3, ami a
determindns tétel szerint azt jelenti, hogy a (x = 6/5,y = 8/5) pont szi-

gori lokdlis minimumhely. A X = —8/3 pont esetén v = —10/3, amibdl az
kévetkezik, hogy a (x = 24/5,y = 32/5) pont szigori lokdlis mazimumhely.
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A Chabrillac-Crouzeiz tétel alapjin eljdrva kapjuk, hogy a szegélyezett
matrix
242X\ 0 2¢ — 6
C= 0 242\ 2y—38
20— 6 2y —38 0
Ennek sajdtértékei a A =2/3,x =6/5,y = 8/5 esetben:
10 5 1 5 1
-4+ =-v349,- — =
[ * 3 "33
A negativ sajatértékek szima 1, a zérus sajdtértékek szdma 0, a pozitiva-
ké pedig 2 (azaz in(C) = (2,0,1)). Eszerint itt o feladatnak szigori lokdlis
MINIMUMA Van.
A szegélyezelt matriz sajatértékei a N = —8/3,x = 24/5,y = 32/5 esel-
ben:

373 V 349} = [3.3333, 7.8938, —4.5605].

10 5 1 5 1
T 24 74/349 —Z — Z4/349| = [—3. 4. —7. .
[ 773 + 3 349, 573 3 9] [—3.3333, 4.5605, —7.8938]

Ekkor tehdt 2 negativ, 0 zérus és 1 pozitiv sajdtérték van (azaz in(C) =
(1,0,2)), ami azt jelenti, hogy az adott pont szigori lokdlis mazimumhely.

4.3. Egyenl6tlenségi feltételek

A kovetkez§ altalanos esetet vizsgaljuk:

f (z) — min
(4.4) h(z) =0,
g(x) <0,

ahol f : R" - R, h : R - R™, g : R® — R" adott fliggvények és
m-+r <n.

4.9. Definicié. Ha g;(x) = 0,2 € S, akkor j-edik egyenldtlenségi feltételt
aktivnak nevezziik. Az x € S pontban aktiv eqyenldtlenségi feltételek halmazdt

A(z) ={j | g;(x) = 0}

jeloli. Egy g;(x) < 0 egyenldtlenségi feltétel az v € S pontban inaktiv, ha
gi(x) <0.

4.10. Definici6. Legyen x* € S és tegyiik fel, hogy h,g € C' (S (z*¢))
valamilyen € > 0 értékre. Az x*pont reguldris, ha a

Vhi(z*),...,Vhy (2"),Vg; (z%) (j € Az"))

gradiens vektorok linedrisan fiiggetlenek.
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Vezessiik be az u = [uy, ..., u,]" € R" valtozot az alabbiak szerint

g (@) +ui=0, ... g (x)+2z =0
Legyen tovabba
F(l‘,Z) - f(l' 9
Hi(z,2) = Ny m),

Gj(z,2z) = g
valamint H = [Hy, ... ,Hm]T és G =[Gy, ... ,GT]T. Kénnyt belatni, hogy ha
x* az eredeti feladat lokalis minimumbhelye, akkor az

*

T
_g.l =) € R™"
—3r (13*)

pont az ekvivalens

[0

F (z,z) — min
H(z,2) =0,
G(z,z) =0,

optimumfeladat lokalis minimumhelye. Tehat alkalmazhaté ra a korabban
megismert Lagrange-féle elmélet. Igazak a kovetkezs sziikséges tételek. Az
els6 tétel Carathéodory és John tétele:

4.6. Tétel. Legyenek f.h; és g; (i = 1,...,m,j = 1,...,1) folytonosan
differencidlhatok eqy G C R"™ halmazon. Tegyik fel, hogy x* € G belsd pont
és egyittal az (4.4) feladat lokdlis minimuma. Ekkor létezik Ao € R, A € R™
és e R" gy, hogy

MV (z") + Z AiVh; (z%) + Z w1V, (z*) =0,
i=1 j=1

p>0, Y pg(x*) =0
j=1

2

és
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A tétel .
p>0,> g (a*) =0
j=1

sziikséges feltételét szokas az alabbi ekvivalens forméban is megadni:

>0, (%) =0, (Gj=1,...,7).

A Carathéodory-John tétel hires kovetkezménye a kivetkezé Karush-Kuhn-
Tucker tétel:

4.7. Tétel. Legyenek f.h; és g; (i = 1,...,m,j = 1,...,1) folytonosan
differencidlhatok eqy G C R"™ halmazon. Tegyik fel, hogy x* € G belsd pont
és egyuttal az (4.4) feladat lokdlis minimuma. Ekkor létezik N € R™ és u € R”

ugy, hogy . )
Vfx*)+ Z ANiVh; (%) + Z 1V, (z*) =0,
i=1 j=1

p>0, > g (e =0
j=1

2]

A tétel alapjan bevezethetjiik a

és

Lz, A\ p)=f(@)+ M h(z)+p"g(x) (AeR™, peR’)
Lagrange-féle fiiggvényt és az aldbbi fogalmat.

4.11. Definicié. Az z* € S pontot az (4.4) szélsdérték feladat KKTL-
pontjdnak (Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange pontjanak) nevezzik, ha léteznek
A€ R™ és u* € R" Lagrange-szorzok gy, hogy

pw =0, H*}#O,

és
[gaz a kovetkezd elégséges eredmény.
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4.8. Tétel. Legyen x* € S az (4.4) szélsdérték feladat requldris KK TL-pontja
és tegyiik fel, hogy p; > 0 minden j € A (x*) esetén. Tegyiik fel tovabbd, hogy
f,h,g € C?(S(z*¢)) valamilyen € > 0 értékre. Ha

yTHL (z*, X, ")y >0
fenndll
Yy £0, Vh@) y=0, Vg @) y=0 (%€ A@"))
esetén, akkor x* szigoru lokdlis minimum pont.

A feltételes pozitiv definitség ellendrzésére vezessiik az

A=HL(z" X\, 1) B =[Vh;(z*),Vg;(z")] (i=1,...,m,j € A(z"))

o-[41]

és

BT 0
matrixokat. Jeldljiik s-sel a B métrix oszlopainak szamat. Ha a C' szegélyezett
matrixnak s negativ, 0 zérus és n pozitiv sajatértéke van, akkor x* szigoru
lokalis minimumbhely. (Ez kovetkezik az el6z6 részben bevezetett inerciara
kimondott tételbdl),

A tétel alkalmazaséhoz sziikséges, hogy u; > 0 teljesiiljon minden j €
A (z*) esetén.

4.2. Példa. Oldjuk meg a

f(z1,29) = 2% + 22 — min
g(x1,29) =21+ 22 +3<0

feladatot! Az f és g gradiense
Vf (21, 22) = [221, 222,]"
Vg (x1,29) =[1, 1,]T.
A Lagrange-fiigguény
L(zy, 29, 1) = 25 + a5+ p (21 + 22 — 3) .

A KKTL-pontokra vonatkozd tétel szerint az aldbbi egyenletrendszert kell
megoldanunk:
2[L‘1 + on = 0
2372 +u= 0
p(zy +22+3)=0
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Innen = 0 esetén vy = 0 és vo = 0 adodik, amely nem KKTL pont, mert
g(0,0) =3 £0.
w# 0 esetén x1 = —pu/2 és xo = —p/2 adddik, amit visszahelyettesitve
a harmadik egyenletbe adddik, hogy 1 = 3. Innen x1 = xo = —3/2 megoldds
adodik, amely KKTL pont. Megdllapithatjuk, hogy az eqyenldtlenségi feltétel
aktiv, A = {1} (igy kaptuk o KKTL pontot) és u > 0. A KKTL pont nyil-
vdanvaldan reguldris, valamint B = Vg(—3/2,-3/2) = [1,1]". A szegélyezett
matrix
2 01
C=10 21
1 10
Ennek 2 pozitiv és egy negativ sajdtértéke van, igy az inercidja: in(C) =
(2,0,1). Az elégségességi tétel alapjin a KKTL pontban szigori lokdlis mini-
mum van.

A V,L(z,\) =0, il V,L(z,\, u) = 0 sziikséges feltételeket elséren-
dd optimalitasi feltételeknek, a HL (z, A), ill. HL (x, A\, ) Hesse-méatrixok
feltételes pozitiv (szemi) definitségére vonatkozo feltételeket masodrendii fel-
tételeknek nevezziik. Fontos specialis esetekben a masodrendii feltételek vizs-
galata elhagyhato. Ezeket a kévetkezs szakaszban vizsgéljuk.

4.4. A konvex optimalizalasi feladat

4.12. Definici6é. Legyen D C R"™ nemiires, konver halmaz, f : R®™ — R
eqy D-n véges, konvex figgvény, hy ..., hy : R" = R konvex fiigguények, és
g1, .-, g : R" = R affin fliigguények. Ekkor az

f(z) = min
(4.5) hi(zx)=0 i=1,....mésx €D
gi(x) <0 j=1,...,résx €D

problémdat konvex optimalizdlasi problémanak nevezziik.

A Lagrange-féle fiiggvény:
Lz A\ p)=f(x)+ Y Nhi(x)+ ) pigi(x).
i=1 j=1

ANy oy Ay 1 - -+, J4r) egylitthatokat Lagrange szorzok-nak (vagy Lagrange
multiplikdtoroknak nevezziik.
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4.9. Tétel (Karush-Kuhn-Tucker sziikséges feltétel). Legyen x* a (4.5) prob-
léma megolddsa. Ekkor léteznek olyan (Mo, ..., Am, 41, - - -, i) Lagrange szor-
20k, hogy

LoXNypu; >06sXo+- -+ A\p+pr+...4+p>0;

2. pigi(z*) =0, j=1,...,r;
3. mingep L(z, p) = L(x*, ).
Bizonyitds. Legyen
A:={A=(No,...\pn) € R™ | letezik € A, hogy
fZ(ZE) S/\Z7 ZZO,,]{? és f(ZE](ZL’) :)\j, j:]{?+17,m }
Ekkor A # (), mert \* := (fo(p),0,...,0) € A z = p-vel. Tovabba, A konvex,
igy ri A # () egy korabbi tétel miatt.
Bebizonyitjuk, hogy A\* & ri A. Tegyiik fel az ellenkezgjét. Ekkor 1étezik
olyan pozitiv € valos szam, hogy aff AN B.(A\*) C A. Mivel (fy(p)+¢,0,...,0)
eleme az el6bbi metszetnek, (fo(p) — €,0,...,0) is eleme. Igy létezik olyan

xr € A, hogy fx) < fo(p) —¢, ami ellentmondas. Tehat \* ¢ ri A. Az elsé sze-
parécios tétel szerint \* és A elvalaszthatoak azaz, létezik u = (po, . . ., fim) #

(0,...,0), hogy
(4.6) Z widi > o fo(p) minden A = (A, ..., A\y) € A esetén.
=0

Helyettesitsiik A\-t a kovetkez6 vektorokkal:

(fo(p) +1,0,...,0), (fo(p),1,0,...,0),...,(fo(p),0,...,0,1,0,...,0),

ahol az utolsé vektorban a k. helyen all 1. Ezzel kapjuk, hogy u; > 0. Igy az
allitas els6 részét bebizonyitottuk.
Helyettesitsiik most (4.6)-ben A helyére a

(fO(p)7f1(p)7O7 s 70>7 ey (fO(p)707 ce 707fk(p)707 s 70)7

vektorokat. Az allitas elsd részét és azt a tényt felhasznalva, hogy p lehetséges
megoldés, kapjuk az allitas masodik részét.

Legyen z tetsz6leges lehetséges megoldas. Ekkor (fo(x),..., fm(x) € A.
Felhasznalva ezt, az el6z6 részt, (4.6), és az fj(p) =0, j =k+1,...,m
egyenleteket kapjuk a kévetkezGt:

L(z, p) = Zﬂifi(x) < pofo(p) = mez‘(l?) = L(z, p).
=0 1=0
Ezzel a bizonyitas kész. [
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4.10. Tétel (Karush-Kuhn-Tucker elegend§ feltétel). Tegyik fel, hogy a p
pont lehetséges megolddsa a (4.5) feladatnak és az elézd tételbeli feltételek
Lo > 0-val teljestilnek, akkor p optimdlis megoldds is egyben.

Bizonyitds. A tétel feltételei mellett tetszéleges x lehetséges megoldas esetén
tofo(z) = pofo(z) + Zuz‘fz’(x) > 1o fo(p) + Zﬂifi(p) = 10.fo(p)-
i=1 i=1

po-lal osztva kapjuk az allitést. O]
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5. fejezet

Minimumkeres6 eljarasok

Egy és tébbvaltozos fiiggvények minimumhelyének és minimuméanak megha-
tarozasara két f6 lehetéség van:

1. Valamilyen gyokkeress eljarast (pl. Newton-modszert) alkalmazunk a
V f(z) = 0 stacionarius egyenletre.

2. Direkt keresé eljarast alkalmazunk.

A fejezetben mindkét csoportba tartozo hatékony eljarasokat ismertetiink.
A feltételes szélsGértékek meghatarozasanak altalanos moédszereként a biin-
tet6fiiggvények modszerét ismertetjiik.

5.1. Egyvaltozos fliggvények keresé eljarasai

A direkt keresG eljarasoknal egy, az x* minimumbhelyet biztosan tartalma-
z6 intervallumbol indulunk ki. Ezt az tgynevezett befoglalé intervallumot
(vagy mas néven bizonytalansagi intervallumot, mivel csak azt tudjuk, hogy
a minimumpont itt keresendd, de a helyérdl nincs informacionk) sztkitjiik az
eljarasok soran lépésrél 1épésre.

Ehhez nem tesziink mést, mint az intervallumot részekre osztjuk (alta-
laban két bels§ pont felvételével) és az osztopontokban a fiiggvényértéket
kiszamitjuk, a fiiggvényértékek nagysaga alapjan fogjuk az aj (szitkebb) bi-
zonytalansagi intervallumot meghatarozni. Ahhoz, hogy az eljaras konvergens
legyen a fliggvénynek bizonyos konvexitasi, vagy mas bizonyos tulajdonsaggal
kell rendelkeznie.

Megjegyezziik, hogy sok esetben anélkiil is alkalmazzuk az alabbi eljara-
sokat,hogy meggy6z6dnénk a konvexitasrol, ekkor azonban nincs garancia az
eljardsok konvergenciajara.

5.1. Definici6. Az f € C'[a,b] fiiggvényt unimoddlisnak nevezzik, ha tetszd-
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leges x1, x5 € [a,b], 1 < x9 esetén

xo < z*Rightarrowf (x1) > f(x9)
x1 > 'Rightarrowf (1) < f (x2)

Az unimodalis f fiiggvény az =* minimumhelytél balra szigoriian monoton
csokkend, téle jobbra pedig szigorian monoton névs. A szigortian konvex és a
szigortian kvéazikonvex fiiggvények unimodalisak. Az unimodalis fiiggvények
keresd eljarasai a kovetkez§ észrevételen alapulnak.

5.1. Tétel. Legyen f € C'la,b] unimoddlis fiiggvény és a < ¢ < d < b. Ekkor
(i) Ha f(c) < f(d), akkor z* € |a,d].

(i) Ha f(c) > f(d), akkor x* € [c,b].

(11i) Ha f(c) = f(d), akkor x* € [c,d].

Bizonyitas.

(i) Tegyiik fel, indirekt, hogy z* > d. Ekkor az unimodalitas miatt z*-t6l
balra a fiiggvény szigortian monoton csékkend, amelybdl f(c) > f(d)
adodik. Ez pedig ellentmond a f(c) < f(d) feltételnek. Igy 2* € [a, d).

A t6bbi rész igazolasa hasonlo. m

Megjegyezziik, hogy csak egy bels§ pontbol szarmazé informacio alapjan
nem lehet a minimumhelyet tartalmaz6 intervallumot sziikiteni. A fenti tétel
alapjan a kovetkez§ eljarast definialhatjuk unimodalis fiiggvények minimum-
helyének megkeresésére.

5.1.1. Altalanos minimum keresd algoritmus

1 Input [aq,b]
2 FORk=12,...
3 Legyen ¢y, dy, € (a, bg) és cx < di.
IF f(ck) < f (di)
THEN ay1 = ag, by = di,
IF f(cx) > f (dk)
THEN a1 = ¢k, bpy1 = by,
IF f(cx) = f(d)
THEN a1 = ¢, by = di,
A kapott

O 00~ O O =

[&1,b1] D...D [ak,bk] D...
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intervallumsorozat k6zos pontként tartalmazza az x* minimumbhelyet. Ha by —
ar — 0, akkor a minimumhely adott ¢ > 0 pontossagu kozelitését véges
iteracios lépésben megkaphatjuk. A ¢, vagy d;. pont ismételt felhasznalasaval
az f fiiggvény behelyettesitéseinek szamat csokkenthetjiik.

5.1.2. Dichotomous keresés

Legegyszertibben tgy tudjuk biztositani az 4j bizonytalansagi intervallumok
hosszdnak megegyezését, ha az intervallum koézéppontjatol balra és jobbra
azonos tavolsagra valasztjuk meg a pontokat. Jelolje a kozépponttol valod
tavolsagot, egy alkalmasan valasztott 6 > 0 szam.

Ekkor:
ap +b L
Cr = k2 k— :ak+7k—5,
b L
dk:ak;— k+5:ak+7k+5. k=1,23,...

Az 1j bizonytalansagi intervallum szamitasa:

Ha f(cx) > f(dg), akkor az 1j bizonytalansagi intervallum [ag 1, bgy1] =
[Ck, bk] .

Ha f(cx) < f(dy), akkor az Gj bizonytalansagi intervallum [ag 1, bgy1] =
[(lk, dk} .

Nyilvanval6, hogy mindkét esetben Ly, = % +9.

Az eljarast addig folytatjuk, amig valamely k-ra Ly < 2, ahol € > 0 a
pontossagi eliras. Ekkor, ha a minimumpontot a megallasnal kapott [ay, by]
intervallum kozéppontjara valasztjuk, akkor e-nal kisebb hibat koévetiink el a
minimumpont kozelitésében.

1 Input [a,b] és 6,6 >0

2 WHILE b, — a, > 2¢

3 Legyenck:%bk‘—ézaqu%— ,
d = %tbh 4§ = qp + & 4.

4 IF f(cx) > f (dy)

5 THEN ag+1 = Cg, bk+1 = bk
6 ELSE Ag4+1 = A, bk+1 = Ck
7 k=k+1

5.1. Példa. Oldjuk meg az f(x) = 2? — Tz + 12 — min! egyvdltozds optima-
lizdldst feladatot dichotomous mddszerrel, ha a bizonytalansdgi intervallum

a,b] = [2,4], 6 = 0.3, € = 0.4,
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Megoldds:

1. lépés: Az elsd kozelitésbeli bizonytalansdgi intervallum [aq,b] = [2,4],
melynek hossza L1 = 2. A két kézbiilsé pont és a hozzdjuk tartozo fligguény-
értékek:

L

o =a + 71 —5=27, Fler) = 0.39,
Ly

d1 =ai + 7 + 0= 33, f(dl) =-0.21

2. lépés: Mivel f(c1) > f(dy), igy az ij bizonytalansdgi intervallum [as, bs] =
[2.7,4], melynek hossza Ly = 1.3 . A két kozbilsd pont és a hozzdjuk tartozo
figguényértékek:

¢y = 3.05, F(cs) = —0.0475,
dy = 3.65, f(dy) = —0.2275

3. lépés: Mivel f(cy) > f(da), igy az ij bizonytalansdgi intervallum [ag, bs] =
[2.7,3.65] ,melynek hossza L3 = 0.95. A két kizbilsd pont és a hozzdjuk tar-
tozo figguényértékek:

c3 = 2.875, F(es) = 0.140625,
dy = 3.475, F(d3) = —0.24937500

4. lépés: Mivel f(c3) > f(ds), gy az ij bizonytalansdgi intervallum [ay, by] =
[2.875,3.65] ,melynek hossza Ly = 0.775 . Itt megdllunk, mivel Ly < 2. A
minimumpont kozelitése xy;, ~ 3.2625. Altaldban kisebb € értéket szokds meg-
adni, de ezzel is elég kozel keriltink a pontos minimumhelyhez, az & = 3.5
értékhez.

5.1.3. Aranymetszéses keresés

Ez az eljaras egyike a leggyakrabban hasznaltaknak. Elénye, hogy minden
lépésben csak egy olyan 1j pont adddik, ahol ki kell kiszdmolni a fliggvény-
értéket.

Legyen 7 = (\/5 — 1) /2 ~ 0.618. Ha az aranymetszéses keresés (Golden
section) eljaras befejez6dik, akkor az x* lokéalis minimumhely a legfeljebb
2¢ hosszisagu |ay, by intervallumban van. Az intervallum béarmelyik pontja
valaszthato az x* kozelitéseként. Célszerti azonban az T = ‘”“‘2””“ kozelitést
alkalmazni, mert ekkor biztosan teljesiil az |z — z*| < ¢ feltétel.

Az aranymetszés eljarasa a kovetkezo:
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1 [al,bl],5>0,kz:1

2 ag=a1+{1-7)(b1—a), F.=f(c1)

3 di=b—(1—-7)by—a1), F;=f(dy)

4 WHILE b, — a;, > 2¢

5} IF . < F},

6 THEN Ap4+1 = Ak, bk+1 = dk7 dk+1 = Ck

7 Crr1 = a1 + (1= 7) (brg1 — agq1)
8 Fq = F,, Fc:f(ck—H)

9 ELSE a1 = ¢, bpy1 = by, cry1 = di,

10 dir1 = b1 + (1 = 7) (brg1 — argr)
11 F.=F;, Fy=f(dim)

12 k=k+1

Az aranymetszG keresés sebessége lineéris. Ugyanis az [ayy1, bk4 1] interval-
lum hossza pontosan 7-szorosa (0.628-szorosa) az [ax, bg| intervallum hossza-
nak. Jeloljiik el Ly-val az [ag, by] hosszat, azaz Ly, = by — ai. Ekkor

Ligy1 =7Ly =1Ly = -+ =7"Ly.

Ezért adott [ag, by] intervallum és adott € ismeretében el6re meg lehet hata-
rozni, hogy hény lépést kell végrehajtanunk ahhoz, hogy Ly, kisebb legyen
e-nal. Példaul, ha L; = 1 és ¢ = 1075, akkor a 7% < 2-107% egyenletet
kell megoldanunk. Innen k& > % ~ 27.2694, azaz 28 intervallumot kell
meghatarozni.

5.2. Példa. Oldjuk meg az f(x) = 22 — Tz + 12 — min! egyvdltozds optima-
lizdlast feladatot aranymetszés modszerrel, ha a bizonytalansdgi intervallum
[a,b] = [2,4], e = 0.3.

Megoldds:

1. lépés: Az elsd kozelitésbeli bizonytalansdgi intervallum [ay,b] = [2,4],
melynek hossza Ly = 2. A két kozbiilsd pont és a hozzdjuk tartozo fligguény-
értékek:

¢ =ay +0.382 L, = 2.764, f(cr) = 0.291696,
di = a; +0.618 L, = 3.236, £(dy) = —0.180304

2. lépés: Mivel f(c1) > f(dy), igy az dj bizonytalansdgi intervallum [as, by] =
[2.764, 4], melynek hossza Ly = 1.236 . A két kizbilsd pont és a hozzdjuk tar-
tozo fiigguényértékek az aldbbiak. Ne feledyik, hogy most a co pont az eldzd
intervallumbeli d, értékkel azonos.

¢y = dy = 3.236, F(cs) = —0.180304,
dy = as + 0.382 Ly = 3.527848, F(ds) = —0.24922449
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3. lépés: Mivel f(co) > f(da), tgy az uj bizonytalansdgi intervallum [ag, bs] =
[3.236,4] ,melynek hossza Lz = 0.764 . A két kozbilsd pont és a hozzdjuk
tartozo fiigguényértékek az aldbbiak. Ez esetben a cs pont lesz az eldzd inter-
vallumbeli dy értékkel azonos.

¢35 = dy = 3.527848, fles) = —0.24922449,
ds = a3 + 0.618 Ly = 3.70806, f(ds) = —0.20671104

4. lépés: Mivel f(c3) < f(ds), igy az uj bizonytalansdgi intervallum [ay, by| =
[3.236, 3.70806], melynek hossza Ly = 0.47206 . Itt megdllunk, mivel Ly < 2¢.
A minimumpont kézelitése Ty, ~ 3.47203. Most még kozelebb keriiltink a
pontos minimumhelyhez (az T = 3.5 értékhez, mint a Dichotomous keresés
esetén.

5.1.4. Fibonacci keresés

A golden section moédszernél lattuk, hogy a bizonytalansagi intervallumok
hossza minden lépésben azonos aranyban csokken, azaz L., = aly. A Fi-
bonacci modszernél a redukcios arany lépésrél 1épésre valtozik, de megmarad
a golden section modszernek az a jo tulajdonsiga, hogy az elsé intervallum-
ban kettd, a tobbi intervallumban pedig csak egy fiiggvény-kiértékelésre van
sziikség. Az eljaras alapjat a Fibonacci szamok képezik, amelyeket az alabbi
rekurziv formula definial:

Fo=F =1,
P% ::ZQ%J,+'Fk72 k :32737..

A sorozat els6 néhany eleme: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . ..

A modszer elején kivilasztunk egy n természetes szamot, amelyet a 1épés-
szam meghatarozasara fogunk hasznélni a késébbiekben. A Fibonacci mod-
szernél az n és a Fibonacci szamok segitségével az alabbi formuldkkal szé-
mitjuk ki az [ag, bx] intervallum belsejében a ¢y, dj, pontokat:

ankfl
cp = ay + Ly,
n—k+1

dk = ap + Lk

ankJrl

Az els6 intervallumbeli kézbiils§ pontok szamitasanal a nevezGben mindig
F, all, a szamlaloban pedig attol kettével ill. eggyel kisebb indext Fibonacci
szam all. A tovabbi lépésekben a Fibonacci szamok indexe mindig eggyel
csokken.
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5.1. Megjegyzés.

e Akdr a baloldali, akdr a jobboldali intervallum lesz az ij bizonytalansdgi
intervallum, mindkét esetben

Fn—k’
Fn—k—H

Ly = Ly.

és az intervallumok hosszdra igaz a Fibonacci szdmok képzéséhez for-
mailag hasonld dsszefiiggés
LkILk+1+Lk+2, k’Il,Q,...,TL—B.
o Akdr a baloldali, akdr a jobboldali intervallum lesz az ij bizonytalansdgi

intervallum, mindkét esetben az 1y bizonytalansdgi intervallumbeli eqyik
pont megegyezik az el6zd bizonytalansdgi intervallum egyik belsd pont-

javal, azaz ha az 4j bizonytalansdgi intervallum [agy1,bk1] = [ck, b,
akkor
d1 = Ck,
ha pedig az ij bizonytalansdgi intervallum a1, bpr1] = [ag, di], akkor
Cht1 = dy.

o Ak=n—1 esetben
Cpn—1 = dp_1.
FEz az dllitds azt fejezi ki, hogy eqy bizonyos lépés utdn az algoritmus
megdll, mivel a két belsd pont megeqyezik.

Osszefoglalva, a Fibonacci modszernél az 1j bizonytalansagi intervallum
és abban 1év6 két pont szamitasa a kovetkezd:
Ha f(cy) > f(dy), akkor az 1) bizonytalansagi intervallum

[ary1, brga] = [cr, br]
Ck+1 = dy,
Fn—k’
A1 = Qg1 + Ly,
n—k+1

Ha f(cx) = f(dy), akkor az 0j bizonytalansagi intervallum

[a/k‘-l—lu bk-l—l] - [ak‘7 dk]
ankfl

n—k+1

Cht1 = Qhy1 + Ly

diy1 = Cp.
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Az algoritmus:
1 Input [a1,b1] ésn

2 Li=b —a

3 c=ar+ 220

4 di=a;+ 2L

5 FOR k=1 TO n-1 DO

6 IF f(ck) > f (d)

7 THEN a1 = ¢, bpyr = bk, Ligy1 = bpg1 — apq1
8 Chy1 = i, dpy1 = Q1 + Ffﬁ;lekH

9 ELSE ay1 = ay, bpy1 = diy L1 = by — appa
10 Cht1 = Q41 T ?::Z:Lk—i-h di1 = C

Az eljarast k = n — 1 1épésig folytatjuk és a ¢,_1 = d,_1 kozds értékre
valasztjuk a minimumpontot. Ekkor a hiba, amit elkovethetiink legfeljebb
L, _1/2. Kénnyen ellendrizhetd, hogy a kozos érték nem mas, mint a k = n—1
intervallum koézéppontja.

Az n értékét a kovetkezSképpen valasztjuk: Az els§ intervallum esetén
kettd, a tovabbi intervallumokban csak egy fliggvény-kiértékelés sziikséges.
Ha az utols6, azaz a k = n — 1-edik intervallumban is kiszamitjuk a fiiggvény
minimumat, akkor a fiiggvény-kiértékelések szama n, tehat az el6re nem defi-
nialt n a fliggvény-kiértékelések szamat jelenti. Ha el6irjuk, hogy a valasztott
minimumpontnak legfeljebb ¢ > 0 legyen a hibéja, azaz

Ln—l < 25,

akkor az n értéke ennek a formulanak a segitségével szamithato. Itt a k + 1-
edik intervallum hosszara az adodik, hogy

Fn—k Fn—k Fn—k+1 Fn—k
Ly = L, = Ly 1=...= L.
hH ankJrl g ank+1 Fn7k+2 - Fn !
Ezt felhasznédlva, k = n — 2 helyettesitéssel
Fy 2
L, 1=—L=—Lj.
1 7 1 7 1
A hibéara vonatkozo képlet hasznalhaté forméban az aldbbiak szerint irhato
1
— <
F, -

amelybdl az adott kezdeti intervallumhossz (L) és egy el6re megadott pon-
tossagi tiirés (¢) ismertében n értékét ugy kell megvalasztani, hogy

L
Fn>—1.
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5.3. Példa. Oldjuk meg az f(x) = 2? — 7Tx + 12 — min! egyvdltozds opti-
malizdlasi feladatot Fibonacci modszerrel, ha a bizonytalansdg: intervallum
[a,b] = [2,4].

Megoldds:

Vilasszuk meg az n értékét n = 4-re. Az algoritmushoz sziikséges Fibona-
cci szamok: Fo=Fy =1, F, =2 F3 =3, F, =5.

1. lépés: Az elsd kozelitésbeli bizonytalansdgi intervallum [aq,b] = [2,4],
melynek hossza L1 = 2. A két kézbiilsé pont és a hozzdjuk tartozd fligguény-
értékek:

F 2

G=a+— [, =2+2.2=28, fler) =0.24,
£ 5
F. 3

di=a;+—= L =2+2.2=232, F(dy) = —0.16.
£ 5

2. lépés: Mivel f(c1) > f(dy), igy az dj bizonytalansdgi intervallum [as, by =
[2.8,4], melynek hossza Ly = 1.2 . A két kozbilsd pont és a hozzdjuk tartozo
fiigguényértékek az aldbbiak. A co pont az elézd intervallumbeli dy értékkel
azonos.

Co = dl = 32, f(CQ) = —016,
F 2
dy=as+ L [y=28+--12=36,  f(ds)=—0.24.
F; 3
3. lépés: Mivel f(co) > f(da), igy az uj bizonytalansdgi intervallum [ag, bs] =
[3.2,4] ,melynek hossza L3 = 0.8 . A két kozbilsd pont és a hozzdjuk tartozo

fiigguényértékek az aldbbiak. Ez esetben a c3 pont lesz az eldzd intervallumbels
dy értekkel azonos.

C3 = dg = 36, f(Cg) = —0.24,
F 1

ds=as+ — Ly =32+ —=-0.8=3.6, Flds) = —0.24
Fy 2

4. lépés: Mivel c3 = ds , igy az algoritmust be kell fejezni. A minimumpont
kézelitése xmim ~ 3.6, vagyis a kizbiilsd pontok értéke.

Megfigyelhetd, hogy a bizonytalansdgi intervallumok hosszdnak csikkenése
minden lépésben a Fibonacci szamok hdnyadosdval ardnyos. Példdaul az Ly =
Br
F3 2

Ha az n értékél onkényesen vdlasztjuk meg, akkor - mint ahogy tapasz-
taltuk - nem tudjuk befolydsolni a pontossdgot. Amennyiben azt szeretnénk,
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hogy a pontossdgi tirés példdaul ¢ = 0.05 legyen, akkor az n értékét olyanra
kell vdlasztans, hogy fenndlljon az
L
E, > ity
€
osszefiiggés, ez pedig azt jelenti példdnkban, hogy F,, > ﬁ = 40. A Fibonacci
szdmokbol adodik, hogy n =9, mivel Fy = 55.

5.1.5. Newton modszer

A klasszikus Newton modszer a g(z) = 0 egyenlet gyokét keresi meg bizonyos
feltételek (pl. folytonosan differencialhatosag) mellett egy adott intervallu-
mon. Ezt az eljarast alkalmazzunk most a stacionérius egyenlet megoldéasara.
Tegyiik fel, hogy az egyvaltozos fiiggvény, amelynek szélsGértékét keressiik,
kétszer differencidlhato fiiggvény. Induljunk ki egy z; pontbol és alkalmaz-
zuk az f'(z) = 0 egyenlet megoldésara a Newton iteracios eljarast, amely a
kovetkezd
f' (k)

()
Ezek utan irjuk le az algoritmust a mar megszokott pszeudékédban.
1 Input zy és e
2 k=1
3 @ =u1z0— f(x0)/f'(20)
4 WHILE kilépési feltétel=hamis
5 Tpr1 =z — [(z)/ [ (2x)
6 k=k+1
Kilépési feltételként a kovetkezdket szokas hasznalni:

Le+1 = Tk :1,2,...

(A) M (34, —2;,_1)° < e (egzakt hibabecslés)

2m

(B) |wps — | < e

Ha igazolni tudtuk a konvergenciat és becsiilni az m, M értékeket, akkor
(A) egzakt hibabecslést végezhetiink, egyébként a (B)-t hasznaljuk. Megje-
gyezziik azonban, hogy a (B) teljesiilése esetén nem biztos, hogy a szélsGér-
tékhez mar elég kozel vagyunk.

5.4. Példa. Keressiik meg az f(z) = 4o — 4/3x3 — € fiiggvény szélséértékét
a [0,1] intervallumon ¢ = 107° hibakorldttal Newton-mddszerrel. Ekkor az
f(z) = 4—42% — e = 0 egyenletet a kell megoldanunk Newton-mddszerrel a

[0,1]. A szamitdsok eldtt igazoljuk a konvergencidt is.
Megoldds. A konnyen kiszamolhato

f'(x)=-8r—¢e"<0 és f"(z)=-8—-¢"<0
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derialtakbol azonnal ldtszik azok dllando eldjele is az adott intervallumon;
ezzel a konvergenciatétel elsd két feltételét igazoltuk. Az f'(0) =3 és f'(1) =
—e értékek ellentétes eldjele eqyben az (iii) feltétel teljesiilését jelenti. Az xg =
1 vdlasztdssal pedig az utolso feltétel is fenndll. Van tehdt egyediili x* megoldds
a [0,1]-n és az a Newton-mddszerrel megkézelithetd. Az egzakt hibabecsléshez
sziikséges konstansok is konnyen adodnak: mindkét derivdlt abszolut értéke
szigoruan monoton nd, igy az elsd a minimumdt az a helyen, a mdsodik pedig
a mazimumdt a b helyen veszi fel. Tehdat m = |f"(0)] =1 és M = |f"(1)| =
10.72. Itt is eldre kiszamolhatjuk a példdra nézve dllandd f = M/(2m) = 5.36
értéket.
Az iterdciok eredményeit itt is tdbldazatba foglaltuk.

x hiba = B (z — :L’elozo)2
1

0.74638828573  0.35

0.70459003270  0.94 x 1072
0.70344043705  0.71 x 107°
10.70343957116| 0.41 x 1071

B W m O =,

5.5. Példa. Oldjuk meg az f(z) = 23 — 9z + 7 — min! egyvdltozds optima-
lizdldsi feladatot Newton mddszerrel, ha a kitndulo kozelitd megoldds xo = 3,
e =0.005 és a (B) kilépési feltételt haszndljuk.

Megoldds:

A fiigguény elsd és mdsodik derivdltjai:

f'(z) = 32* -9, f"(z) = 6z

A kozelitések:
3z5—9

6.1]0

2

Ty = Ty —

Az utolsd két kézelités tdvolsaga: |x1 — xo| =1 > €.

32 -9
To = T1 — T =1.75
T
A hibabecslés: |xy — x1| = 0.25 > €.
2 _
vy = 2y — 22279 ) 739050810
X2
A hibabecslés: |x3 — x5] = 0.01794919 > ¢.
32 -9
2y =15 — 23 7Y 1 732050808
T3

A hibabecslés: |3 — x| = 0.2 - 107 < e. A 4. kozelitésben megkaptuk a
Tmin = V3 pontos értéket kilenc tizedes pontossdggal.
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5.2. Tobbvaltozos fiiggvények kereso eljarasai

5.2.1. A Newton-modszer

Legyenek f1, fo, ..., fm : R — R tobbvaltozos differencidlhato valos fiiggvé-
nyek. Tekintsiik az alabbi m egyenletbdl all6 egyenletrendszert:

fl(l') :O
fo(z) =0
fm(x) =0

Kozelitsiik ezeket a fiiggvényeket a tobbvaltozos valos fiiggvényekre megis-
mert, els6fokt Taylor polinommal egy x; € R™ helyen, azaz

fi(@) = fi(zy) + V fi(oe) (@ — xp)
fo(x) = foly) + V folap) (v — 2p)

fn() = frn(@r) + ¥ frn () (2 — 1)

Legyen F': R™ — R™ az F vektor elemei legyenek az fi(x), fo(x),. .., f(x)
fiiggvények. Az F(z) =0 (F : R" — R™) egyenletrendszer esetén a Newton-
modszer alakja

F(x) = F(xy) + F'(z)(z — xy),

ahol

F(2) = {%f)}m —

a Jacobi matrix. Innen kapjuk, hogy a kozelités sorozata (hasonléan az egy-
valtozos esethez)

1,j=1

0= F(xy) + F'(2)(2p11 — Tx),
ahonnan az
Fl(@)(xh1 — 2x) = —F (k)
egyenletrendszer adodik. Ha m = n, és F'(x) invertalhato, akkor

Tpyr = x — [F (2e)] ' F(z) (k=0,1,...).

Mindkét formulat hasznaljak a Newton-modszernek, de az F' (x) Jacobi-
méatrix invertalasanak elkeriilése miatt célszerd az eljarast az alabbi modon
hasznalni:
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1 FORK=0,1,...
2 F’ ($k> Sk = —F (ZL’k)
3 Tpy1 = Tk + Sk

Ha a Newton-modszert az F'(x) = V f(z) = 0 stacionarius egyenletrend-
szerre alkalmazzuk, akkor a Jacobi matrix alakja

0°f (x)]"
(‘)xi@mj :|

F'(2) = H (2) = Hf(x) = [

)
1,j=1

ami nem mas mint az f fiiggvény Hesse-matrixa. A Newton-modszert itt is
két alakban hasznéljuk. Az es6 esetben nem kell invertalni. Ekkor a modszer
alakja kovetkezd lesz:
1 FOR EkE=0,1,...
3 T4l = Tg + Sk
Ezt az alakot a kés6bbiekben Newton I. formuldnak fogjuk nevezni.

Invertalast hasznélva azt kapjuk, hogy az kozelité sorozat a kovetkezd-
képpen allithato els:
1 FOR EkE=0,1,...
2 sk =—(—H (z1)) " V[ () Vf ()
3 Tpyi1 = Tk + Sk
Ezt az alakot Newton Il. formuldnak fogjuk nevezni.

A Hf (zy) egylitthatoméatrix szimmetrikus. Ha 2 ~ Ty €8 Hf (min)
pozitiv definit, akkor H f (z}) is pozitiv definit.

A Newton-modszer 1épésenkénti szamitasi koltsége 1 szimmetrikus line-
aris egyenletrendszer megoldéasa, a Vf (z) a gradiens vektor és a Hf (x)
Hesse-matrix kiértékelése.

A Newton-modszer fenti alakjat megkaphatjuk egy mas, geometria jellegi
okfejtéssel is! Kozelitsiik az f(z) fliggvényt az x; pontban az

1
flzn+s)~qp(0) = f(xr) + Vf (xe) s+ §sTHf (xr) s
kvadratikus kifejezéssel. Ennek minimumhelyét a H f (zx) s = —V f (x}) egyen-

letrendszer megoldéasa adja, ahonnan az f(x) fiiggvény minimumhelyének ko-
vetkez§ kozelitése:

Tppr = x5 — [Hf (x)] 7 VI ().
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5.6. Példa. Hatdrozzuk meg az
f(x,y) = 42® + day + 2% — 102 — 12y 4 2

figgvény minimumdt Newton mddszerrel az 1 = [0,0] startvektorbol kiindul-
va!

Megoldds:
A gradiensvektor és a Hesse mdtriz a kévetkezd:

| 8z +4y—10 | 8 4
Vf(x){4x—l—4y—12}’ Hf(”'”)[zl 4}'

Az x1 pontban kiszdmitva az értékeiket kapjuk, hogy

vieo=[ ] =[5 1]

Elsd esetben haszndljuk o megoldds sordn a Newton I. formuldt. Ekkor a
megoldando linedris eqyenletrendszer

H(xy)sy = =V f(x1)
az s, vektor két koordindtdjdra

Sa + 4b = 10
4a + 4b = 12.

Innen a megoldds: a = —1/2 = —0.5, b = 7/2 = 3.5, amelybdl az xo kizelités

—0.5
To =21+ 81 = 3.5 .

Azt tapasztaltuk, hogy eqgy lépésben megkaptuk az optimumpontot. Konnyen
ellendrizhetd, hogy az optimumpont xnm, = [—0.5,3.5]. Az optimdlis célfiigg-
vény érték fuom = —33/2 = —11.5.

Most alkalmazzuk a Newton II. formuldt. Ehhez ki kell szamitanunk a
Hesse mdtriz inverzét, ami

o=t ]

és gy alkalmazva az

sk = —H(zp) 'V f ()
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formuldt azt kapjuk, hogy
/4 —1/4 | =100 —1/2
RTT _1/4 0 1)2 —12 | T | 7/2
Innen az el6z6 formuldhoz hasonldan

—0.5
To =21+ 81 = 3.5 .

A példaban azt tapasztaltuk, hogy egyetlen 1épésben megkaptuk az op-
timalis megoldast. Ez mindig igy van, ha a minimalizadlandé fiiggvény kvad-
ratikus. Emlékezziink a Newton modszer masodik levezetésére, amikor az f
fiiggvényt annak masodfokd Taylor polinomjaval helyettesitettiik, ez pedig
kvadratikus fiiggvényeknél mindig 6nmagaval egyezik meg.

5.2.2. Mobdositott Newton-modszer

A Newton maédszer alkalmazasénal eléfordulhat, hogy a H f(x)) Hesse matrix
nem invertalhato, vagy az s vektor nem csokkend irdny, vagy ha csokkend
is (Vf(zg)sky < 0), azonban az xp,; pontbeli fliggvényérték nem kisebb az
x) pontbeli fiiggvényértéknél. Ezeken probal segiteni a modositott Newton-
modszer. (Emellett az is segit, ha a Newton modszert sszekapesoljuk egy
vonalmenti optimalizalassal. Ezt be is fogjuk mutatni a késGbbiekben).

A mddositott Newton-mddszert az alabbi alakban szokas hasznélni:

1 FORk=0,1,...
2 [Hf (zx) + Ei) 51 = =V f (24)
3 Tky1 = Tk + Sk

ahol Ej olyan diagonalis métrix, amelynek diagonélis elemei nemnegativak
tgy, hogy V2f(x1) + Ej jol kondiciondlt pozitiv definit lesz.

Az F), diagonalis matrix megvalasztasara sokféle algoritmus ismert. Itt
kett6t fogunk ismertetni. A legismertebb Gill és Murray eljardsa. A masik az
ugynevezett Levenberg-Marquardt modszer.

5.2.3. A Gill-Murray algoritmus

Legyen adott az A szimmetrikus méatrix, az ¢ > 0 és § > (0 paraméter.
Az eljaras egy olyan R fels haromszogmatrixot és egy E =diag(e;) > 0
diagonalis métrixot allit elg, amelyekre A + E = RT R fennall.
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1 FORi=0,1,...,n

i—1
2 %j:aij—ZTijki,iﬁjén
k=1
3 pi = max{|y;| : i < j < n}
4 ri; = max{e, |%—i|1/2 , %}
) Ti; = E,Z <7<n
i
6 € =T — Vi

A B paraméter javasolt értéke

1
ﬁ2:max{—max{|aij] © 1 # 7}, max{|a;| : 1§i§n}}.
n

5.2.4. A Levenberg-Marquardt moédszer

A Hesse matrixot most helyettesitsiik egy B szimmetrikus pozitiv definit
méatrix-szal, amelyet a kovetkezSképpen definidlunk

B = H(x}) + Ezy,

ahol ¢, > 0 paraméter, ezzel megnoveljiik a Hesse matrix fGatlojaban 16ve
elemek értékét. A Newton modszerben az s, meghatarozasa a

Bs, = (H($k) + EETk)Sk = —Vf(l’k)

egyenletrendszer megoldésara fog modosulni. Az algoritmus sordn az ¢ pa-
ramétert modositjuk, mégpedig egy arany fliggvényében. Ez az arany az x;1
és x; pontokbeli fiiggvényértékek kiilonbségének hanyadosa, szamlaloban a
minimalizédland¢ fiiggvény, nevezGben pedig annak kvadratikus kozelit6 flige-
vénye szerepel. Legyen ez az arany Ry, képletben

f(xr) = f(opyg1)

i = q(zr) — q(Trs1) '

Levenberg és Marquardt az alabbi eljarast javasolta.

Induld lépés (k = 1): Kiindulunk egy tetszéleges xp € R™ vektorbol és
egy € > 0 paraméterbdl.
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1. Kisérletet tesziink a H f(xy) + Fe; matrix Cholesky felbontasara. Ha
nem sikeriil, akkor az € paraméter értékét négyszeresére noveljiik, azaz:
e := 4e. Addig folytatjuk a kisérletet a Cholesky felbontasara és az
e értékének modositasit, amig nem sikeriil a felbontas.

2. Ha sikeriil a Cholesky felbontés, azaz a H f(xy) + Eej, méatrix pozitiv
definit, akkor megoldjuk az (H f(zx) + Feg)sy = —V f(xy) egyenlet-
rendszert s;-ra.

3. Meghatarozzuk a kovetkezs kozelitést: xp 1 = ) + Sk.

4. Megallunk, ha ||z — zx]| < &, egyébként folytatjuk az eljarast a ko-
vetkez6 sorral.

5. Kiszamitunk az R aranyt.

Ha 0 < Ry < 0.25, akkor legyen i1 = 4ey.
Ha Ry > 0.75, akkor legyen 1,1 = %8k.

Ha 0.25 < R, £ 0.75, akkor legyen €541 = .
Ha R < 0, akkor legyen ;1 = 4,

és az w1 értékét visszadllitjuk xi-ra, azaz xpq = xk.

6. Folytatjuk az eljarast, k := k + 1.
5.2.5. Trust region médszerek

A trust-region modszereket Levenberg (1944), Marquardt (1963), valamint
Goldfeld, Quandt és Trotter (1966) munkai nyomén fejlesztették ki. A trust-
region modszerek azon alapulnak, hogy a ¢ (s) kvadratikus modell csak az
x, kozelében pontos. Legyen

O =A{x ||z — x| < Ar}

az ugynevezett trust region (megbizhatosagi tartomany). Az x1 = xp + S
kozelitést ,-ban keressiik: az s 1épést az

min {gi (s) | [[s[ly < Ax}

feltételes kvadratikus programozési feladat megoldésaval adjuk meg, ahol
a trust-region paraméter A > 0 valamilyen adott konstans. Ha A, elég
nagy, akkor a megoldas azonos a feltétel nélkiili kvadratikus esettel. Ha elég
kicsi, akkor ez megszoritast jelent. A Ay paraméter értékét az f (x) értékének
becsiilt és tényleges csOkkenését figyelembevéve valtoztatjuk
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A trust region moédszer algoritmusa
1 INPUT 20 e R", Ag >0, 0<u<n<,0<y <1<y
2 FORi:i=0,1,...

3 Hatarozzuk meg a min {gy (s) : ||s]|, < Ax} feladat s, kozelitd megoldasat!
1 _ S (@) = f (2 + i)
S (@) = qi (i)
5 IF pi > p, THEN 241 := z + si, ELSE 21 := x.
6 Hatarozzuk meg Ajyq értékét!

A pr > p esetben az iteracios lépést sikeresnek nevezziik. A pp < p
esetben az iteracios lépést sikertelennek nevezziik. A p, hanyados jelentése:

a fiiggvény tényleges csokkenése

a fiiggvény jelzett csokkenése

A A, paramétert megvalasztd algoritmus a kovetkez6. A A, update
algoritmus:
Legyen 0 < p<n<1és0<y <1<m.
a) Ha p, < p, akkor Apq € (0,7 A].
b) Ha px € (1, n), akkor Apyq € [11A%, Ag].
C) Ha pr > 1, akkor Ak+1 S [Ak,’)/QAk]
Az algoritmus a paraméterek megvalasztasara nem tul érzékeny. Néhany
javasolt érték: p = 0.25,7 = 0.75,71 = 0.25,v = 2.
A feltételes kvadratikus optimalizalési probléma megoldasara vonatkozik
a kovetkezd

5.1. Lemma (Gay, 1981). Az s = s(\) vektor a min{q (s) : [|s|l, < Ax}
feladat megolddsa akkor és csak akkor, ha létezik X > 0 gy, hogy

(Hf (xe) + M) s==Vf (),  A(lsll; = A7) =0
fenndll.

Eset szétvalasztassal adodik, hogy A = 0 és ||s]|, < Ay, vagy A > 0 és
l|sll, = Ak. Az utobbi esetben a fenti feltételrendszer atmegy a

(V21 (@) + M) s (V) = =9 f (21)
Is (Mlz = AR
egyenletrendszerbe, amely A-ra nézve nemlinearis. Ez relative konnyen meg-
oldhato iterativ dton.
Elég nagy k esetén Ay mar nem csokken, az ||si|| = Ay feltétel inaktivva

valik, A\, = 0 lesz és s, a Newton-lépéssel lesz azonos. A kévetkezékben A,
ill. s, meghatarozasaval foglalkozunk. Minthogy

sk = sk(Ak) = —(H f(xr) + M) 7'V f (),
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ezért az egyvaltozos
Ap = (V2 F () + Md) 7'V f ()|

egyenletet kell megoldanunk Ag-ra. A Hesse-matrix szimmetrikus, tehat van
olyan  ortogonalis matrix, hogy H f(z)) = QT'QT, ahol I = diag(ay, . . ., ay,).
Innen

Ioul? = QU+ 2D 7QVI@ = 2

ahol d; a QT'V f(zy) vektor j-edik komponense. Marmost igaz, hogy

S S

<|skl* < ;

ahol ay a H f (z1) legkisebb, «y, a legnagyobb sajatértéke. Tehat a A\, meg-
oldas az

JAV? Ay
intervallumban van. Az oy helyen ||sy||-nak szingularitasa van. Ezért a Newton-
modszer nem a legjobban viselkedik.
Hebden az ||si|| = Ay egyenlet megoldéasa helyett javasolta az

Il

1 1
Ap skl

egyenlet megoldasat, amelynek mar nincs szingularitasa.
A gyakorlatban a min {gy (s) | ||s]|, < Ay} feladat helyett a
min {gi (s) | | Disll, < A}

alakot is hasznaljdk, ahol Dj valamilyen skalaz6 matrix. Ekkor az optimalis
megoldés s; meghatarozhato az értelemszertien médositott

(Hf (i) + ADEDy) s ==V f(zr),  A(|Dss|l; — AZ) =0

feltételbsl, ahol A > 0.
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5.2.6. Kvazi-Newton modszerek

A kvazi-Newton modszerek olyan kozelité Newton-modszerek, amelyek itera-
cionkénti szamitasi koltsége (ideje) rendkiviil kicsi és ezért a szamitasi Ossz-
koltsége (ideje) is kisebb mint a Newton-modszereké. Alapgondolatuk a ko-
vetkezG.

Vizsgéljuk F(z) = 0 (F' : R — R") nemlineéris egyenletrendszert! Le-
gyen xo ~ x*, By &~ F’ (z*). A Newton-modszerben az F'(xy) Jacobi-matrixot
kicseréljiik egy alkalmas modon definialt By, ~ F’ () kozelit6 métrixszal:

1 FOR k=0,1,...
2 BkSk =-F (l’k)
3 Tpy1 = Tk + Sk

A By métrixot a By_; matrixbol nyerjiik egy, vagy tobb diadikus méatrix

hozzdadasaval. A By, alakja egyrangu modositas (update) esetén

B, =B, + ukv,{ (uk, Vg € Rn) ,
kétrangi modositas esetén pedig
B, =B, + ukvg + wkzg (uk, Vg, Wk, 2k € Rn) .

A diadikus métrixszal torténé modositas egy fontos elényét mutatja a kovet-
kez6

5.2. Tétel (Sherman-Morrison-Woodbury). Ha A nemszinguldris és fenndll,
hogy 1 +vT A= # 0, akkor

A T AT

L 41 A uvAa
(A+w') =4 0T AT

Ha a Bj_; métrix inverzét ismerjiik, akkor By, inverzét a fenti formulaval
O (n?) flop miivelettel tudjuk kiszdmolni. Minthogy s, = — By 'F (z1,) és egy
matrix-vektor szorzas szintén O (n?) flop, az G x5, kozelitést dsszességében
O (n?) flop miivelettel kaphatjuk meg.

A Gauss-eliminacioval a H f (zx) s, = —V f (z1) egyenletrendszer megol-
dasanak miiveletigénye O(n?) flop. Ezért a kvazi-Newton modszerek haszna-
lata lényeges szamitasi koltség megtakaritast jelent. Hasonl6é eredményt lehet
elérni a Bj, matrixok () R-felbontasaval is.

A By matrixoknak ki kell elégiteniiik bizonyos feltételeket. Legyen

F(z)~ Ly () = F () + By (x — x), Bp = F'(zy)

65



az F(z) fiiggvény egy linearis kozelitése. Az xyyq kozelitést az Ly (z) = 0
egyenletrendszer megoldasa adja. A kvazi-Newton modszerek esetén kikotjiik,

hogy
Ly (zp) = F (1),
Lir (Th1) = F (@p41) -

Vezessiik be az yp = F(zg11) — F(x) mennyiséget! Ekkor a fenti két felté-
telbdl kapjuk az tigynevezett

Byi156 =
szel6 egyenletet. Az egyrangt kvazi-Newton update formulak altalanos alakja

yr — Bsi) 2L
Bk+1=Bk+( T )k7

ahol z; € R™ alkalmas modon megvalasztott paraméter. Az optiméalis Broyden-
modszer esetén z;, = sy.

5.2.7. Broyden moédszer
Az algoritmus:

1 xy=a*, By~ F' (z¥).

2 FORk=0,1,...

3 Bysp = —F (xy)
4 Tpy1 = Tk + Sk
5 Yp = F (wp41) — F (1)
— Bysg) sk
6 By = By + (b k5k) 5

sT's

A Newton-moddszer konvergeﬁlc’;a rendje 2. A kvazi-Newton moédszerek
konvergencidja a Jacobi matrixot kozelitG By matrixok konstrukcioja miatt
csak szuperlinaris. Ezért adott pontossagi kozelité megoldas eléréséhez a
kvazi-Newton modszereknek &ltalaban tobb lépésre van sziikségiik. Azonban
a lépések lényegesen kisebb szamitéasi koltsége miatt a kvazi-Newton mod-
szerek szamitasi Osszkoltsége, kiilonosen nagyméretd feladatok esetén, sok
esetben lényegesen kisebb mint a Newton-modszeré. Ezért a kvazi-Newton
modszerek hasznélata elényds.

A minimalizalasi feladatoknal kozvetleniil alkalmazhatunk barmilyen kvazi-
Newton modszert az F(x) = Vf(z) stacionarius egyenletre. Minthogy a
stacionarius egyenletrendszer Jacobi matrixa F'(z) = H(z) = Hf (z), azaz
f(x) Hesse-matrixa, célszerd olyan kvazi-Newton modszereket alkalmazni,
amelyekben a By matrix szimmetrikus. Ezt biztositjak az egy- vagy kétrangu
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didddal dolgoz6 kvazi-Newton modszerek. A ma legjobbnak tartott eljaras a
BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) maodszer.

5.2.8. BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) eljaras

Az algoritmus:
1 FORLk=0,1,...

2 HkSk = —Vf (ZL‘k)
3 Tpy1 = Tp + Sk
4 Y = Vf (Try1) —TVf (z1) .
YUY  Hpsisy, Hy
5 H..1=H, —
k+1 k+ L5 T Hor

Itt a By matrixot a Hesse-matrixra valo utalasként Hy-szel is jel6lhetnénk.
A B, matrixok kiszamitasara tobbféle modszer 1étezik. A

T T
YrY Bysys;, By,

Bry1 = By + Tk— T b
Y, Sk s}, Bisy,

formulat kétranga formulanak szokés nevezni. Az tigynevezett egyrangu for-
mula a kovetkez6:

(yx — Brsi)(yr — Brsi)”
(yx — Brsk) sk

Byi1 = By +

5.2.9. A vonalmenti minimalizalas algoritmusa

A direkt minimumkeresé eljarasok koziil az egyik legbevaltabb modszertipus
vonalmenti (irdnymenti) minimalizalasokon alapul. 4ltalanos alakja a kovet-
kezG.

A vonalmenti minimalizalas algoritmusa

1 INPUT z

29 FORk=12,...

3 Valasszunk s € R™ keresési iranyt!

4 Hatarozzuk meg az o € RT értéket, amelyre

f(zg + agsy) = r051>ir01f (xp + asg) .

D Tkl = Tk + xSk
Az eljarastol megkoveteljiik az

fle) 2 fx2) = o 2 flaw) 2 fora) 2 -0
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csokkenési feltételt. Ez teljesiil, ha az s irdnyt tgy valasztjuk meg, hogy

fennalljon
g (0) = Vf (2:)" s <0

Ekkor ¢’ (0) < 0 miatt a g («) fliggvény csokkens az a = 0 helyen. Kovetke-
zésképpen létezik oy > 0, hogy f (zx11) = f (vx + arsk) < f (zx). A tapasz-
talatok szerint az f (zy) fiiggvényértékek csokkenése nem lehet tul gyors. Az
alabbi harom heurisztikus feltételt a gyakorlati eljarasok kielégitik.

5.2.10. Armijo-Goldstein feltételek

(zx) + axpV f (%)T Sk

(Trt1) 5

(5.1) f (i)

< f
(5.2) flag) + ooV () se < f

ahol p € (0,3),0 € (p, 1) fix paraméterek.
A gyakorlatban p = & (0 = 1 — p), vagy kisebb. Az Armijo-Goldstein

feltételek azt biztositjak, hogy a fliggvényértékek se til lassan, se til gyorsan
ne csokkenjenek: oy, > 0 és Vf (24)" s, < 0 miatt f (z41) < f (2x), de

F @) = f (@0l < an [VF (@) 1]

Egy oy lépéshossz akkor és csak akkor elégiti ki a két Armijo-Goldstein
feltételt, ha

(5-3) 9(0) + arog (0) < g (o) < g(0) + arpg’ (0) .

5.3. Iranykeresési modszerek

Szamos lehetGség van az {s;} kutatasi irdnyok megvalasztasara:
1. A leggyorsabb lecstkkenés modszere: s, = —V f (y);
2. Newton-szerti modszerek: s, = —B,;IVf (), ahol By szimmetrikus
pozitiv definit matrix.

Mindkét esetben a csékkend tulajdonsag teljesiil. A leggyorsabb lecsok-
kenés modszerénél

Vi) se=—|IVf@)|* <0 (Vf(z)#0).

A B! pozitiv definitsége miatt a Newton-szerti modszereknél
V(@) sk ==V f (@) BV () <0 (VS () #0).
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5.3.1. Gradiens moddszer (Cauchy moédszer, 1847)

Mint tudjuk, a gradiens vektor a fiiggvény legnagyobb névekedésének iranyé-
ba mutat. Legkézenfekv6bb tehat a d keress irdnyra a d = —V f(z) valasztas,
hisz ebben az irdnyban varhato a fiiggvény legnagyobb csokkenése. Szokas ezt
a modszer a legnagyobb csokkenés modszerének is nevezni. A mddszer lénye-
ge az alabbiakban foglalhato Gssze.
Gradiens moédszer algoritmusa
1 INPUT: k=0 és . € R™ pont.
2 FORk=1,2,...

3 s = —=Vf (z1)
4 ap >0 f (%k + ozksk) = minazo f (.I'k + CKSk>
5 Tpt1 = Tk + Qg Sk

Megallasi feltétel lehet példaul ha ||zx 1 — x| < &, vagy ha |V f(z)| <

5.7. Példa. Oldjuk meg az aldabbi optimalizdldsi feladatot gradiens maodszer-
rel. Legyen az x1 = (0,0) a startvektor és legyen € = 0.005 a pontossdgi
tirés.

f(x1,25) = 22 + 22129 + 225 — 21 + To + 5 — min!

Megoldds:
A célfigguény gradiense

o, m) = { 221 + 229 — 1 }

2.I1 + 4ZL’2 +1
1. lépés: x1 = (0,0)

Vi =| 7] s evre =] ]

Innen v = x1 + as; = (a, —«a). Az egyvdltozds optimalizdldsi feladat és
megolddsa: p(a) = f(a, —a) = a* — 2a+ 5 — min!, amelybdl a; = 1

2. lépés: x9 = 11 + ans1 = (1, —aq) = (1,—1). Innen s, = =V f(xs) =
(1,1) ésx = xo+asy = (1+a,—14+a). Az egyvdltozos optimalizdldsi feladat
és megolddsa: p(a) = f(1+ o, -1+ a) = 5a? — 2a + 4 — min!

Ennek megolddsa oy = +

6 4
3. [épés: x3 = 19 + a5y = (5’ _5>’ ahonnan

69



1 1 6 1 4 1
S3 = —Vf(l’g) = <5, —5> , L = T3 + Sz = (g + ga, —5 — gOé) .

Az eqyudltozos optimalizdldsi feladat és megolddsa:

6 1 4 1 1 19
() :f(g+5a7—g——a) = —ao’ - —a+ — — min!

Innen a3 =1

7 11
4. lépés: x4y = 13 + azs3 = (_ _1>’ sy = —Vf(ry) = (_ _)7

5 55
= ==+ z-a,—-1+—-a].
T = Ty + Sy 5+5a7 —|—5a
Az eqyudltozds optimalizdldsi feladat és megolddsa:
7 1 1 1 2 94
= —t-a,—1l+-a)=-a-— — — min!
#la) f(5+50" +5“) 54 T o5 Ty

ahonnan oy = %

o B (36 24 B (1 1
5. lépés: x5 = 14 + au8y = (25, 25), S5 = Vf(x4) = (25, 25);

36 n 1 24 1
25 257 25 25°)
Az eqyuvdltozds optimalizdldsi feladat és megolddsa:

@) = 36,1 21 1 Lo, 2 e
14 25 " 25% 25 25 625 625" " 125

T =5+ S5 =

Innen \s =1

37
6. lépés: xg = w5+ Q585 = (2—5, —1) =(1.48,—1). Az eljardst befejezziik,
mert az 5. lépésben mdr elég kizel keriltink a minimumhelyhez, amely x =

(1.5,—1).

5.3.2. Konjugalt gradiens mddszer (Fletcher, Reeves)

Elsé lépésként definialjuk a konjugalt vektorok fogalmat. Legyen C' egy n X n-
es szimmetrikus matrix. A vy, v, ..., v € R” vektorokat C-konjugaltaknak
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vagy egyszeriien konjugaltaknak nevezziik, ha linedrisan fiiggetlenek és v/ Cv;
0 minden ¢ # j esetén.

Az irdny megvalasztasara eddig sok modszert lattunk, a gradiens mod-
szerben s, = —V f(x1), a késébbiekben ismertetésre keriil6 DFP modszerben
s = =DV f(xr). A DFP modszer ugy is felfoghato, hogy nem a legnagyobb
csOkkenés iranyaba mutato vektort hasznaljuk irdnyvektornak, hanem annak
egy maétrix-szal szorzott transzforméltjat. A konjugalt gradiens modszerben
sem a gradiens vektor (—1)-szeresét hasznaljuk iranyvektornak, hanem ah-
hoz egy vektort adunk hozza, amely az el6z6 1épésben hasznalt irdnyvektor
iranyaba mutat, képletben

Skr1 = =V [ (Try1) + sy

Tobb modszer ismert az oy, szorzora, Fletcher és Reeves az aldbbi szorzot
javasolta

IV
IV £ (x|
Fletcher-Reeves médszer algoritmusa:
Indul6 lépés (k = 1): Kiindulunk egy tetszéleges x; € R"™ vektorbol és a
s = —V f(xy) irdnyvektorbol.
Kozbiilss 1épés:

1. Megallunk, ha ||V f(xy)|| < e, egyébként folytatjuk az eljarast a kovet-
kez6 sorral.

2. Megoldjuk a min{f(zg + Asg) : A > 0} minimalizalasi feladatot A-ra,
legyen az optimalis megoldas \g.

3. Meghatarozzuk a kovetkezs kozelitést: xp 1 = v + i Sk.

4. Iranyvektor meghatarozasa: sx.1 = —V f(xge1) + Wsk.
5. Folytatjuk az eljarast, k .=k + 1.

5.3. Tétel. Legyen a minimalizdlandd figgvény kvadratikus, azaz f(z) =

cr+—rHx. Alkalmazzuk ennek a feladatnak a megolddsdra a Fletcher-Reeves

modszert, amelyben a kiinduldsndl legyen x1 € R" tetszdleges vektor és s =
—V f(x1). Végezziink el n darab iterdcidt. Ha minden k = 1,2,...,n esetén
Vf(xr) #0, akkor igazak az aldbbi dllitdasok

(1) $1,82,...,8, keresd iranyok H — konjugltak,
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(2) $1,82,...,8, keresd iranyok javits (csokkend) irdnyok

2 T
(3) aj = “vf(“"’““)! - SkHYﬂx’““), k=1,2,....,n
IV f ()] Sk H sk

5.8. Példa. Oldjuk meg az aldbbi optimalizdldsi feladatot Fletcher-Reeves
mddszerrel. Legyen az x1 = (0,0) a startvektor és legyen ¢ = 0.005 a pontos-
sagi tirés.

f(zy,20) = 23 4 22129 + 205 — 21 + 29 + 5 — min!

Megoldds:
A célfigguény gradiense:

 Far, ) = { 221 + 229 — 1 }

2$1 +4l’2 +1

1. lépés: Az elsd lépés megeqyezik a gradiens mddszerrel.

r1 = (0,0), sy = =Vf(z1) = (1,-1), x = a1 + Asy = (A, =)
Az eqyuvdltozds optimalizdldsi feladat és megolddsa:

©e(A) = f(X, =) = A2 =2\ + 5 — min!

A =1

2. lépés: xo = x1 + Ais1 = (M, — A1) = (1, —=1), Vf(xe) = (=1,-1).

Ettdl a lépéstdl térink el a gradiens mddszertdl, mert az trdnyvektor meg-
hatdrozisa kissé bonyolultabb. Ehhez szamitsuk ki a két utolsd kizelitéshez
tartozo gradiensek hosszdanak négyzetét:

IVFOIP =2, IVF(x)|* =2
Az g iranyvektor
_ IVf@)*
sy = =V f(xz) + ||vf<xl)||281 = (2,0)

=29+ Asy = (14 2\ —1)

Az eqyudltozds optimalizdldsi feladat és megolddsa:
©(\) = f(1 42X, —1) = 4)\* — 2\ + 4 — min!

Ao =1

3. 1épés: x3 = Ty + NSy = (%, —1), s3 = =V f(z3) = (0,0).

Mivel az x3 kézelitéshez tartozo gradiensvektor zérus, igy befejezziik az
eljdrast.

Az x = (1.5, —1) pontban teljesil a minimum szikséges feltétele, igy meg-
kaptuk az optimdlis megolddst.
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Mivel a minimalizdland¢ fliggvényiink kvadratikus, igy érvényes a Fletcher-
Reeves modszerre a fentebb kozolt tétel allitasai.

5.3.3. Newton-modszer vonalmenti minimalizalassal

Tekintsiik most néhany Newton-tipusi modszer vonalmenti minimalizalassal

kiegészitett valtozatat!
1 FORk=0,1,2,...

2 Hf (l’k) S — —Vf (l’k)
3 ag > 0 f (2 + agsg) = mingso f (25 + asg)
4 Tpy1 = T + Sk

5.3.4. Modositott Newton-modszer vonalmenti minima-

lizalassal
1 FORKk=0,1,2,...
2 [H f (vx) + Ex] s = =V f (w)
3 ar >0 f (2 + agsk) = ming>o f (g + asg)
4 Tpy1 = Tk + Sk

Az egyik legismertebb, vonalmenti minimalizalast is hasznalé kvazi-Newton
modszer a Davidon-Fletcher-Powell-féle DFP eljaras.

5.3.5. DFP (Davidon-Fletcher-Powell) eljaras

Adott egy x; kiindulé pont és egy szimmetrikus pozitiv definit D; métrix.
1 FORE=1,2,...

3 A >0 f (Ik + )\ksk) = minazo f (ZL’k + ozsk)
4 S = )\chk;

4 T4l = Tk + Sk

5 Y = Vf (Try1) — Vf (1)

T T
SkSy  Dryryy Di
6 D1 =D+ —
i Sty Yr Di
Itt is, hasonléan a BFGS-mddszerhez, beszélhetiink egyrangu illetve két-

rangu formularol. A

T T
SkSy, Dryryj, Dy
D1 =Dy + —
o SH Uk Yi Dryr
formula az tgynevezett kétranga formula. Az egyrangu formula a kdvetkezd:
(sk — Diyr)(sk — Diyr)”

(s — Dryi) Ty

Dy = Di +
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5.9. Példa. Oldjuk meqg az aldbbi optimalizdldsi feladatot Davidon-Fletcher-
Powell modszerrel a kétrangi formuldt haszndlva a Dy elddllitdsdra.

f(zy,x0) = x% + 2x129 + 2953 — 21+ 22+ 5 — min!

Legyen az x1 startvektor és a Hesse mdtrizot helyettesitd Dy startmdtriz
az alabbi.

1 = (0,0), Dlz[l 0}

0 1
Megoldds:
Eldkésziiletként hatdrozzuk meq a célfigguény gradiensét
. 21‘1 + 2[L‘2 —1

1. lépés: Az elsd lépés megeqyezik a gradiens maodszerrel.

T = (0,0),

Vf(z) = (=1,1),
d1 = —D1Vf(171) = (1, —1),
r=x+ /\d1 = ()\, —>\)

Az eqyvdltozos optimalizdldsi feladat és megolddsa:
©(A) = f(A, =) = A2 = 2)\ + 5 — min!
Ennek megolddsa: A\ =1

2. lépés:

Ty =21+ Midy = (A, —A1) = (1,-1)
Most elékészityik a Dy mdtriz szamildsdt.
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Vf(xz) = (-1,-1)
S1=m9 — 11 = Ndy = (1,-1),
y1 = Vf(zs) = Vf(r1) = (0,-2)

Dy, = (0,-2)
=[]t 1[4 3]
Su=[1 1] 5| =2
oomr=] %] 1o 21-[2]
(Diy) 'y =1[ 0 —2}{_02}=4
RS s il RN R BNl B B
e
2 2

Az x9 ponthoz tartozo irdnyvektor: dy = —DyV f(xs) = (1,0)
r=x9+ Ay = (1 4+ \,—1).

Az eqyuvdltozds optimalizdldsi feladat és megolddsa:
e(A)=f(1+X,—1) =X — X+ 4 — min!

Ennek megolddsa: o = %

3. lépés:

T3 = X9 + )\de = (1 —+ )\2, —1) = (%, —1)

Most jon a D3 mdtrix szamitdsa.

Vf(x3) = (0,0).

Muwvel az x3 kézelitéshez tartozo gradiensvektor zérus, igy befejezziik az
eljardst. Az x = (1.5, —1) pontban teljesil a minimum szikséges feltétele, igy
megkaptuk az optimdlis megolddst.

Mivel a minimalizdlando fligguényiink kvadratikus, folytassuk tovdbb a szd-
mitast, hogy az algoritmushoz kézolt tételek dllitdsainak helyességét ellendriz-
hesstik.
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Days = (1,0)
awf = 5] 03 0)=[5 0]
syv2 = [ 3 0]“}:%
)P = | ¢ | [1 0] =] 4 7]
(Days) g2 = [ 1 0][”:1

T T 30 _1 1
oo -S04 )]

53 Y2 (Day2)Tys

1 1
2 2

A célfiigguény Hesse mdtriza:
2 2
e
és ellendrizhetyiik o fenti tételek eqyik dllitdsanak helyességét, miszerint a Ds

matriz a Hesse mdtriz inverze.

A Davidon-Fletcher-Powell modszer az egyik leggyakrabban alkalmazott
eljaras.

5.3.6. Hooke-Jeeves modszer

Végiil megadunk egy egyszert, lassi, de sok esetben hasznalhato eljarast.
Az sj irdnyok ciklikusan rendre az ey, eq, ..., e, n-dimenzios egységkoor-
dinata iranyok. Képletben kifejezve

Sint+j = €5, jzl,...,n;Z:071,...‘

A Hooke-Jeeves modszer bizonyos esetekben nem konvergal. Ennek oka
az sy iranyok rogzitése. Szokds az s;,4; = *e; valasztdssal élni, aszerint,
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hogy az f (merj + ej) </ (%nﬂ‘)a vagy f (minﬂ' - ej) </ (xinﬂ') feltételek
koziil melyik teljesiil. Mas hatékonyabb modszerek pl. Rosenbrock-modszer
az irdnyokat nem rogzitik, hanem valamilyen elv alapjan véaltoztatjak.

5.4. A biintetéfiiggvény modszerek

Az alabbiakban kozolt modszerek alapgondolata az, hogy a feltételes op-
timalizalasi feladat megoldasat visszavezetjiik feltétel nélkiili optimalizalé-
si feladatok sorozatos megoldasara. Fzt a megoldasi eljarast szokas SUMT
(Sequential Unconstrained Minimization Technique) moédszer néven is em-
legetni. Két valtozatat ismertetjiik, az egyik a biintet6fiiggvényes eljaréas, a
mésik a korlatfiiggvényes eljaras. Mindkét modszer lényege az, hogy a felté-
teleket beépiti a célfiiggvénybe, igy kapunk egy feltételnélkiili optimalizalasi
feladatot.

Ezen két modszer koziil mi a biintetéfiiggvények modszerét ismertetjiik.

Vizsgaljuk els6ként az

f(z) = min

(5.4) b} = 6

egvenlGségi feltétellel megadott szélsGérték feladatot, ahol f: R™ — R és
h:R" — R™. A SUMT modszerek alapgondolata R. Couranttél szarmazik
1943-bol. Az otlet a kovetkezs: Vezessiik be a

(5.5)
D (2,0) = (@) + 5 Y 1 (@) = F @)+ Sh(@) h@) = £ (@) + 5 [ @)

i=1

m

bintetdfiigguényt és az eredeti feladat helyett vizsgaljuk a
(5.6) ® (z,0) — min

feltétel nélkiili szélsGérték feladatot a o > 0 bintetd paraméter kiillonbo6zé
értékeire!

Haz € S={z| h(z) =0}, akkor ® (z,0) = f(x). Ha = ¢ S, akkor van
legalabb egy 7o index, hogy h;, () # 0. Ezért

O (z,0) = +%Zh +2h2()>f(x).

Tehat ¢ (z,0) > f (x) attol fiiggben, hogy milyen mértékben tér el A(x) a

0 vektortol és mekkora a o paraméter. Ha o nagyobb, a biintetés is nagyobb.
Vizsgaljuk meg a kovetkezd két egyszertd példat!
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5.10. Példa. Az f (x,y) = —x —y — min, h (z,y) = 22 + 3> — 1 = 0 feladat
célfiigguényét, megengedett megolddsainak halmazdt és a o = 10 értékhez
tartozo biintetdfiggvényt dbrdazolja az aldbbi dbra.

Y,
AN
///,/ .“

TAN
liu.}‘

)
s

’ .

A Courant-féle biintetdfigguény.
Ldthato, hogy biintetdfigguény a célfigguényt a megengedett megolddsok
halmazdn (az egységkdron) kivil mintegy felhajlitja.
5.11. Példa. Legyen
f(x) =2 — min, h(x)=2—-1=0.

Ekkor ® (v,0) = v+% (v — 1)%, amelynek minimumbhelye x (o) = 1-1. Ez
o — +oo esetén tart 1-hez, az eredeti feladat minimumhelyéhez. Ha tehdt o
elég nagy, akkor x(o) elég pontosan megkizeliti az eredeti feladat megolddsdt
(lasd a kovetkezd dbrdt).

10

Courant-féle biintetdfiigguény kilonbozd o értékekre
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A biintet6fiiggvény modszerek egy lehetséges altalanos séméaja a kovetke-
z6.
A SUMT algoritmus
1 INPUT {ox},c; C R", 0, — +o0 sorozat, ¢ > 0,29 € R, k =1
1 FOREkE=1,2,...

2 x—1-bdl kiindulva hatarozzuk meg ® (z, o) — min egy
x = x (0y) lokalis megoldésat!

3 IF |[h(z (ow))] <€

4 THEN exit

Altalaban a o, = 10! sorozatot hasznaljuk. Az eljaras konvergenciajat
mondja ki a kdvetkezs tétel.

5.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy f és h folytonos fiigguények, f alulrol korlatos
a megengedett megolddsok nemiires S = {x : h(z) =0} halmazdn és

(5.7) f* = inf f(z).

€S

Ha o), — 400 monoton néovekedd, akkor
(i) A {® (xg,0%)} sorozat monoton névekedd.
(11) A {||h (x)||} sorozat monoton csikkend.
(11i) Az {f (xx)} sorozat monoton névekedd.

Tovabbd h (xy) — 0 és az {xy} sorozat barmely torldddsi pontja megolddsa a
feltételes szélsderték feladatnak.

Bizonyitds. Legyen k <[ és oy < 0;. Az x} definiciojabol és (5.5)-bdl
O (zg,01) < P (z,01) < P (2,00) < P (g, 00)

kovetkezik. Az elsé két egyenlStlenség bizonyitja az (i) allitast. Az egyenl6t-
lenség lancbol adodo

2(® (x,00) — P (21,00) + @ (xé, o) — @ (ka,ak)) =
= (o1 —ox) (|h (@p)ll; = 1A (z)]l3) >0

egyenlStlenség igazolja az (ii) allitast. A @ (zg,0) < @ (24, 0%) egyenlGtlen-
ségbdl kapjuk, hogy

f () + S (I @)l = I @)lI3) < F (),

-

>0
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amibdl az { f (zx)} sorozat monoton novekedése kivetkezik. Az x;, definicioja
és (5.7) alapjan

=f(z)
—
(5.8) fxg) <@ (xg,0k) = rg%g{r}lgb(x, or) < igfq@ (x,0) = .

Ha o, — 400, akkor

h(we)" h(ze) <2(f = f(2x)) for < 2(f* = f (1)) Jor = 0

miatt, h (z;) — 0. Ha z, — 2%, akkor a folytonossdg miatt h (z*) = 0. Ezért
f(z*) > f*. De (5.8) miatt f (zx) < f*, amibdl f () < f* kovetkezik. A két
egyenlGtlenség egyiitt az f (x*) = f* egyenldséget adja, amivel éllitAsunkat
maradéktalanul igazoltuk. O]

Megjegyezziik, hogy a tételben nem tettiink fel differencialhatosagot és a
szokasos Kuhn-Tucker feltevéseket sem.
Vizsgaljuk most az egyenl&tlenségeket is tartalmazo

f(z) — min
(5.9) h(z) =0
9(z) <0

(f:R*" =R, h:R" = R™ g: R" — R") feltételes szélsGeérték feladatot. Ek-
kor a megfelel6 biintetéfiiggvény

® (z,0) :f(x)+aZh3(x)+UZ(max{gj(x),0})2.

A biintet6fliggvény geometriai tartalma az egyenlGségi feltételek esetén méar
ismert. Ha valamely egyenl6tlenségre, mondjuk a j-edikre fennall, hogy g; (x) >
0, akkor max {g; (x),0} = g; (z). Igy az ebbdl szarmazé biintetés mértéke
o (g, ()"

A fenti biintetsfiiggvénnyel a SUMT eljaras valtozatlan. Valtozik azonban
az eljaras konvergenciaja.

Sok esetben a ® (x, o) biintetStiiggvény Hesse-matrixa sok esetben rosszul
kondicionalt lesz nagy o esetén. Ha a Newton modszeren alapulé minimali-
zalést alkalmazzuk, akkor Broyden és Attia egy specialis linearis egyenlet-
rendszer megold6 modszerét lehet alkalmazni. A probléma egy elterjedtebb
kezelési modja a Powell-féle biintet6fiiggvény, amelynek alakja

@(m,@,a):f(x)+—ZUi(hi($)—9i)2a



ahol 0 = [0y, ...,0,]" éso = [o1,...,0m]". A 6; paraméterek az origotol valo
eltolast, a o; > 0 paraméterek pedig a biintetés mértékét szabalyozzak. A
Powell-féle biintetsfiiggvény jellegében egy nemlineéris legkisebb négyzetes
feladat célfiiggvénye.

A 5.11 példa esetén @ (z,0,0) = 2+ § (v — 0)*, amelynek minimumhelye

z(o)=60—1
A Powell-féle biintet6fiiggvény egy jobban szamithato alakjat kapjuk,
ha bevezetjiik a A\, = 0,0, valtozokat és elhanyagoljuk az z-t6l fiiggetlen

L3, 020, tagot. Ekkor a
1
20 ,0) = £ )=NTh )45 3 0) = £ ()N () )" 5 )

biintetdfiiggvényt kapjuk, ahol A = [\, ..., )\m]T és S =diag (o1,...,0m).
Megmutathatd, hogy létezik olyan A* vektor, amelyre z* a & (z, \*, o)
minimuma lesz minden o > ¢’ esetén (Itt az z,y € R", z < y < z; < y;
(1 =1,...,n) jelolést hasznaljuk).
A kovetkez§ eljarast lehet ennek alapjan megfogalmazni:
1. Hatarozzuk meg a A®) — \* sorozatot!
2. Hatarozzuk meg a @ (z, \¥), o)) fiiggvény
egy z; = z (A, ) lokélis minimumbhelyét!
3. Fejezziik be az eljarast, ha h (z (AW, oc®)) elég kicsi!

Powell javaslata a A(*) és ¢(*) meghatarozasara a kovetkezd. Legyen
agk) 0
0 Jy(rlf)

A Powell moédszer algoritmusa
1. Legyen A=Y o =00 k=0, Hh(O)HOO = 0.
Hatarozzuk meg a ¢ (z, A, o) fiiggvény z (A, 0) minimumhelyét
és legyen h=h(z(\o0)).
3. Hallh|l, > | A" UH akkor legyen o; = 100; minden olyan 7 indexre,
amelyre fennall hogy |h;| > 1 Hh (k—1) H Menjiink a 2. pontra!
4. Legyen k =k +1, )\(k—)\ o) =g, h( = h.
Legyen A = \(®) — Sk p(k),
6. Menjiink a 2. pontra!

ot

5.12. Példa. Oldjuk meg az alabbi optimalizdldsi feladatot biintetdfiigguényes
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modszerrel:
f(z1,m3) = (21 — 1)2 + :Eg — min!
h(z1,22) =1 —29=0
Megoldds
A feltétel nélkiili segédfeladat:
¢(x) = (1 — 1) + 23 + 0 - (v1 — 29)* — min!

A kiindulo vektor legyen x = (10,20), a kiinduld bintetd paraméter pedig
legyen o = 2. A megoldds eqyes lépéseit az aldabbi tabldzatban kézolyik:

o T ¢(zo) | flzg) | oB(z,) B(z,)

1 { gggg J 0.333 0.222 0.111 0.111
10 8232 0.4762 0.4535 0.0227 0.00227
100 8233? 0.4975 0.4950 | 0.002475 | 2.475-107°

1000 828833‘3 } 0.49975 | 0.49950 | 0.00025 2.5-1077
10000 [ 094590909092;14 W 0.499975 | 0.499950 | 2.5-107° | 2.5-107°

A feladat optimadalis megolddsa: r1 = 0.5, x9 = 0.5, fmin = 0.5. A tdb-
lazatban jol ldthato, hogy a feladat megolddsa hogyan konvergdl az optimdlis
megolddshoz, tovibbd az is ldthato, hogy a o biintetdparaméter novekedésével
d(zy), f(xy) novekszik, mig oB(x,), B(x,) csékken.

5.13. Példa. Oldjuk meg az alabbi optimalizdldsi feladatot biintetdfiigguényes
modszerrel:

f(z1,25) = (21 — 3)* + (22 — 2)* — min!
g1(z1,29) = 23 — 25 — 3 <0
Go(1,m5) = 11 + 229 — 4 <0

Megoldds
A kiinduld vektor legyen © = (4,3), a kiinduld biintetd paraméter pedig
legyen o = 1. A feltétel nélkiili segédfeladat:
o(z) = (21-3)°+(22—2)*+0" [(max {0,27 — 25 — 3})2 + (max {0, xy + 2x9 — 4})2] — min!
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A megoldds eqyes lépéseit az aldbbi tabldzatban kézéljik:

- 7 o(ts) ) | 0B(z,) | Bl
1 ?(1);;1;;;) —11.267922 | —11.491933 | 0.2240114 | 0.2240114
10 ?gggggi —11.031470 | —11.062322 | 0.0308523 | 0.0030852
100 ?883228? —11.003203 | —11.006400 | 0.0031968 | 0.0000320

1000 { ?888(2)2461;1 w —11.000321 | —11.000651 | 0.0003203 | 0.0000003

Az optimdlis megoldds: x1 = 2, x9 = 1, fum =
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6.

fejezet

Feladatok

10.

11.

12.

. f(z) = 122° — 452* 4 4023 + 5 —extr.

C flz,y) = 23 + % + 22% + 4y + 6 —extr.

Hatarozzuk meg az a és b oldald téglalap alakt kartonbdl készithets
maximalis térfogati, feliil nyitott doboz adatait!

f(z) =2z — 1) (z — 3)7% —extr.
flx,y) = 8z + 4y + zy — x? — y> —vextr.
flx,y) = 122y — 2 — 3y* —vextr

Hatarozzuk meg azt a maximalis teriiletd téglalapot, amelynek keriilete
100 teriiletegység!

Hatarozzuk meg azt a maximaélis térfogatu téglatestet, amelynek felii-
lete 600 teriiletegység!

Hatarozzuk meg azt a maximalis feliileti téglatestet, amelynek térfo-
gata 1000 teriiletegység!

Egy téglalap alaku kertet akarunk késziteni egy fal mellett, igy csak a
kert 3 oldalat kell keritéssel bekeriteniink. Mekkora a maximélis méret
kert, ha 50m kerités 4ll rendelkezésiinkre?

Hatarozzuk meg a maximalis térfogatt x; sugart és ro magassagi hen-
ger adatait, ha a henger felszine 247! Ellenérizziik, hogy a kapott ered-
mény tényleg maximum pont-e?

Hatarozzuk meg az f(z1,x2) = 221 + 9 + 10 fiiggvény maximumat a
h(zy,z9) = 1 + 222 = 3 feltétel mellett!
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Oldjuk meg az f(z,y) = x—’;Q — min feladatot a h(z,y) = 2% + y* = d?
feltétel mellett!

Oldjuk meg az f(z1, 7o, 13) = (2 + 22 + 12)/2 — min feladatot a

hy (21,29, 23) =21 — 22 =0
ho (21,22, 03) =1 + T2 + 23 —1=0

feltételek mellett!

Oldjuk meg az f (z,y) = | +y + 2| = min, g (z,y) = max{—z, —y} <
0 feladatot!

Oldjuk meg az f (z,y) = y+z*+y> — min, g (z,y) = —y < 0 feladatot!

A Kuhn-Tucker tétel segitségével igazoljuk, hogy a (}—?, }—i)T pont az
r? + 22 — 221 — 429 — min
2[L‘1 + 31‘2 —6 S 0
I + 41’2 -5 S 0

konvex optimalizalasi feladat optimélis megoldasal

Oldjuk meg az
Ty — min
?+22-1<0
—I1 +.I'% < 0
T+ To Z 0

konvex optimalizalasi feladatot!

Adott az x1 + 1o = 4 és az x; — 1o = 2 egyenes. Ezek az egyenesek
a sikot négy részre bontjik, tekintsiik azt a tartoményt, amely tartal-
mazza az © = (0,5) pontot. Hatarozza meg a tartomany azon pontjat,
amely a legkdzelebb van az origbhoz. Ellendrizze az elégséges feltétel
segitségével, hogy a kapott pont valoban optimalis!

Minimalizalandé a
272 + 31179 + 15

fiiggvény feltéve, hogy =, + 2z, < 10. Irja fel a Karush-Kuhn-Tucker
feltételeket és hatarozza meg a KKT pontot! Ellendrizze, hogy a KKT
pont optimélis megoldas-e!
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

33.

Minimalizalandé a

423 + 67179 + 75
fiiggvény feltéve, hogy x1 + 2x9 < 20 és x1 + z9 = 10. Irja fel a Karush-
Kuhn-Tucker feltételeket és hatarozza meg a KKT pontot! Ellenérizze,
hogy a KKT pont optimalis megoldés-e!

Minimalizalandé a
Qx% — 4x 1973 + 4:L‘§x3 + x3

fiiggvény feltéve, hogy @1 + 2xo + 23 = 20 és ©1 + x5 + x5 = 10. Irja fel
a Karush-Kuhn-Tucker feltételeket és hatarozza meg a KKT pontot!

Hatéarozzuk meg az f (x) = —e™* — min, z > 1 primal feladat dualisat
és mutassuk meg, hogy a dualis feladatnak nincsen véges optimumal!

Hatarozzuk meg az f(x) = e + 2% (v € [0,1]) fiiggvény minimumhe-
lyét!

Hatérozzuk meg az f(z) = V1 + 22 + ¢ (x € [0, 1]) fiiggvény mini-
mumhelyét!

Hatérozzuk meg az f(z) = 2% + 2 (Ig% —2) (z € [1.5,2]) fiiggvény
minimumbhelyét!

Hatérozzuk meg az f(z) = 5z + 2? — 32* (z € [0,1]) fiiggvény maxi-
mumhelyét és maximalis értékét!

Irjuk 4t a Broyden-moédszert inverz alakba a Sherman-Morrison-Woodbury

formula segitségével!
Adjuk meg a BFGS eljarast az inverzet hasznalé alakban!

Hogyan mo6dosul a BFGS eljaras vonalmenti minimalizalas hasznalata
esetén?

Vizsgaljuk meg a SUMT modszer konvergenciajat az f (z) = (z1 — 1)2—|—
(25 — 1) = min, g (z) = 21 + 25 = 0 feladat esetén!

Oldjuk meg az f(z) = 2% — 5z + 10 — min! egyvaltozos optimaliza-
lasi feladatot Dichotomuus keresés modszerével, ha a bizonytalansagi
intervallum [a, b] = [1,5], d = 0.3, ¢ = 0.5.

Oldjuk meg az f(r) = 2* — 7x + 8 — min! egyvaltozos optimaliza-
lasi feladatot Dichotomuus keresés modszerével, ha a bizonytalansagi
intervallum [a,b] = [2,4], § = 0.25, , € = 0.5.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Oldjuk meg az f(z) = 2*> — 5z + 10 — min! egyvaltozos optimalizala-
si feladatot aranymetszéses keresés modszerével, ha a bizonytalansagi
intervallum [a, b] = [1,5], € = 0.5.

Adott az [a1, b1] = [2,5] bizonytalansagi intervallum. Hany lépést kell
kiszdmolni az aranymetszéses keresés modszere esetén, hogy a mini-
mumpont hib4ja kisebb legyen, mint 0.017

Oldjuk meg az f(z) = 2% — 7x + 8 — min! egyvaltozos optimalizila-
si feladatot aranymetszéses keresés modszerével, ha a bizonytalansagi
intervallum [a, b] = [2,4], € = 0.25.

Oldjuk meg az f(z) = 22 — 5z + 10 — min! egyvéltozos optimalizalasi
feladatot Fibonacci keresés modszerével, ha a bizonytalansagi interval-
lum [a, b] = [1,5], és valasszuk az n értékét n = 4-re.

Oldjuk meg az f(z) = 2> —7x+8 — min! egyvaltozos optimalizalasi fel-
adatot Fibonacci keresés modszerével, ha a bizonytalanséigi intervallum
[a,b] = [2,4], és valasszuk az n értékét n = 6-ra.

Adott az [ay, b1] = [2, 5] bizonytalansagi intervallum. Mennyire kell va-
lasztani n értékét a Fibonacci modszernél, hogy a minimumpont hibaja
kisebb legyen, mint 0.017

Oldjuk meg az f(x) = 23 — 122 + 4 — min! egyvaltozos optimalizalasi
feladatot Newton modszerrel, ha a kiindulé kozelit6 megoldéas z; = 3,
e = 0.05.

Oldjuk meg az alabbi optimalizalasi feladatot Hooke-Jeeves modszerrel.
Legyen az x1 = (0,0) a startvektor és legyen ¢ = 0.005 a pontossagi
tdreés.

Ellenérizze le a Fletcher-Reeves modszerre felirt tételben megfogalma-
zott allitasok helyességét.

Hatarozzuk meg az f(xq, 2) = 22 —5x129+1023+471+879+10 — min!
kétvaltozos optimalizalasi feladatot gradiens modszerrel az xo = (1, 1)
kiindul6pontbdl € = 0.1 pontossaggal.

Hatérozzuk meg az f(x1,z2) = 22 —5x129+1023+42,+875+10 — min!
kétvaltozos optimalizalasi feladatot konjugélt gradiens moddszerrel az
xo = (1,1) kiindulépontbdél € = 0.1 pontossaggal.
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45.

46.

47.

48.

49.

20.

ol.

Az
flzy,z0) =23 + a5+ — 200+ 7

fliiggvény minimumat szeretnénk meghatarozni konjugélt gradiens mod-
szerrel. Tegyiik fel, hogy néhény lépést elvégeztiink, az eredmények:
x5 = (0,14 +/3/2), ds = (1/2,1/2), x5 = (1/2,4). Hatarozza meg az
x7 kozelitést és a hozzatartozo d; vektort!

Hatérozzuk meg az f(x1,22) = 22 — bx129 + 1022 + 421 + 829 + 10 —
min! kétvaltozos optimalizalasi feladatot egyrangtt BFGS-modszerrel az
xo = (1,1) kiindulépontbol € = 0.1 pontossaggal, ha nem hasznaljuk az
irdnymenti optimalizalast. A kiindulé By matrix legyen By = [ ? 1 }
Hatarozzuk meg az f(x1,z2) = 22 — 5x129 + 1023 + 421 + 819 + 10 —
min! kétvaltozos optimalizalasi feladatot kétrangtt BFGS-modszerrel az
xo = (1, 1) kiindulopontboél e = 0.1 pontossaggal, ha nem hasznéljuk az
irdnymenti optimalizalast. A kiindulé By matrix legyen By = [ i ; ]
Hatérozzuk meg az f(x1,22) = 22 — bx129 + 1022 + 421 + 829 + 10 —
min! kétvaltozds optimalizalasi feladatot egyrangi BFGS-modszerrel
az xo = (1,1) kiindulépontbol e = 0.1 pontossaggal, ha hasznéljuk az

irdnymenti optimalizalast. A kiindulé By matrix legyen By = [ (1) (1) }

Hatarozzuk meg az f(x1,z2) = 22 — 5x1209 + 1023 + 421 + 819 + 10 —
min! kétvaltozos optimalizalasi feladatot kétrangtt BFGS-modszerrel az
xo = (1,1) kiindulopontbdl e = 0.1 pontossaggal, ha hasznéljuk az
irdnymenti optimalizélast. A kiindulé By matrix legyen By = [ g g ]
Hatérozzuk meg az f(x1,x2) = 22 —5x129+1023+42, +875+10 — min!
kétvaltozos optimalizalasi feladatot egyrangt DFP-moédszerrel az x; =
(1,1) kiindul6pontbol e = 0.1 pontossaggal a vonalmenti minimalizalas

hasznalataval és anélkiil is. A kiindul6 D; matrix legyen D; = [ ? 1 }

Hatarozzuk meg az f(xy, 5) = 22 —5x,29+1023 4421 +879+10 — min!
kétvaltozos optimalizalasi feladatot kétrangt DFP-moédszerrel az x; =
(1,1) kiindul6pontbdl e = 0.1 pontossaggal a vonalmenti minimalizalas

hasznalataval. A kiindul6 D; métrix legyen Dy = { 1 é }
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02.

23.

o4.

Oldjuk meg az alabbi optimalizalasi feladatot Davidon-Fletcher-Powell
modszerrel.

f(z1,20) = Sxf + 6179 + 6x§ —2x1 + 322 + 5 — min!

A D, kiindul6 matrix legyen az egységmatrix, az x; pedig legyen a
(—1,2) pont.

Az alabbi fiiggvény minimumaét szeretnénk meghatarozni.

f(l‘l, IQ) = 21’% — 2I1332 + I% — 1+ 29+ 7

a) Adott az x = (1, 0) startvektor. Hatarozza meg a kivetkezs kozelitést
gradiens modszerrel!

b) Adott az = = (0, 1) startvektor. Hatarozza meg a kovetkezd kozeli-
tést Newton I. modszerrel. Hatarozza meg a kozelitést abban az esetben
is, ha a Newton I. modszert 6sszekapcsoljuk az irdnymenti optimaliza-
lassal!

c¢) Adottak az alabbi startelemek:

+ = (1,0), B:“ ;]

Hatarozza meg az x vektor és a B matrix kovetkezd kozelitését, ha a
BFGS (kvazi Newton I.) modszer egyrangi verziojat hasznalja és nem
alkalmaz iranymenti optimalizalast!

d) Adottak az alabbi startelemek:

r = (1,0), D:[fl _11}

Hatarozza meg az x vektor és a D matrix kovetkez§ kozelitését, ha a
DFP (kvazi Newton II.) modszer kétrangu verziojat hasznalja és alkal-
maz irdnymenti optimalizalast!

Oldjuk meg az alabbi optimalizalasi feladatot biintet&fiiggvényes mod-
szerrel

3z — min!
2—z2<0
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35.

26.

37.

28.

Oldjuk meg az alabbi optimalizalasi feladatot biintet&fiiggvényes mod-
szerrel

322 — min!
2 —ze* <0

Oldjuk meg az alabbi optimalizalasi feladatot biintet&fiiggvényes mod-
szerrel

3x1 + 4x9 — min!

2, .2
] +x3=9

Oldjuk meg az alabbi optimalizalasi feladatot biintet&fiiggvényes mod-
szerrel

3:5? + 62129 — 4:703 — min!

2, .2 _
ri+a;=1

41’1 + 3.7}2 S 12

Oldjuk meg az alabbi optimalizalasi feladatot biintet&fiiggvényes mod-
szerrel:

f(x1,m2) = (21 — 5)* + (22 — 4)* — min!
gi(z1,22) = 27 — 22 — 8 <0
Go(w1,22) = 221 + 4290 —6 <0
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