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Nemlineéris egyenletrendszerek megoldasa
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Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa

Azx=G(x)(G:R" - R") ésaz F(x)=0(F:R"—=R")
alaku egyenletrendszerek kdzelité megoldasi moédszerei kozll
emlitiink kettét. Mindketté a mar egydimenziéban megismert
valamelyik médszer kiterjesztése tobbdimenzidra.
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Fixpont iteracios eljaras
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tulajdonképpen mar elmondtuk (a linearis
egyenletrendszereknél is és az egydimenzids eljarasoknal is).
Ha a D C R" zart tartomanyra teljesil a

G(x)eD, xeD
és valamilyen indukalt normaban a
IGx)-GWII<qllx—yll, x,yeD (0<qg<1)

kontrakcios feltétel, akkor tetszéleges x(%) € D esetén az alabbi
algoritmus linearis sebességgel konvergal az x = G(x)
egyenlet egyetlen megoldasahoz.
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Fixpont iteracios eljaras
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Fixpont iteracios eljaras

Algoritmus

A fixpont iteracio algoritmusa
1 Input x®, ¢ > 0.
2 k=1, x=gaGxO)
3 WHILE kilépési feltétel=hamis DO
4 xtk+1) = G (x()
5 k=k+1
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Fixpont iteracios eljaras
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Fixpont iteracios eljaras

Megjegyzés

A kilépési feltételek is azonosak az egydimenzids esettel, annyi
madositassal, hogy abszolut érték helyett normat vesziink és
felsd indexet hasznalunk.
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Itt is valamely x(©) € R” kezdeti vektorbdl kiindulva allitunk el
egy sorozatot, amely reményeink szerint (bizonyos feltételek
megléte esetén garantaltan) az egyenletrendszer
megoldasahoz konvergal. Az F(x) =0 (x € R")
egyenletrendszer skalar alakja:

f (X17X27-'-axn) =0

fa(X1,X2,...,%Xn) = Q.
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Nemline Fixpont itera eljaras A Newton-modszer
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A Newton-médszer

Az egyes skalar egyenleteket linearizaljuk az

x(K) = [x1(k), xék), ..., x$91T € R" pontban, majd az igy kapott
linearis egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja az x(k+1)
kozelitést. Az i-edik skalar fliggvény elséfoku Taylor-polinomja
az x(¥) pontban:

fl'(X1aX2,"'7Xﬂ) & fl'(x‘l(ki)vxz(k)"”axlg]k))
n
0 k) (k K K
£ 30 ) (5 1),
=

Tomorebb formaban ugyanez
fi(x) & £ (xK)) + V1 (x() T (x — x())

fo(X) = Fo(x(K)) + Vi, (xNT (x — x(K)),
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Nemlin eg ek m 3 Fixpont itera as A Newton-médszer
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A Newton-médszer

ahol Vf(x(K) az j-edik skalar fliggvény gradiense az x(K)
pontban, azaz az F Jacobi-matrixanak i-edik sorvektora az x(¥)
pontban. Az F(x) = 0 egyenletrendszer megoldasa helyett
keressik a linearizalt egyenletrendszer

fi (x0)) + VA (xEN) T (x — x(K)) =0

fa(x0)) + Vi, (xFN) T (x — x(K)) = 0,

megoldasat. Vegyiik észre, hogy az

y = H(x®)) + V£(x®)T(x — x)) egyenlet az y = f(x)
fliggvény érintd (hiper)sikja az x(¥) pontban. Az x(k+1)
kdzelités az érintdsikoknak az y = 0 sikon l1évd k6z6s pontja.
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Az F flggvény

Vi (x)T

Bl‘i(x)} "
=1 Vi(x)T

0x;

J(x) = [

Jacobi-matrixaval tdomérebben is megfogalmazhat6 a linearizalt
egyenletrendszer:

F(x®)) + J(x®)(x — x)) = 0. (1)
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Nemlin k S X 2 S A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Ennek megoldasa:
—i
(k1) — (k) _ [J(X(k))} F(x®)  (k=0,1,...). (2

Az {xF)} sorozat fenti elallitasat nevezziik
Newton-médszernek. Amennyiben a skalar szammal valo
osztast ugy tekintjik, hogy az az inverzével (reciprokaval) balrol
torténd szorzas, akkor tokéletes analdgiat latunk az (2) és az
egydimenzios Newton-modszer kéz6tt. Ugyanigy az
algoritmusok k6z6tt is, annyi eltéréssel, hogy a gyakorlatban
soha nem invertaljuk a J(x(¥)) Jacobi-matrixot. Helyette az (1)
linearis egyenletrendszert oldjuk meg valamely alkalmas
modszerrel, a AW = x — x(K) (j valtoz6 bevezetésével.
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

A Newton-modszer algoritmusa egyenletrendszerekre

1 Adott X € R", ¢ > 0.

> FOR/i=01,2,...

3 Oldjuk meg a J(x()A(K) = —F(x(K)) egyenletrendszert.
4 XK — x(K) 1 AK)
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Az algoritmust itt taxativ ciklussal irtuk le; természetesen
gondoskodni kell a kilépési feltételrdl. Az alkalmazhato kilépési
feltétel itt is a korabban megadott (B) vagy/és (C) lehet,
értelemszerlien valamilyen normaban alkalmazva.
(Természetesen az iteraciészam korlatozasarol se
feledkezzlink meg.) Egzakt (A) hibabecslésre igen ritkan van
modunk. Ismerlink ugyan konvergenciatételeket, amelyek
becslést is adnak a hibara, am azok feltételeit a legritkabb
esetben sikerll belatni, illeve az azokban szerepld
konstansokat megbecsiilni (a kdltségekrdl nem is beszélve).
Mindenesetre ezen tételek igazoljak, hogy az eljaras
konvergenciaja alkalmas feltételek esetén lokalis és
masodrendd.
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Megjegyzés
A lokalis konvergencian azt értjik, hogy csak bizonyos
tartomanybol, rendszerint az x* megoldas sziik kérnyezetébdl
valasztott x(©) kezdeti vektor esetén konvergens. Ebben az
értelemben az egy- vagy tébbdimenzids fixpontiteracio és az
egydimenzios Newton-mddszer is lokalisan konvergens.
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Oldjuk meg az F(x) = [f(x), o(x)]" =0, x = [x1,x]"
egyenletrendszert Newton-modszerrel, ha

filx) = xq+x5-5
h(x) = X} —x2v/x1 — 8.

Megoldas.

A Jacobi-matrix:

1 2X2
W-gky VA
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Megoldas

Legyen a kezddvektor x(©) = [3, —5]". A
J(xO)AO) = _F(x(©)

linearis egyenletrendszer:

1 —10.000000 Ay | _ | 23.000000
28.443376 —1.732051 Ao | 32.660254 |-
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Megoldas

Az egyszerliség kevéért itt elhagytuk a A vektor fels6 indexeit.
A megoldas:

By ] _[ 10143747 " | o [A1] _[ 1985626
Np |~ | 2198563 || XV | Ay |~ | —2.801437
A kilépési feltételhez szliikséges normak:

Al = 2.198563, HF(XU))H — 8.776312.

(e.o]
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Megoldas

A tovabbiakban pedig
x| 1 1.384174
X£2> ~ | —2.046071 |’

Al = 0.755366, HF(x(2))H — 2.059214.

(e.9]

x® | [ 1.000000
x® | | —2.000000 |’

Al = 0.16 x 1074, HF(X(Z))H ~ 1072,

o0
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Megjegyezziik, hogy a gydk szoros kdzelében az eljaras
ugyanugy begyorsul, mint egydimenziéban; mig az x(®)ét
tizedesjegyre volt pontos, az x(6) mér valéjaban 10 jegyre, a
7-1épésben pedig mar elértiik a lehetséges 15 tizedesjegyl
maximalis pontossagot és a kilépési norméak is 1079, illetve
10~ "% nagysagrenduiek.
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