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Hibabecslés

Tekintstk
Ax=>b

linearis egyenletrendszert, ahol A € R"*" nemszingularis
matrix és b € R", b +# 0. Legyen x(9) € R” egy kezdeti érték és
x* € R" az egyenlet egzakt megoldasa.

Tekintslk az

xXt =GxN+k  r=0,1,2...
konzisztens iteracios modszert. Nyilvanvaldan
X" =Gx" + k

teljesal.
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Hibabecslés

Ekkor az r-dik kdzelités hibajat

*

e — (N _

képlettel definialjuk.
Az
X(r—H) _x* = G(X(r) o X*)

Osszefliggésbol
e(r'H) = Ge(r)

adodik. TegyUk fel, hogy a G iteraciés matrixra |G| < 1
teljestl. Ekkor

e+] = [jae®

< Hem

<@l |

adédik.
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Hibabecslés

Tétel

Legyen adott az Ax = b linearis egyenletrendszert, ahol
A € R™" nemszingularis matrix és b € R", b # 0 és a beldle
szarmaztatott

xXH =—GxN+k  r=0,1,2...

iteraciés modszer. Ha a G € R™" iteraciés matrixra || G|« < 1,
akkor tetszbleges x(0) ¢ R” kezdeti érték esetén az iteraciés
maddszer konvergens vektorsorozatot eredményez, mely tart az
x* € R™ egzakt megoldashoz és a kozelités hibajara teljesil a
kovetkezd egyenldtlenség minden r = 1,2, ... esetén:
Hx(r+1) ol <« NGl Hx(r+1) G
oo = 1— |Gl
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Hibabecslés

Bizonyitas

Els6 Iépésként szamitsuk ki a kdvetkezot:

Hx(r+1) _ %

- [o- 0]t s x|
-1 o -3
<|IGI3 HxU—U - XU_Z)HOO — .

< NGl |xD = x|

minden 1 < t < r esetén

Numerikus analizis
7. eléadas



Hibabecslés
[e]e]e]e] Telelele)

Hibabecslés

Bizonyitas

Tovabba érvényes a kdvetkezb:

H X(r4P) _ (1)

< H X(r+p) _ X(r+p—1)H X H x(rp=1) _ X(r+p—2)”

N Hx(r+2) _X(r+1)H i Hx(r+1) — X

(e.9]

Ebbdl az el6z6t felhasznalva azt kapjuk, hogy

H X +P) _ (1)

< 161" X+ — X

o0

+ ...

o0

GG 5+ — £

+ Gl Hx(r+1) _ X(r+1)H i Hx(m) %

(e o]
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Hibabecslés

Bizonyitas

A mértani sor 6sszegképletét felhasznalva kapjuk, hogy

1- |Gl

GIP" + G2 +.. 4Gl +1= — ==
1GlI% " + 1GlI5 1Gll T

Ebbdl és az el6z6 egyentlétienségbdl addédik, hogy

1-||G|I?

r+0) _ || < 1= MGl [, 1) _ )

HX AR W ey e A [
1

S - X(r+1) _ X(r)

1— |Gl o0
1Gll% ) _ (0
S I T T Hoo
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Hibabecslés

Ha r-rel tartunk a végtelenhez, akkor az egyenlétlenség
jobboldala 0-hoz tart. Ebbdl adodik, hogy az {x(N}, sorozat
Cauchy-sorozat, ami véges dimenziéban azt jelenti, hogy
konvergens (mert R” teljes metrikus tér a szokasos normaval).
Ebbdl kdvetkezik, hogy csak egyetlen hatarértéke lehet: x*.

Vegyik az egyenlétlenség mindkét oldalan a p — oo
hataratmenetet.
Ekkor lim x(P) = x* és ||G||_ < 1 miatt Jim |G| P =0.

p—oo

Emiatt és || G|, < 1 kapjuk, hogy
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Hibabecslés

Bizonyitas

1
* _ () -
X" —x <

o~ 1 -Gl

)

|

H x(r+1) _ (1)

o0

azaz

o

H (1) _ (1)

1
P
o = 1— |Gl

Mivel ||e" 1| _ <Gl ||e"]|., ezért

o0

1
1= |Gl

Y
[e.e]

x x| <6l
(e.e]

|

ami az allitasunk volt.
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Hibabecslés

Kévetkezmény

A Jacobi-mdédzser konveregnciajanak elégséges feltétele, hogy

H—D*%L+Uw <1

o0

Kévetkezmény

A Gauss-Seidel-médzser konveregnciajanak elégséges
feltétele, hogy

H—u+0rnww<r
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Algoritmusok

A Jacobi-mddszer algoritmusa

Adottak:

@ Az Ax = blinearis egyenletrendszer, ahol A € R™"
nemszingularis matrix, b € R", b # 0 vektor

@ valamely x(©) adott kezdeti vektor;
@ ¢ a kozelités pontossagat definialo paraméter (¢ > 0).
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Algoritmusok

A Jacobi-modszer algoritmusa

1 Hatarozzuk meg a G = —D~'(L + U) matrixot és || G||o, értékeét
2 IF HGHOO <1

3 THEN h = 2¢

4 r=0

5 WHILE h > £ DO

6 x(r+1) = Gx(N 1 k
MGl 5041y _ 4tn)

! i X
8 r=r+1

9 RETURN(x(")

10 ELSE RETURN(,,hiba”)

h =
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Algoritmusok

A Jacobi-mddszer algoritmusa

Adottak:
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Algoritmusok

A Jacobi-modszer algoritmusa

1 Hatarozzuk meg a G = —(L 4 D)~'U matrixot és || G||o, értékeét
2 IF HGHOO <1

3 THEN h = 2¢

4 r=0

5 WHILE h > = DO

6 x(r+1) = Gx(N 1 k
MGl 5041y _ 4tn)

! i X
8 r=r+1

9 RETURN(x(")

10 ELSE RETURN(,,hiba”)

h =
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Megjegyzés

Kénny( belatni, hogy ha az egyitthaté matrix diagonalisan
dominans, akkor mind a Jacobi, mind a Gauss-Seidel médszer
esetén a |G| < 1 feltétel automatikusan teljesdl.

Megjegyzés
A Gauss-Seidel médszer esetén

(L+ D)x\+1) = —ux() 4 p
DX(r+1) _ _LX(I’-H) - UX(r) +b
XUt = _p=1x(+) — p1ux() + D 1p

all el6, mely a modszer kdzismert iteracios alakja.
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Megjegyzés

Ha a konvergencia elégséges feltétele automatikusan teljesdl,
akkor ezen alak alkalmazasa a hatékonyabb, mivel ekkor nem
szlikséges az inverz meghatarozasa. Ekkor, stop-kritériumként
hasznalhaté pl. olyan feltétel, hogy a két legutoljara képezett
kozelités kildnbségének normaja elegendden kicsinek
bizonyul-e.
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A konvergencia gyorsitasa

A konvergencia gyorsitasa

A konvergencia gyorsitasa a kdvetkezoképpen érheto el:
Tekintslk az elséfokd, linearis stacionarius iteracios médszer
altalanos iteracios képletét:

xUHD = Gx() 4 k,
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A konvergencia gyorsitasa

Legyen
XU = (GxD + k) + (1 — w)x(,

ahol w az un. relaxacios tényez6, amelyre 0 < w < 2 teljesul.
Konny( belatni, hogy w = 1 esetén ez a két képlet megegyezik.
Ha 0 < w < 1 esetén alulkorrigalasnak, 1 < w < 2 esetén
talkorrigalasnak nevezzik a
Ekkor

X = (WG + (1 — w)E)X) + wk

érvényes, ami
xUHD) = G x) + k,,

iteracios képletet eredményezi.
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A konvergencia gyorsitasa

Itt az iteracios matrix

G, =(wG+ (1 -w)E)
és

k, = wk.

Ezek konkrét alakja a kbvetkezok:
Jacobi-médszer: G, = —wD~ (L + U) + (1 —w)E.
Gauss-Seidel-médszer: G, = —w(L+ D)~'U + (1 — w)E.
Az w-t Ugy kivanjuk valasztani, hogy ezaltal a konvergencia
gyorsabba valjon.
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