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Fixpont iteracio
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Fixpont iteracio

TETEL

Ha a g figgvényre teljeslinek a kévetkezok:

(i) g € C'[a, b] (azaz folytonosan differencialhato [a, b]-n),

(i) maxye(ap 19’ (X)| =g <1,

akkor az x — g (x) kontrakcio [a, b]-n q kontrakcios tényezovel.
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Fixpont iteracio
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Fixpont iteracio

Ha x, y € [a, b], akkor a differencialszamitas Lagrange-féle
kdzépértéktétele alapjan létezik ¢ € [a, b], hogy

g(x) =g =9 ) x=y)| =19 E)|Ix=yl<qlx—yl.
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Fixpont iteracio
[e]e] lelelele]e]

Fixpont iteracio

A fixpont iteracios eljaras algoritmusa
Input Xg, € (¢ > 0).
k=1, x =g9(x)
while kilépési feltétel=hamis
Xk41 = g (Xk)
k=k+1
end

Az algoritmus koéltsége a felez6 eljarashoz hasonlé.
Lépésenként itt is egy fliggvénykiértékelést kell végezni és ez
hatarozza meg a kéltséget. Tarolni nem kell a sorozat minden
elemét, elegendd mindig csak az utolsé kettot. A kilépési
feltételhez rendszerint ezekre szllkség van, ezért is szamitjuk ki
még a ciklus elétt az xq-et.
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Fixpont iteracio
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Fixpont iteracio

Kilepési feltételként a kdvetkezOket szokas hasznalni:

(A) %7 Ixxk — xk_1| < ¢ (egzakt hibabecslés)
(B) [xk — xk—1| < ¢

(C) Xk —g(x)[ < e

Ha nem alkalmazhatjuk az egzakt kilépési feltételt, akkor
nagyon korultekintéen kell eljarni, mert a (B) és (C) egyidejli
teljeslilése sem garantalja, hogy valéban a gyok
kérnyezetében jarunk, sot, még a konvergenciat sem.
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Fixpont iteracio Harmédszer
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Fixpont iteracio

Példa

Oldjuk meg az f(x) = 4 — 4x> — & = 0 egyenletet a [0, 1]
intervallumon, §x; = ¢ = 10~8 hibakorlattal, fixpont iteracios
modszert alkalmazva. A szamitasok el6tt igazoljuk a
konvergenciat is.

Megoldas

Itt kisérletezhetiink az x? egyik oldalra rendezésével és utana
négyzetgyokvonassal, hogy az alkalmas x = g (x) alakhoz
jussunk. Kapjuk tehat az

"
xX=9g(x)= é\/4 — eX

egyenletet. (A négyzetgydkvonast pozitiv eldjellel végezzik

mert pozitiv gydkot kesesiink.)
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Fixpont iteracio Huarmoédszer Sz 6dsze A Newton-mé i arabola-modszer
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Fixpont iteracio

Megoldas

A kapott g fliggveny folytonos, de az is azonnal latszik, hogy
szigortian monoton csokken a [0, 1]-en. (Ezt a derivalt negativ
volta mutatja.) Tehat a minimumat az intervallum végpontjaban,
a maximumat pedig a kezddpontjaban veszi fel. Igaz tehat a
kovetkez6d egyenlétlenséglanc:

a=0<g(1)=0.56606 < g(x) < g(0) = 0.86603 < 1 = b.

Ezzel a konvergencia tétel elso feltételét belattuk. (Vele egyutt
azt is, hogy az egyenletnek van gyoke a keresett helyen.) A
kijelolt intervallumon a derivaltfiiggvény, illetve az abszolut
értéke:

—eX e*
4/4 —eX| 44— e
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Fixpont iteracio
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Fixpont iteracio

A [0, 1] intervallumon ez folytonos. Ugyanakkor |g’ (x)|
szigoruan monoton névekvd, ezért maximumat az intervallum
végpontjaban veszi fel:

g’ (x)] < |g' (1)| = 0.60026 = g < 1.

Tehat fennall a konvergeciatétellink (ii) feltétele is.
Alkalmazhatjuk az (A) egzakt kilépési feltételt és mivel a
hibabecsléshez sziikséges a = q/(1 — q) = 1.502 a példara
nézve allando, ezt eldére kiszamoltuk. Legyen az iteracio kezdd
adata xo = 1 € [a, b] A szamitasok részleteit itt is tablazatban
foglaltuk 6ssze, bekeretezve a végeredményt:
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Fixpont iteracio

0O000000e
Fixpont iteracio

Megoldas
k 0X = o | X1 — Xl
0
1
2

X
1
0.566065 0.65
0.748111  0.27

14 0.43 x 1078
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Legyen f : [a, b] — R folytonos, f(a) - f(b) < 0. Ekkor (a, b)-ben
van gyoke f -nek. Legyen xp = a, x; = b. Az xi €s Xs
kozelitések ismeretében (ahol f(xk) - f(xs) < 0) az f fuggvényt
kézelitslik az (xk, f(xx)) és (Xs, f(Xs)) pontokon atmend
egyenessel. Az egyenes x tengellyel vett metszéspontja legyen
Xk11- A kOvetkez6 kozelitésben szerepld s index legyen:

Ik ha f(x) - f(Xk+1) <O
s ha f(xi) - f(Xk+1) > 0

Képlettel: legyen adott xp, x1 Ugy, hogy f(xo) - f(x1) < 0. Ekkor

Xk1 = Xk — f(;?;)k.)(i(kf(_xs);S) (k eN),

ahol s a legnagyobb index, melyre f(xs) - f(xx) < O.
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Harmédszer

Ha

(i) f € C?[a, b,

(ii) f(a) - f(b) <0,

(iii) " és " allandé eldjell az [a, b] intervallumon,
(iv) 0 < my <|f,

V) [f"] < Mp < 0

akkor a hurmodszer konvergens és a hibabecslése:

X1 = X7| < 5= !Xk—X|| -x*|  (keN).
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Szelémédszer
[ le]

Legyen f : [a, b] — R folytonos, és tegyik fel, hogy (a, b)-ben
van gyoke f -nek. Legyen xo = a, x; = b. Az xx_1 és Xk
kozelitések ismeretében az f fliggvényt kozelitsiik az
(Xk—1,f(xk_1)) €s (xk, f(xx)) pontokon atmend egyenessel. Az
egyenes x tengellyel vett metszéspontja legyen xx. 1. Képlettel:
legyen adott xg, x1 Ugy, hogy f(xo) - f(x1) < 0. Ekkor

) - (%~ Xer)
Kt =2~ e — Toer)

(k € N).
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Szelémédszer
oe

(i) f € C?[a, b,

(i) f-nek létezik x* € (a, b) gyoke,

(iii) f" allandé eldjell az [a, b] intervallumon,

(iv) 0 <my < |f],

(V) [f"] < Mo < 0

(vi) legyen xg € [a, b] olyan, hogy

X0 — Xx*| < r:min{z’711 la—x*|,|b—x \}

akkor a megfeleld kdrnyezetbdl inditott szeldmddszer
konvergens és a konvergencia rendje p = % A
hibabecslése:

s = '] € 5o =X — x| (keN).

2my
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Newton-mddszer

A mddszert szokas érintdmddszernek is nevezni. Tegyk fel,
hogy f : R — R folytonosan differencialhatd. A modszer
lényege, hogy az xix pontban a fliggvényhez érintét huzunk és
ennek az érintdnek a zérushelye adja meg a keresett gyok

(k + 1)-edik kdzelitését, azaz xi 1-et.
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A Newton-médszer
0e000000000000

A Newton-médszer
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A Newton-médszer
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Az abran az eldre felvett kezdeti xo (ami gyakran a szébanforgé
intervallum valamelyik alkalmas végpontja) kozelitést és
tovabbi kett6t tlintettiink fel. Az érint6 iranytangense a k-adik
pontban f'(xx) és egyenlete

y = f(xk) = '(x) (X — k).
Az y = 0 helyen metszi az x-tengelyt; ezt behelyettesitve:

f(x
Xk+1 = Xk — f’((xl:())’

feltéve, hogy f'(xx) # 0.
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Hurmodszer sze A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Ehhez képlethez eljuthatunk egy kissé mas érveléssel is.
Nevezetesen f(x)-et linearizaljuk az xx pontban, azaz kdzelitjik
az elsoéfokl Taylor-polinomjaval:

f(x) ~ f(xx) + ' (xc) (X — Xk).
Ezutan az f(x) = 0 egyenletet helyettesitjik az
f(xk) + f'(xk)(x — %) = 0

egyenlettel, amelynek gydke kozeliti az f(x) = 0 egyenlet
gyOkét.
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer tehat a kovetkezd. Adott egy xp € R kezdeti
kozelités és képezziik az

f(Xx)
Xk +1 :Xk—m (k=0,1,...)
sorozatot. A Newton-modszer konvergenciajara az alabbi tételt

ismertetjuk:
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Huarmoédszer sze A Newton-médszer i arabola-maodszer
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A Newton-médszer

Tétel

Ha az f figgvényre teljeslinek a kévetkezok:

(i) f € C?[a, b] (kétszer folytonosan differencialhatd [a, b]-n),
(i) f'(x), f’(x) # 0, ha x € [a, b] (&llando eldjelliek),

(iii) f-nek van zérushelye (a, b)-n,

(iv) xo € [a, b], valamint teljesil, hogy f'(xp) és f’(xp) azonos

eldjeld,

akkor az xx,1 = Xk — )f,((’)‘(kk)) sorozat konvergal az egyetlen
[a, b]-beli x* megoldashoz. Ervényes tovabba az alabbi
hibabecslés:

M
X" — Xy < o O — Xk—1)?,

ahol 0 < m < |f'(x)| és M > |f"(x)|, azaz a derivaltak abszolut
értékeinek also, illetve felsd korlatjai [a, b]-n.
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Bizonyitas

A zérushely egyedili volta az f szigor monotonitasabol
kovetkezik (f' # 0). Az is vilagos, hogy ekkor az intervallum két
végpontjaban ellentétes az f elbjele, kovetkezésképpen az
egyik végpont mindig teljesiti a (iv) feltételt. Négy eset
kildnboztethetd meg, az f/(x), és f’(x) elbjeleitdl figgden.
Mind a négyre hasonl6 a bizonyitas, ezért csak az abran is
lathato f'(x) > 0, f”(x) > 0 esetet mutatjuk meg. Ekkor az (iv)
feltétel miatt f(xp) is pozitiv, az f'(xg) pozitivitasa és
korlatossaga miatt (zart intervallumon folytonos fliggvény ott
korlatos is) pedig x; < Xp.
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A Newton-médszer
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A Newton-

Felirva a masodfoku, maradéktagos Taylor-polinomot

f/l

2

f(x1) = f(%)+f (x0) (X1 — Xo)+ (1 —x0)® (1€ ¥, %)),
lathatd, hogy f az érintd fol6tt halad, igy f(x1) > 0 is fennall.

A masodik Iépésben az x; jatsza az xo szerepét, tehat xo < xq,
és igy tovabb. Az {xx};°, sorozat monoton cs6kkend tehat, de
korlatos is, mert minden érint6 az f alatt marad az
intervallumban. Kévetkezésképp az x* egy also korlat.

Monoton korlatos sorozat konvergens is, legyen a hatarérték t.
Vegylk az xx 1 = Xk — % sorozat mindkét oldalan a kK — oo
hataratmenetet, a folytonossag miatt mindkét oldal hatarértéke
ugyanaz a t, ami csak az f(t) = 0 mellett lehetséges, azaz

t = x*. A megoldashoz valé konvergenciat ezzel belattuk.
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A Newton-médszer
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A hibabecsléshez irjuk fel az els6foku maradéektagos
Taylor-polinomot az x* pontban, a masodfokit pedig az xi-ben:

f(Xk1) = F(X7) + (&) (Xkgr — x7),

f//

2

f(Xkr1) = F(xk) + 1 (xk) (X1 — Xk) + (Xis1 — xk)?,

ahol ¢, ¢ € [a, b]. A két egyenlet baloldala egyenld, igy a
jobboldalukon allé kifejezések is.
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A Newton-médszer

0000000000000

A elsdben f (x*) = 0, a masodikban
f(xk) + " (Xk) (X1 — Xk) = 0, igy

(<)

5 (Xt — XK)? .

f (&) K1 —X7) =

VegyUk mindkét oldal abszolut ertékét, k helyett irjunk k — 1-et.
Rendezzlk at az egyenletet és vegyik figyelembe, hogy m az
|f'(€)| alsé, M pedig az |f’(¢)| fels6 korlatja. Ezzel megkapjuk a
hibabecslést.

Ez a hibabecslés mutatja, hogy a konvergencia sebesség
masodrendl (négyzetes). Az is egyszeriien belathato, hogy a
k + 1-edik kozelités relativ hibaja a k-adikénak a négyzete.
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A Newton-médszer
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A Newton-médszer

A Newton-maodszer algoritmusa

Input xp, € (¢ > 0).

k:1, Xq :Xo—f(Xo)/f/(Xo)

while kilépési feltétel=hamis
X1 = Xk — F(xk) /' (Xk)
k=k+1

A kilépési feltételek hasonloak lehetnek, mint a fixpont
iteracional. Ha igazolni tudtuk a konvergenciat és becsiilni az
m, M értékeket, akkor az (A) egzakt hibabecslést végezhetiink,
egyébként a (B) vagy/és a (C)-t (ez utdbbinal |f(xk)| < ¢).
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A Newton-médszer
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Oldjuk meg az f(x) = 4 — 4x?> — e = 0 egyenletet a [0, 1]
intervallumon, §x; = ¢ = 10~8 hibakorlattal,
Newton-mddszerrel. A szamitasok elétt igazoljuk a
konvergenciat is.

Megoldas

Kénnyen kiszamolhato, hogy
f(x)=-8x—e"<0 ésf'(x)=-8-¢€"<0.

Ezekbdl a derivaltakbdl azonnal latszik azok allandé eldjele is
az adott intervallumon; ezzel a konvergenciatétel els6 két
feltételét igazoltuk.
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Hurmodszer sze A Newton-médszer
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A Newton-médszer

Megoldas

Az f(0) = 3 és f(1) = —e értékek ellentétes elbjele egyben az
(iii) feltétel teljestilését jelenti. Az xo = 1 valasztassal pedig az
utolso feltétel is fennall. Van tehat egyedili x* megoldas a
[0,1]-n és az a Newton-moddszerrel megkdzelithetd. Az egzakt
hibabecsléshez sziikséges konstansok is konnyen adédnak:
mindkét derivalt abszolut értéke szigorian monoton nd, igy az
els6 a minimumat az a helyen, a masodik pedig a maximumat a
b helyen veszi fel. Tehat m = |f'(0)| = 1 és

M = |f"(1)] = 10.72. It is eldre kiszamolhatjuk a példara nézve
allando 5 = M/(2m) = 5.36 értéket.

Az iteracidok eredményeit itt is tablazatba foglaltuk.
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A Newton-médszer
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X X = [ (x — Xelozo)2
:

0.74638828573 0.35
0.70459003270 0.94 x 102
0.70344043705 0.71 x 107°

[0.70343957116] 0.41 x 10"

A WODN = O~
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rabola-médszer

Az érinté parabola-modszer

Ennél a mdédszernél az érintd egyenesek helyett érintd
parabolakat hasznalunk.

Legyen adott egy [a, b] intervallum, amelyben az f(x) =0
egyenletnek van gyodke. Tegyuk fel, hogy f differencialhaté
[a, b]-n és f(b) > 0. (Ha nem teljesiil, akkor a —f(x) =0
egyenletet oldjuk meg). A (b, f(b)) pontba végtelen sok olyan
érintdparabolat illeszthetiink, amely metszi az x tengelyt.
Ugyanis a

p(x) = f(b) + f'(b)(x — b) — M(x — b)2, M >0

flggvények barmelyikének a képe parabola, és
f(b) = p(b), f'(b) = p'(b). Az M > 0 miatt az x tengelyt két
pontban metszi mindegyik parabola.
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Hirmadszer sze Erint6 parabola-médszer
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z érint6 parabola-médszer

Mivel az [a, b]-ben keresiink gyokoét, ezért a baloldali
metszéspontot vesszik figyelembe. A p(x) = 0 egyenletbdl:

o f'(b) 1 P
X=x3=b+ oM oM (f'(b))? + 4Mf(b).
Innen a modszer formulaja (b helyére xi-t, x; helyére xi . {-et
irva):
f,(Xk) 1 .
Xt = Xt 2M\/(f’( X))2 + 4Mf(x)  k=0,1,2...

A kovetkezo tétel megadja, hogy milyen M értékeket érdemes
hasznalni.
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Erint6 parabola-médszer
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arabola-médszer

Tétel

Az f(x) = 0 egyenlet esetén legyen f € C?[a, b], legyen
f(b) > 0 és tegylk fel, hogy

1
M > — max |f"(x)].
o 2xe[a,b]‘ ( )|
Ekkor az xo = b valasztassal a mddszer konvergal a b ponthoz
legkdzelebbi [a, b]-beli gydkhéz (ha az [a, b] intervallumban van
gyoKk), ellenkezd esetben véges sok Iépés utan xx < a.
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