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Bevezetés

Az
f(x)=0 (f:R—R),

alaku egyvaltozds egyenletek, illetve az
F(x)=0 (F:R"—=R" n>2),

alaku tobbvaltozds egyenletrendszerek kdzelitd megoldasi
maddszereit vizsgaljuk. Az egyenlet (egyenletrendszer) pontos
megoldasat kdvetkezetesen x*-gal jeldljik; x* € R (illetve

x* e R").
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Bevezetés

Direkt médszerek, tehat amelyek véges sok Iépés utan
legalabb elméletileg adnak x*-ot, itt még egyvaltozos esetben
sem igen konstrualhatok.

A gyakorlatban mindig elegendd tudni egy elméleti eredmény
tobbé-kevésbé pontos kdzelitését, igy az iteracios eljarasok a
legtdbb esetben szbéba johetnek.

Egy-egy mddszer csak specidlis esetben alkalmazhat6.
Kuléndsen igy van ez a nemlinearis egyenleteknél,
egyenletrendszereknél. Nincs univerzalis eljaras, ami minden
egyenletnél megfeleld pontossagu kdzelitést garantalna és
kiléndsen nincs olyan, ami mindezt elég gyorsan is tenné.
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Bevezetés

A tovabbiakban minden esetben feltételezziik, hogy az f
figgveény folytonos. A konvergenciat garantald feltételek k6zott
azonban tébbnyire még szigorubb, differencialhatésagi
megkodtések is szerepelnek.

Az f(x) =0 (f : R — R) alaku valés egyenletek megoldasi
moédszerei egy, az x* megoldashoz konvergal6 {x;};°,
sorozatot képeznek.
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Az intervallumfelezé eljaras

TegyUk fel, hogy f : R — R folytonos az [a, b] intervallumon és
a végpontokban ellentétes a fliggyvény eldjele, azaz fennall,

hogy
f(a)f(b) < 0. (1)

Ismert tétel, hogy zart intervallumban folytonos fliggvénynek
van az intervallumon legnagyobb és legkisebb értéke, tovabba
a flggvény e két szam kdzotti valamennyi értéket felvesz az
intervallumban. Ebbdl azonnal kbvetkezik, hogy az f (x) =0
egyenletnek van legalabb egy x* € (a, b) gyoke.
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Az intervallumfelezé eljaras

Az intervallumfelezé eljaras (amit szoktunk réviden csak felez6
eljarasnak is nevezni) Iényege a nevében benne van. Az
intervallum kézéppontja két részre, két félintervallumra osztja
az eredeti intervallumot. Megnézziik, hogy kézilik melyikben
teljesll (1) és ott folytatjuk. Kicsit pontosabban
megfogalmazva: legyen ¢ = (a+ b) /2 és vizsgaljuk az f (c)
értékét. Ha annak eldjele az a-beli eldjellel ellentétes, azaz
f(a)f(c) < 0, akkor az [a, c| intervallumban van gyok.
Egyébkeént a [c, b] intervallum tartalmaz gy6kot. Az U
intervallumot Gjra megfelezziik és igy tovabb.
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Az intervallumfelezé eljaras
Az egymasba skatulyazott

[a7b]:[a1vb1]3[a27b2]3"'[akabk]3"'7 (2)

zart intervallumok rahtzédnak az egyenlet egy x* gyokére.
Mas formaban is megadva: [a;, bi] = [a, b], ¢; = (a; + b;) /2,

1) laicl, haf(a)f(c) <0 _
[a'+1’b'+‘]—{ c.b], egyébként  + U=12-)
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Az intervallumfelez6

Az intervallumfelezé eljaras
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Az intervallumfelezé eljaras

Az is nyilvanvald, hogy az i-edik intervallum hossza:

(b; — a;) = (bj_1 — aj_1)/2 = (b — a)/2/~" szigoriian monoton
csOkkend mértani sorozat €s az x* gyokét az [a;, b;] intervallum
tetszbleges y pontjaval kdzelithetjik. Az y kozelités hibaja
legfeliebb a két végponttol mért nagyobbik tavolsag lehet, azaz
fennall, hogy

(X" —yl <max{y — a;, b — y}. (©)
A max{y — a;, b; — y} korlat akkor a legkisebb, ha y = 2Fb.

Ezért az x* gyok i-edik kdzelitéseként altalaban az
x; = (a; + bj) /2 felezbpontot hasznaljuk. A
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Az intervallumfelezé eljaras

z intervallumok hosszara tett megallapitasbol igy egzakt
hibabecslés is adddik:

|x*—x,-|§b’26"=bzia (i=1,2,..). (4)
Az algoritmust tehat akkor allitjuk le, ha a kozelités hibaja
kisebb, mint egy elére megadott ¢ > 0 hibakorlat. Ezért az
intervallumfelezd eljaras gyakorlati formaja a kévetkezd.
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Az intervallumfelezé eljaras

Az intervallumfelezo algoritmus
input [a, b] , € > 0.
fa = f(a)
while b — a > 2¢
x=(a+b)/2
if faxf(x) <0
b=x
else
a=x
end
end
x=(a+b)/2

Numerikus analizis
3. eléadas



Intervallumfelezé médszer
00000008000

ervallumfelezd eljaras

Az intervallumfelezé eljaras

Tetel

Ha f € Cla, b] és f(a) f (b) < 0, akkor az az intervallumfelez6
eljaras soran kapott {x;} sorozat konvergal az f valamely

[a, b]-beli gyokéhez és érvényes az (4) hibabecslés.

Ha az [a, b] intervallum tdbb gyo6koat is tartalmaz, az {x;}
sorozat kdzuliuk egyikhez konvergal.
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Megjegyzés

Az intervallumfelez6 mddszer legnagyobb elénye, hogy nagyon
enyhe (mondhatni, hogy csak a gyakorlatban szinte kételezden
elvart) feltételek mellett biztositja a megoldashoz vald
konvergenciat. EIénye még az egyszerlisége is. Ugyanakkor
hatranya a lassu konvergencia. A hibat a (4) szerint egy
konvergens mértani sorozattal tudjuk becsuini. Az x;
hibakorlatja x;_y hibajanak a fele, igy a konvergenciaja linearis
vagy masképpen elsérend.

Numerikus analizis
3. eléadas



Intervallumfelezé médszer
00000000080

z intervallumfelez6 eljaras

Példa

Oldjuk meg intervallumfelez6 eljarassal az

f(x) = 4 — 4x? — & = 0 egyenletet az [a, b] = [0, 1]
intervallumon 6x; = ¢ = 10~% hibakorlattal.

Megoldas. Az f figgvény nyilvanvaléan folytonos, tovabba
f(a) = fa= f(0) = 3 és f(b) = f(1) = —e ellentétes eldjeld,
ezért alkalmazhaté a felez6 modszer. A b — a = 1 hosszu
intervallumbél indulva (4) alapjan az 1/2' < 10~
egyenlotlenségbdl i > —loge/log2 ~ 19.93, azaz i = 20 lépés
szlkséges. A lépéseket tablazatba foglaltuk, bekeretezve a
végeredmenyt:
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i [a, b] X dx f(x) ~

1 [0, 1] 0.5 0.5 135 —a=x
2 [05,1 0.75 0.25 -04 —b=x
3 [0.5,0.75] 0.625 0.125 057 —a=x

20 0.95x 106
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A fixpont iteracios eljaras

A modszert az f (x) = x — g (x) = 0 alaku vagy ilyen alakra
hozott egyenletek esetén alkalmazzuk. Az f (x) = 0 egyenlet
ekvivalens az

x =g(x) (6)

egyenlettel. A mbdszer elnevezésének az az alapja, hogy a
megoldas egyben az x — g (x) leképezés fixpontja: a
leképezés soran helyben maradd pont.
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A fixpont iteracios eljaras

Valasztunk tehat egy xp kezdeti értéket, majd képezzik az

X1=9(X0), X2 =9(X1) -, Xkr1 = g (Xk), - - - (7)

sorozatot. Azt reméljik, hogy a sorozat az egyenlet x*
megoldasahoz (a leképezés fixpontjahoz) konvergal. Tovabbi
lényeges kérdés, hogy az iteraciot az i-edik I[épésben
megallitva, legfeljebb mekkora tavolsagra vagyunk a
megoldastol. A kdvetkezd két abran geometriai szemléltetését
adjuk az eljarasnak, ami 6nmagaban is igazolja, hogy a fixpont
akar egyértelmii létezése sem ad garanciat a konvergenciara.
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A fixpont iteraciés eljaras

y=x y=g(x) |

0.4f | ]
0.3f : 1
0.2f

0.1-

xm X2 x1 x0

Numerikus analizis
3. eléadas



Fixpont iteracios eljaras
[e]e]ele] Telelelele]e]
A fixpont iteraciés eljaras

A fixpont iteracios eljaras

Hage Cla,b] és a < g(x) < bminden x € [a, b] esetén,
akkor a g (x) fliggvénynek az [a, b] intervallumon van fixpontja.
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Bizonyitas

Feltehetjik, hogy g(a) > a és g(b) < b. (Egyenldség esetén
maga az a, illetve b fixpont lenne.) Legyen h(x) = g(x) — x.
Ekkor h(x) folytonos [a, b]-n, h(a) > 0 és h(b) < 0. Ezért a
h(x) figgvénynek van ¢ € (a, b) gybke, azaz

h(¢§) = g(§)—=¢ = 0. u
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A fixpont iteraciés eljaras

A fixpont iteracios eljaras vonzo g

(b,e(b))
(2,2(2)) i
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Definicio

A g € C|a, b] figgveny kontrakci6 az [a, b] intervallumon, ha
létezik 0 < g < 1 ugy, hogy

g(xX)—gWl<qlx-yl, xyelab]. (8)
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A fixpont iteraciés eljaras

A g (x) = x? fiiggvény kontrakcié a [0, 1] intervallumon, de a
[0, 1] intervallumon mar nem az.

1 1
= 2| = x4 yllx =yl < slx -y, xye (o).
S—— 2 4
<i/2

legyen példaul x,y € [2,1], de x # y Két ilymodon valasztott
szam ellenpédat ad, ugyanis

3
2= 2| = K+ ylIx =y 2 SIx =y > x =y (x#)
N——
>3/2
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A fixpont iteraciés eljaras

Banach-féle fixponttétel

Hage Cla,bl,a< g(x) < b(x € [a, b]) és g(x) kontrakcid
[a, b]-n, akkor pontosan egy fixpont létezik [a, b]-ben.
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A fixpont iteraciés eljaras

Tétel

Legyen g € C|a, b] Ha teljesliinek a kdvetkezok:

(i) a < g(x) < bminden x € [a, b] esetén,

(i) az x — g (x) kontrakci6 [a, b]-n g kontrakcids tényezdvel,
akkor az (6) egyenletnek pontosan egy megoldasa van [a, b]-n
és az (7) sorozat minden xp € [a, b] esetén az egyenlet
egyetlen x* megoldasahoz konvergal. Ervényes tovabba az
alabbi hibabecslés:

k

1_q|X1—Xo- 9)

X" — x| < Xk — X—1| <

=1 g
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