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Az érint6formula

Erint6formula
Az érintéformula egy nyilt Newton-Cotes formula, amelyre:

/abf(x)dXz (b—a)f<aJ2rb>.

Az érintéformula Ugy is értelmezhetd, hogy a fliggvényt az
[a, b] intervallum kézéppontjahoz hdzott érintdegyenessel
kozelitjik, és az egyenes alatti teriiletet vesszik. Ez mutatja,
hogy legfeljebb els6foku polinomig pontos.
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Erint6formula hibéja

Tegylik fel, hogy f € C?([a, b]). Ekkor az érinté formulaval

/abf(x)dx_ (b—a)f<a+b) (b-a-r(g)

2 24

igy a kapott hibabecslés:

/abf(x)dx—(b—a)f<aJ2rb>

ahol M, > |f"(x)| az [a, b] intervallumon.
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Erint6formula

A gyakorlatban ezt a formulat nem az egész |[a, b] intervallumra
alkalmazzuk, hanem azt n részre osztjuk (h= (b — a)/n), és az
egyes részintervallumokban az érintéformulaval integralunk.

/abf(x)dxz(b;a)izj;f<a—g+ih).
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impson formula

Egyszerli Simpson formula

a+b,
Legyen most x; = a, xo = i és x3 = b. Alkalmazzuk a

harom pontra tAmaszkod6 masodfokl Lagrange-féle
interpolacios polinomot.

/abf(x)dxz bga [f(a)+4f<a;b> +f(b)] .

VegyUk észre, hogy az egyszerli Simpson formula egy zart
Newton-Cotes formula, amelyre n = 2 és
BP) —1/6,B%) — 4/6,BY) = 1/6.
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A Simpson formula

Hibabecslés

Az egyszer{i Simpson formula hibajat f € C*[a, b] esetén a
Lagrange-féle interpolacios polinom hibajat felhasznalva
kapjuk. Ekkor

X)ax — "ga [f(a)+4<agb) +f(b)H < m, (b=

90

formulaval becstilhetjik, ahol My > |9 (x)| az [a, b]-n.
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A Simpson formula

Osszetett Simpson formula, 1. véltozat

Tegyuk fel, hogy n paros és az alappontok ekvidisztansak, azaz
Xi = Xo +i-h(ahol h= b;na,ési:O,...,n). Ekkor a képlet
alakja

A képlet hibjja:

/: F(xX)dx — S,,(f)' < M“(goa)h‘* - W.
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Osszetett Simpson formula, 2. véltozat
Ha az [a, b] intervallumot itt is felosztjuk az

a=X<X4<...<Xp=2b

pontokkal n részintervallumra, akkor az 6sszetett Simpson

formula:
b n—1 ] . ) )
fx)dx ~ Sy = ST X X N poey woap (KXY Lpoe )
a 6 2 +
i=0
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A Simpson formula

Osszetett Simpson formula, 2. ekvidisztans valtozat

Ha az alappontok ekvidisztansak, azaz x; = xp + i - h (ahol
h=52-2¢si=0,...,n), akkor a képlet alakja

h n—1 n—1 h
Sn(f) =& [f(xo) + 2; f(xi) + 4iz(;f <x,- + 2) + f(xn)] -
A képlet hibaja pedig

o Mi(b—a) 4  Ma(b— a)5'

b
/a fx)ax = Snlf)l < —55790 ™ = 280"
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Gauss-kvadraturak

Az eddigi, interpolaciébdl szarmaztatott kvadratura-formulak
legfeljebb annyiad-foku polinomra pontosak, ahanyad foku
polinombol szarmaztattuk oket. A Gauss-kvadraturak abbdl az
észrevételbdl szarmaznak, hogy az alappontok specialis
megvalasztasaval a kavadratira-formula rendje névelhetd.
Ehhez sziikségiink lesz az ortogonalis polinomokra. A
{(pk(x))} egy ortogondlis polinom rendszer, ha

b
<pip>= [ PLOBGOW( =0 (i)
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Gauss-kvadratirak

Gauss-kvadraturak

Tetel:
Legyen {(px(x))} egy ortogonalis polinom rendszer. Ekkor
barmely n-re a p,.1(x) polinom gyodkei valosak, egyszeresek
és az [a, b] intervallumban vannak, ahol [a, b] a skalarszorzat
integralasi tartomanya.

Az n + 1-pontos Gauss-kvadraturat ugy kapjuk, hogy a pn11(x)
ortogonalis polinom gy6k-helyein készitjik az interpolaciobol
szarmaztatott kvadratura-formulat.
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Gauss-kvadraturak

A séma a kovetkezo:
Legyen f(x) = p(x) + R(x), ahol p a Lagrange interpolacios
polinom, R a hiba. Ekkor

b

/b f(x)w(x)dx = /b p(x)w(x)dx —|—/ R(x)w(x)dx

n
= Z aif(Xi) + an
i=0

ahol g; = /b li(x)w(x)dx.

Numerikus analizis
3. eléadas



formula Gauss-kvadrattrak
000®000000

auss-kvadratdrak

Legyenek a p,,+1( ) ortogonélis polinom gyokei xg, X1, ..., X €S
legyen a; = fa (x)dx ahol /; az i -edik Lagrange
alappolinom a fentl alappontokon. Ekkor a Gauss-kvadratdra

f) = i aif(x;)
i=0

pontos minden legfelijebb 2n + 1-edfoku polinomra, azaz, ha f
egy legfeljebb 2n + 1-edfoku polinom, akkor

b
= / f(x)w(x)dx
a
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Gauss-kvadratirak

Tétel (A Gauss kvadratura hibaformulaja)

Legyen f € C?M2[a, b] és G,(f) = >.I, aif(x;), ahol az
alappontok a p,1(x) ortogoalis polinom gyokei. Ekkor

bf B .~ f(2n+2)(£).
. (X)W(X)dX Gn( )* (2n+2)| < Pn+1; Pn+1 >,

ahol p,1(x) egy 1-féegylitthatos ortogonalis polinom.
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Gauss-kvadratirak

Az a; egyltthatok pozitivak.

Az f(x) = 1 fuggvény integalasaval kapjuk a pg, 11 - . .
momentumokat:

n

b
Za;:/ w(x)dx =: uo

i=1

b .
Wi ::/ x'w(x)dx.
a
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Legendre-polinom

@nml. , nn—1) .
Pn(X) = 2”[’]!2 [X _ 2(2”— 1) 2
n(n—1)(n—2)(n—3)
2(2n—1)4(2n - 3)

Xn—4:|:“.]

[a, b] =[-1,1]
w(x) =1
po = 2
Po(x) =1
Pi(x) = x
Pa(x) = 3/2(x* — 1/3)
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Gauss-kvadratirak

Csebisev-polinom

Az n-edfokd Csebisev polinom a kdvetkez6 6sszefliggéssel
adhaté meg:
Th(x) = cos(narccos(x))

[a, b] =[-1,1]
1
=
po =T
To(x) =1
Ti(x) = x
To(x) = 2(x? — 1/2)
Thr1(x) = 2xTp(x) — Th—1(x)
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Gauss-kvadratirak

Laugerre-polinom

Ln(x) = %an(x) S0 a0 nst
[a,b] = [0, ]
w(x)=e "
po =1
Lo(x) =1

Li(x) = =(x—=1)
Lo(x) = x® —4x +2
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Gauss-kvadratirak

Hermite-polinom

Hn(x) = 2xHp_1(x) —2(n — 1)Hy_2(x) n>1.

[a, b] =] — o0, 0]

w(x) =1
o =e*
Ho(X) =1
Hi(x) = x

Ho(x) = 4(x® —1/2)
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Kvadraturaformulak hibainak utélagos becslése

Kvadraturaformulak hibainak utélagos becslése

Elvégezzik a numerikus integralast n és 2n részintervallum
esetén. Ha fennall, hogy

[ Tn(f) = Tan(f)| <&,
akkor a Tp,(f) kozelitést e pontossagunak fogadjuk el. Ha
| Ta(f) — Ton(f)| > &,

akkor az n értékét tovabb kell ndvelni. A hibabecslést az un.
Runge-elv alapjan lehet végrehajtani.
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Kvadraturaformulak hibainak utélagos becslése

Hiba utdlagos becslése trapéz-formula esetén

Ha f”(x) el6jele allando, akkor az dsszetett trapézformula
hibajara fennall, hogy

b
/ F(x)dx — Ton(f)| < | To(F) = Tan(F) .

Hiba utdlagos becslése Simpson-formula esetén

Ha f*) (x) el6jele allandd, akkor az ésszetett Simpson-formula
hibakorlatja a kdvetkezo:

/ " H00d — Son()| < 1Sn(F) — San().
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