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Integrélas
e0

Numerikus integralas

Newton-Leibnitz formula

Ha f Riemann-integralhato [a, b]-n és itt 1étezik F primitiv
flggvénye, akkor

- /  fx)dx = F(b) — F(a).

Ezt a képletet csak akkor lehet alkalmazni, ha megtudjuk
hatarozni az F primitiv figgvényt, kiilénben kénytelenek
vagyunk numerikus integralast alkalmazni.
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Numerikus integralas
A numerikus integralasnak ugy lehet végrehajtani, hogy az f
flggvényt egy p interpolacios polinommal kézelitjik:

(x) ~ p(x)

és ez alapjan a hatarozott integral értékét altalanos formaban
igy kozelitjuk:

I = /b f(x)w(x)dx ~ /b p(x)w(x)dx,

ahol w > 0 egy tetszbleges sulyfliggvény.
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Lagrangre interpolacié alkalmazésa

Lagrange interpolacio alkalmazasa

Legyenek adottak az xq, x», . . ., X, alappontok és ezekben az
Y1, Yo, ..., yn fUggvényértékek. Ha az interpolacios polinomként
a Lagrange féle interpolacios polinomot valasztjuk:

X) =y h(x)
j=1

akkor

/—/f dx~/p dx—/b zn:yj-/j(x) w(x)dx
a \

n b n
= a =

&
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re interpolacié alkalmazasa

Hibabecslés
A numerikus integralas hibabecslése w = 1 esetén a kdvetkez6

képlet alapjan allapithatdé meg:

(n+1)
f)_/f x)dx — /p _fn11(§) w(x)dx

ahol ¢ € [a,b] és w(x) = (x — x1)(X — X2) ... (X — Xp). Innen:

M, (b_a)n+1
) < s

ahol
M1 = max f(”+1)(x)‘
x€la,b]
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Newton-Cotes formulak

Newton-Cotes formulak

Legyen w = 1. A Newton-Cotes formulakat ugy kaphatjuk,
hogy az f fliggvényt a Lagrange-féle interpolacios polinommal
kozelitjik, ugy hogy az alappontok ekvidisztansak legyenek:

Xk =a+k-h, k=0,1,2,...,n

ahol a lépéskoz
h=(b—a)/n

A Newton-Cotes formulakat két valtozatban alkalmazhatjuk.
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Newton-Cotes formulak

Zart Newton-Cotes formula

A zart Newton-Cotes formula az alappontokat (az a és b
pontokat) is tartalmazza. Ekkor az integralt az

/f dx—ZA(”)f(a+k h) = ZA&”)yk

k=0 k=0

alakban irhatjuk fel. Az A{" egyiitthatokat a B\ egyitthatok
alapjan lehet kiszamitani:

A" — (b—a)B",

m_ [°
B’ = / I (x)dx
a
Numerikus analizis
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lewton-Cotes formulak

Mivel ekvidisztans beosztasunk van, ezért bevezetve a
t = (x — xo)/h jeldlést a Lagrange egyitthatdkra igaz, hogy

Ik(x) = (_1)n—k<Z> t_1 - t(t— 1);7.!.(1‘_ n)

Ezekre a B = [P} (x)dx egyiitthatokra igaz, hogy nem
fuggnek az [a, b] mtervallumtol,

B( ) _ B(”)

és

n
S B =1.
k=0
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Newton-Cotes
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A kovetkez0 tablazat tartalmazza a B,((”) értékeket, amelyek a
zart Newton-Cotes formulakhoz tartoznak (n < 4).

n=1:
n=
n=
n=

2
3:
4

B =1/2,
BP) —1/6,
B = 1/8,
B\ = 7/90,
B{") = 7/90

B =1/2,

B® —a6, BP —1/e,

B® —3/8, B®-318 BY=1/8
B —32/90, B =12/90, B{") —32/90
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[e]e]e]e] Telele]

lewton-Cotes formulak

Nyilt Newton-Cotes formula

A nyilt Newton-Cotes formula az alappontokat (az a és b
pontokat) nem tartalmazza. Ekkor az integralt az

b n—1 n—1
/ fx)ax =Y APKa+k-hy =3 A"y,
@ k=1 k=1

alakban irhatjuk fel. Az A" egyitthatokat az eléz6hoz
hasonléan a B,((") egyutthatok alapjan lehet kiszamitani.
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Newton-Cotes

00000800

A kovetkez0 tablazat tartalmazza a B,((”) értékeket, amelyek a
nyilt Newton-Cotes formulakhoz tartoznak (n < 5).

3: B® =12, BP=1/2
n=4: B"=2/3 BM=_1/3, B{"=2/3,
5. 6
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Hatarozzuk meg az

T 1
l:/o1+x2dx

integral értékét zart Newton-Cotes formulaval n = 4 esetén!

Megoldas

n = 4 esetén az alappontok:

Xo = 0,X~| = 0.25,X2 = 0.5,X3 = 0.75,X4 = 1.

A fuggvényértékek:

Yo=1,y1=16/17,y2 =4/5,y3 =16/25,y, = 1/2.

A hozzatartozé egyutthatdk, b — a = 1 miatt: Ag"') =

7/90, A" — 32/90, ALY — 12/90, A% — 32/90, AY) = 7/90.
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Newton-Cotes formulak

igy

1
/:/0 1 J:dex: (7/90) - 1+ (32/90) - (16/17)

+(12/90) - (4/5) + (32/90) - (16/25) + (7/90) - (1/2)
= 6677/8500 = 0.7855294118.

A pontos érték:

I—/1 50x = /4 = 0.7853981635.
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Téglalap-formulak

Téglalap-formulak

A 1épéskdéz h= (b— a)/n.

Els6 téglalap-formula:
n—1

7 7

Masodik téglalap-formula:

n

J=1
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Téglalap-formulak

Ha az f fliggvény monoton, akkor

b
1) — / f(x)dx
a

< ),(1) _ ,(2)‘

=h-|yn—yol = h-|f(b) — f(a)|

Ebbdl latszik, hogy a lépéskdztdl linearisan fligg a hiba, azaz
O(h).
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Téglalap-formulak

ahol

Yicie = f(Xi—12),  X—12=(X-1+X)/2, j=1,2,....n
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Trapéz-formulak

Egyszer(i trapéz modszer (n=1)

Ekkor a = xp, b = x3.

b
/:/ fax =271 hy R /f(x ~PIN
a

Ha f kétszer folytonosan differencialhato és |f’| < M, az [a, b]
intervallumon, akkor
M, - 3

12
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Trapéz

Trapéz-formulak

Bizonyitas

A Lagrange interpolacié hibajat felhasznalva:

F(€)
2

f(x) = p(x) + (X = X0)(x — x1),

ahol p(x) linearis (egyenes) és ¢ € [a, b]. Innen

| = /b f(x)dx = /bp(x)dx + /b fﬂf)(x — Xo)(x — xq)dx

b 1
:}/o-g}ﬁ .h+/a fg)(x—xo)(x—xﬁdx.
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Trapéz

Trapéz-formulak

Bizonyitas

Ebbdl adddik, hogy

R = /b f(x)dx — }/();-7}/1 -h= /b fl/éf)(x — Xp)(X — x1)dXx.

b
Rl =|(1/2)- / (€)X — X0)(X — x1)dx

b
<(1/2)- / 7)) 1(x — x0)(x — x1)] dx

b
< (Me/2)- [ I(x = x0)(x — 1) o,
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Trapéz

/b!(X X0)(X — xq)|dx = /b (*X2 + (X0 + X1)X — XoX1> dx

— [—x3/3 + (X0 + x1)x%/2 — (x0x1)x} i

= —(b® - a%)/3+ (a+ b)(b* — &°)/2 — ab(b— a) = h/6.
& My B M- h°
Fl<Z 2 6 212h
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Trapéz-formulak

Osszetett trapéz formula

Kihasznalva a hatarozott integral additiv tulajdonsagat, az [a, b]
intervallumot felbonthatjuk az

a=X<X4<Xo<...<Xp=0Db

pontokkal n részintervallumra, minden intervallumon
kiszamoljuk az egyszerl trapéz formulaval az integralt, és
ezeket 6sszegezzik. igy jutunk el az 6sszetett
trapézformulahoz:

— X _X.
f(x)dx =) % i + Vil

& i=0
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Trapéz-formulak

Hibabecslés

Ha f € C?[a, b] és || < Ma, akkor

X/+1 Xi

Mo n—1
5 <35 > (i1 —x)°

i=0

x)ax — [f(xi) + f(Xit1)]
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Trapéz-formulak

Ha az alappontok ekvidisztansak, azaz xx, = a+ k- h
(k =0,...,n), akkor a képlet alakja egyszerlisodik:

b h n—1
[ foodk = To0:= 3 [+ 23yt

A képlet hibaja (nh = b — a miatt):

_ Mo(b—a)h? _ My(b - a)°

b
Lfmm—nm_ e

A hiba h?-tel aranyos, vagyis n°-tel forditottan aranyos. A
gyakorlatban csak 6sszetett formulat hasznalunk.
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