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Numerikus differencialas (derivalas)

Alapfeladat

A numerikus derivalas alapfeladata az analitikusan ismeretlen
vagy nehezen szamolhatd, esetleg csak diszkrét pontokban
ismert f : D(C R) — R fliggvény derivaltjanak kiszamitasa egy
vagy tébb adott pontban.

Numerikus derivalas

A numerikus derivalast akkor alkalmazzak, ha az
a< Xp <Xy <...<Xp< balappontokban adottak az y = f(x)
flggvény értékei

Yk = fx = f(Xk), k=0,1,2,...,n.
Ekvidisztans alappontok esetén:

Xk = Xo + K- h, k=0,1,2,...,n.
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Numerikus differencialas (¢

A numerikus derivalast ugy lehet végrehajtani, hogy az adott
flggvényt interpolacios polinommal kozelitjik:

f(x) = p(x) + R(x), azaz f(x) ~ p(x)

és az f(x) fuggvény derivaltjat a p(x) polinom derivaltjaval
kdzelitjok.

fF)(x) = p®) (x) + RK)(x), azaz %) (x) ~ pk)(x)
Ha a maradék-tag derivaltjainak értéke | R (x)| < ¢, akkor az
f(x) fliggveény derivaltjai az interpolaciés polinom alapjan

kiszamithatéak:

f'(x) =~ p/(x),..., " (x) ~ p™(x)
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Derivalt kézelitése differencia hanyadosokkal
Ha f € C?|a, b] akkor megszerkeszthetjiik a masodfok
Taylor-polinomot:

f(x + h) = f(x) + hf'(x) + h?f"(€)/2, ahol ¢ € [x, x + h].

Innen
f(x + h) — f(x) = h- f'(x) + WPF'()/2,

amibdl adddik, hogy

F(x) ~ f(x + hll — f(x)

A képlet hibdjanak nagysagrendje O(h).
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Derivalt kézelitése differencia hanyadosokkal

A derivalt definiciéja:

[_egyen Xo = X + h. Ekkor X — x = h, és x — xg miatt h — O.
lgy az el6z6 definicié

F(x) = ,|7iLnO f(x + hll — f(x)

alakban irhato.

Ha f € C3[a, b] akkor a harmadfok( Taylor-polinom
segitségével pontosabb kdzelitést kaphatunk.
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Numerikus differencialas differencia hanyadosokkal

Derivalt kézelitése differencia hanyadosokkal

f(x+h) = f(x)+hf (x)+h?f"(x)/2+h3f" (&) /6, ahol & € [x, x+h].
Hasonléan:
f(x—h) = f(x)—hf'(x)+Hf"(x) /2—h3F"(£5) /6, ahol & € [x—h, x].

Ha az els6 képletbdl kivonjuk a masodikat, akkor a kdvetkezét
kapjuk:

f(x + h) — f(x — h) = 2hf'(x) + K3 /B[f" (&) + " (&)],
amelybdl adddik, hogy

f(x-+h)—f(x—h) = 2hf (x)— BBf"(¢3)/3, ahol & € [x—h, x+H].
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Innen kapjuk, hogy

(x+ h)—f(x—h)
2h

o= /

Ebben az esetben a hiba O(h?).
A masodik derivalt leggyakrabban alkalmazott képletei:

f(x) — 2f(x + h) + f(x + 2h)

fi(x) = 2
F(x) ~ f(x+ h) — 21;2)() + f(x — h)

A masodik képletet a centralis differencia formulanak nevezzik.
A képletek hibajanak nagysagrendje O(H?).
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Numerikus differencialas Lagrange interpolaciéval

Lagrange interpolacio alkalmazasa

Amennyiben f(x)-et az alappontokon atmend

p(x) = yi-h(x)
e

Lagrange-féle interpolacios polinommal kézelitjik, akkor az
f(x) fuggény x-pontbeli j-edik derivaltjanak kozelitését az

fD(x) ~ pD(x) = yi- [V (x) (1)
i=1

Osszefliggés adja meg.
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Lagrange interpolacio alkalmazasa

Hibakorlatot is adhatunk amennyiben f elég sokszor
folytonosan differencialhaté [a, b]-n.

‘f(f)( ) — pU( x)‘ . U_I)ijrg[%]‘f(nw)(x)’ ’w(f—i)(x)},
(2)

ahol x, x1, xp € [a,b] és w(x) = (X — x1)(X — X2) ... (X — Xn).
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Példa Lagrange interpolacio alkalmazasara:
Az els6 derivalt kdzelitd értéke n=2és x; = x, xo =x+ h

esetén . .
f/(X) ~ (X+ )_ (X)
h
Ennek a hibaja O(h) nagysagrendd, ha f € C?[a, b].
Ha pedig n=3és x; = x — h, Xo = x, x3 = X + h, akkor

P ~ O h)2—hf(x —h).

Ezen kézelités hibajanak nagysagrendje O (h?), ha
fe C3a, b
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Lagrange interpolacio alkalmazasa

Az
(x+ h)—f(x—h)
2h '
képlet segitségével masodrendi derivalt is szarmaztathato,
mégpedig szintén O (h?) hibaval:

f'(x) ~ f

(x + h) — 2f(x) + f(x — h)

f
f'(x) ~ 12
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Newton-féle interpolacios képletek alkalmazasa

X — Xo
h

(x = x0)(x — x1)
21h?

(x—X0)...(x— Xxn)

n
n'hn Ao

Na(x) = fH+ APyo+. .+

Ayo+

X200 jelolést

Ekvidisztans pontok esetén, bevezetve a t =
kapjuk, hogy x — x, = (t — n)h és

(1) po, | HE=D) (= (0=1))

Nn(x) = fo+tAyo+ 5] il

Yo.

Az xo, X1, X2, X3, X4 alappontok alapjan az elsé6 Newton-féle
interpolacios polinom differencialasaval a kovetkez6 képletet
kapjuk:

f'(x) =~ [(Ayo) + (2t — 1)(A%yp)/2 + (312 — 6t + 2)(A%),) /6
+ (28 — 92 + 11t — 3)(A*y)/12]/h
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Newton-féle interpolacios képletek alkalmazasa

Mivel az x; kezdbpontot tetszélegesen lehet kivalasztani, ezért
feltehetjik, hogy az xp az a pont, amelyben a derivalt értékét
akarjuk kiszamitani.

Figyelembe vessziik, hogy ebben a pontban t = 0, akkor az
els6 Newton-féle interpolacios polinom alapjan:

f'(x0) = [(Ayo) — (A%y0)/2 + (A%y0)/3 — (A%yp) /4
+. 4 (1) (A"0)/nl/h

Ezeket a képleteket atalakithatjuk tgy, hogy a differenciak
helyett a képletek csak fliggvény értékeit tartalmazzak:
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Newton-féle interpolacios képletek alkalmazasa

f'(x0) ~ [(Ayo) — (A%yp)/2]/h = (—3yo + 4y1 — y2)/2h.

f'(x0) =~ [(Ayo) — (A%)0)/2 + (A%y0)/3]/h
= (—11yo + 18y; — 9y> + 2y3)/6h.

f'(x0) = [(A¥o) — (A%y0)/2 + (A%)0)/3 — (A%y0)/4]1/h
= (—25y0 + 48y; — 36y> + 16y5 — 3y4)/12h.

A masodik derivalt kozelitésére a Newton-féle interpolacios
polinom segitségével a kdvetkezd képletet kapjuk:

f"(x0) ~ [(A%y0) — (A%y0)+(A*y0)-11/12—(A%y,)-5/6+.. ]/ h?
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Példa a Newton-féle interpolacios képletek alkalmazasara

Szamitsuk ki az y = sh(2x) figgvény y’(x) és y”(x) derivaltjait
az x = 0 pontban:

X ¥ Ay A%y Ay Aty
0,00 0,00000 0.10017 0,00100 0,00101 0,00003
0,05 0,10017 0.10117 0,00201 0,00104 0,00003
0,10 0,20134 010318 0.00305 0,00107
0,15 0,30452 0.10623 0,00412
0,20 0,41075 0,11035
0,25 0,52110
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Y'(0) ~ [(Ayo) — (A%yp) /2 + (A%y0)/3 — (A*yo) /4]/h

— 20 - (0.10017 — 0.00050 + 0.00034 — 0.00001) = 2.0000.
y"(0) = [(A2y0) — (A%y0) + (A*yo) - 11/12]/H?

— 400 - (0.00100 — 0.00101 + 0.00003) = 0.008

Az y = sh(2x) fuggvény analitikus differencidldsaval kapjuk,

hogy y'(x) = 2ch(2x) és y”(x) = 4sh(2x). igy a pontos derivalt
értékek: y’(0) =2 és y”(0) = 0.
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Spline interpolacio alkalmazasa

Spline kdzelitést is hasznalhatunk derivaltak numerikus
kozelitésére. Elsérendl derivaltak elénydsen kdzelithetdk a
harmadfoku természetes Spline-nal.

A képlet levezetése kdnnyd, hiszen szakaszonként egy-egy
harmadfoku polinomot kell derivalni.) A kozelités hibajara

f € C?|[a, b] esetén fennall, hogy

/ / .
1f'(x) = S'(x)| < Kq <1Sr¥1§e}7x_1 h,) :

ahol Ky > 0 konstans. A kbzelités hibaja tehat a legnagyobb
részintervallum hosszaval aranyos. A Spline kdzelitéseknek
van egy simité jellege is, amely mérsékeli a kerekitési, ill.
adathibak negativ hatasat. A Spline hasznalata akkor elényos,
ha a derivalt sok pontban sziikséges.
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