10. elRad8s: Implicit Euler modszer

A diszkretizacids jeloléseket hasznalva az implicit Euler médszer alakja:

Y =y h e,y ®)
i adott, (k=0,1,.)

Motivacio: A derivalt kozelitésére gyakran haszndljuk a differencia hanyadost:
4 xn+ - 'xn
y (x,m)z )’( 1) }’( ) '
h
y('anrl)_ y(xn ) .

Felhasznilva az egyenletben: y'(x, )= f(x,.,, y(x,,,)) = ;

Innen atrendezve

y(an ) = y('xn )+ h ' f('an 4 y(anrl )) ’
vagyis egy implicit formulat kapunk. Ezt az implicit egyenletet kell megoldani egyszerii
iterdcidval.

Megjegyzés.
1. Minden 1épésben egy implicit egyenletet kell megoldani egyszer(i iteraciéval. Az implicit
modszert korrektor modszernek, az explicit médszert prediktor modszernek nevezziik. A

(0)

korrektor médszerhez sziikséges y, . kezddértéket egy prediktor mdédszerrel adjuk meg.

n+l
Altalaban azonos rendiieket szokds parban alkalmazni.

2. Az implicit médszer stabil a /4 -ra tett feltétel nélkiil. (Pl. az explicit Euler mddszernél
hL < 2 feltételnek teljesiilnie kell a stabilitdshoz.

10.1 Modositott Euler modszer

A diszkretizacids jeloléseket hasznalva a médositott Euler médszer alakja:
h h
ynJrl = yn +hf(xn +_’yn +_f('xn’yn)j
2 2
X,.y, adott (n=0,,..,N—1)

Motivicié: Az explicit Euler médszerhez képest nem az x_pontbeli y'(x, )= f(x,,v,)

meredekséggel 1épiink tovdbb, hanem az x, +§ pontbeli meredekséggel.

A Taylor formuldt felhaszndlva y(xn + gj ~y(x, )+ % yi(x,)=y(x, )+ g flx,,v(x,)),
igy
o | B CX A RS )

10.2. Tétel. A médositott Euler médszer lokalis hibdja O(h* ), globalis hibja O(h?) .
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10.2. Trapéz modszer

A diszkretizacids jeloléseket haszndlva a trapéz médszer (implicit modszer) alakja:

V= 3, 42 () Fl )

y) adott, (k=0,L..)

Motivacio: A differencidlegyenletet az [xn , X ] intervallumon az

y(0)= 3(5,)+ [ £lev(0)ae

integralegyenlettel helyettesitjiik. Az y(x,m) szadmitasara felirva az integrél kozelitésnél tanult
trapéz formuldt, a kovetkezd implicit egyenletet kapjuk:

)= 5 42 (G 3, ) 030, )

3. Példa. A 2. Példaban felirt KEP-ra hasonlitsuk 6ssze az explicit-, implicit-, médositott
Euler €s a trapéz modszer egy-egy 1épését!

Megoldas.
a) Az explicit Euler médszerrel y, =0, y, =y, +h(y, +1)=h.

A lokdlis hiba: d, = y(x,)-y, = (e" —1)-h=0(n*).

2

b) A mddositott Euler médszerrel y, =0, y, =y, + h(yo + g()’o +1)+ 1) = % +h.

A lokdlis hiba: d, = y(x,)— y, = (¢" —1)—%—h =o(n’).

¢) Az explicit Euler médszerrel kapott y, kozelitésre alkalmazzuk az implicit Euler médszert,
mint korrektor mddszert.

WO =y =k, v =y il )= A +1)= A+ 1) =2+,

d) Az explicit Euler médszerrel kapott y, kozelitésre alkalmazzuk a trapéz modszert, mint
korrektor médszert.

h h h h?
w=y=h, =y +§(f(xo,yo)+ f(xl,yf‘”))=§(1+ n’ +1):§(h+2):7+h’

Lathatjuk, hogy egy 1épés az explicit Euler mddszerrel, majd utina a trapéz mdédszer egy
1épését alkalmazva ugyanazt kaptuk, mint a médositott Euler médszerrel egy 1épés utan.
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10.3. Runge-Kutta tipusa egylépéses modszerek

A KEP.-t integrilva az [x,,x,,, | intervallumon és az x := x, + At helyettesitést felhasznalva
Xnt1 1
y('xn+l )_ y(‘xn ) = J‘f('x’ y('x))dx = h’ ’ J‘f(xn + ht’ y('xn + ht))dt *
X, 0

Az integralt egy kvadratira formulédval kozelitjiik, ahol b, € [0,1] -k az alappontok és ¢ -k
j=1,..,m-re akvadratira formula egyiitthat6i.
yrH—l = yn +h.zcjf(xn +hbj’y('xn +hbj))

J=1

Mivel az y(x, + /b, ) értékeket nem ismerjiik, ezeket y,,K,,....K , -l kozelftjiik.

Megj.:
1. Az integrél kozelitésére az érintd formulat haszndlva a médositott Euler médszert kapjuk.
2. Az integral kozelitésére a trapéz formulét haszndlva a trapéz mddszert kapjuk.

Algebrai megkozelités:

Legyen b, =0, ekkor K, = f(x,,y,) ismert. A tobbi K;-taz y, K,,...K, értékek linedris
kombinaci6ibdl éllitjuk eld. A kovetkezo alaki médszert keressiik:

K, = f(‘xn’yn)

K, = f('xn +b,h,y, +h'a21K1)

K, =f(x, +bh,y, +h-ay K, +h-a,K,)

n>

K, =f(x +bhy +h-a,K +..+ha, K,)

ml mm—1

yn+l :yn +h'zchj

Jj=1

Definicio. Az A= (a i )'j"i:l matrixot Runge-Kutta matrixnak nevezzikk. Ha a;, =0 i< j-re,

akkor explicit Runge-Kutta médszert kapunk. A ¢ = (c1 ,....,c, ) vektor elemei a Runge-Kutta

*“m

modszer silyai, a b= (bl yeesD )T vektor elemei a Runge-Kutta mdédszer médusai és m a

> m
modszer szintje. Ha az A diagondlisdban vagy felette vannak nem nulla elemek akkor
implicit médszert kapunk, amikor fixpont iteraciét kell végezniink.

U
Jelolés. ;‘j
c

Megjegyzések.
1. Az m=1 esetben b, =0 és ¢, =1 vdlasztassal az explicit Euler médszert kapjuk.

b| A
2. Az m=2 esetben = =
¢
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h 1
Yon =Y, +0-h-K +1-h-K, =y, +h-f(xn 200, +5h-f(xn,y,,)j,

Vagyis a médositott Euler médszert kaptuk.

3. Az m =4 esetben a kovetkezo vélasztissal a negyedrendi klasszikus Runge-Kutta
modszert kapjuk

o
< >
| = vk oo O

S O =
=R

I

W= | —

=
W=
=

A médszer alakja:

flx,.y,)
= f

[ ko

2
h h

3 f(x +E Esz
h

4 f('xn+ ’yn+hK)

~ =
11

=

h
és y,., =yn+g(K1 +2K, +2K, +K,) .

>~ >
1l

4. Modszerek konstrukciéjanak menete: rogzitett m esetén irjuk fel a lokalis hibat, majd p-
edrendii modszer esetén frjuk fel a paraméterekre azokat a feltételeket, amik a lokalis hiba

Taylor-soranak O( g )—es tagjait kinullazzak.
Pl. m =2 esetén
, ¢, € IR szabad paraméter.

¢ +c,=1
c,b, =1
Cyly =1

10.4. Algebrai linearis tobblépéses modszerek

A) Adams-Bashforth modszerek

Legyen ke IN , k <n.A KEP.-t integrilva az [x ] intervallumon

n+l

Xnt1

y(x,)-ylx, )= Jf(x, y(x))dx .

X"

Jelslie P € Py az (x, s f (%, 05 Y06,00))) s (3, (%, ¥(x,,)) pontokon interpoldls
polinomot.

y( n+l j dx Zf(nkﬂ’y "k+/ .[l

A kifejezésben szerepld integrdl nem fiigg f -tol, csak az alappontoktol. Legyen
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B, = L ]lj (x)dx és

X,

fn—k+j = f(xn—k+j > y('xn—k+j )) = f(‘xn—k+j ) yn—k+j) .

Az y,,y,,.... ¥, kezdeti értékek ismeretében a kdvetkezd k -1épéses modszert kapjuk

k
Vot =Ya H D By fuisss =k s N=1).
j=1

Megjegyzések.

1. A hidnyzo y,, y,,.... y,_, kezdeti értékeket példdul egylépéses mddszerrel hatarozhatjuk
meg.

2. k =1 esetén az explicit Euler mddszert kapjuk.

10.5. Tétel. A k 1épéses Adams-Bashforth médszer lokalis hibdja O hk“) , globdlis hibdja

O(h" ), tovabbd konvergens és a konvergencia rendje k .

B) Adams-Moulton moédszerek

Az Adams-Bashforth médszerekhez képest az (xn+1 f ()cn+1 , y()cn+1 ))) pontot is hozzaveszi az
interpoldcidhoz, igy k -adfokud polinommal kozeliti a fiiggvényt.

y( n+l JP dx Zf( = k+1’y n— k+J J.l

A kifejezésben szerepl0 integrdl nem fiigg f —tol csak az alappontoktol. Legyen

B =
fn—k+j = f(xn—k+j 4 y( n—k+j )) = f(xn—k+j ’ yn—k+j) .

Az y,,y,.....y, kezdeti ért€kek ismeretében a kovetkezd implicit egyenletet kapjuk

yn+1 yn+h Zﬂ fn k+]+h ﬂk+1 n+l *

f dx és

3‘|—~

Megjegyzések.
1. Egy explicit médszercsalddot allitottunk el6 a fenti konstrukciéval. Minden 1épésben egy
implicit egyenletet kell megoldani y o

n+l

,-re. A hidnyz6 y, . ..., y,,¥,, értékeket példaul

n+

egylépéses mddszerrel hatarozhatjuk meg.

k
y;/:n =Y, +h'2ﬂj 'fn—k+j +h'16k+1 : ( n+l’yr(1’j-)l) (k :0,1,---)
=

2. k =0 esetén az implicit Euler mddszert kapjuk. k =1 esetén a trapéz modszert kapjuk.

10. 6. Tétel. A k1épéses Adams-Moulton mddszer lokdlis hibaja (0 h*? ), globalis hibija

O(h“' ), tovdbbd konvergens és a konvergencia rendje k +1.
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