9. elRad8s: Kdzotnséges differ encialegyenletek numerikus megoldasa

9.1. Definicio. Legyen W1 R " tartoméany, | 1 IR nyiltintervalum, f:1° W® R"
folytonos figgvény. Az y: 1 ® IR" differenciahato fliggvényekre vonatkozo
y&x) = f(xy(x)) (xT 1)
egyenletet kozonseges (el sdrendl explicit) differencidlegyenletnek nevezzik. Az
Ly = f(xyx) (T 1)
1 y(xo) =Y
feladatot kezdeti érték probléménak (KEP) nevezziik.

9.2. Definicio: Az f fuggveny a masodik valtozdjaban teljesiti a Lipschitz-feltételt, ha
' K1 W kompakt hamazhoz $L >0, melyre

[100y,)- 00y NELAY, - val " iy, T K esetén.

9.1. Tétel. (Picard-Lindeloéf )Haaz f:1° W® RR" folytonos figgvény kielégiti a masodik
véltozdjdban a Lipschitz-feltételt, akkor " x,T 1 és" y,1 W esetén a KEP-nak létezik
megoldasa. Az

Yo(x):= Yo

X

Vier (X) = o + OF (t, v ()t

Xo

fliggvénysorozat egyenletesen konvergd a KEP megoldésahoz. (Szukcessziv approximéacio.)

M egjegyzés. A fliggvénysorozatban az integrélast koordinétanként, az f =(f,,..., )
koordinata fliggvényeire értjik. A tovabbiakban csak az n =1 esettel foglalkozunk.

9.1. Analitikus moédszer ek
(Két példan, csak a legismertebbek.)

9.1.1. Példa. Szeparabilis (szétvllaszhatd vatozoju) differencid egyenlet.
Ioye=3x"y
[
1y(0)=1

M egol das. ¥_ g2, In€y) =3x*, In(y) = gpx2dx =x* +c,. Innen y(x)=e* x,.
y
A kezdeti feltétel: y(0)=e’x, =1® ¢, =1. A KEPmegoldasa: y(x)=e*".

9.1.2. Pdda. Elsorendd linedris inhomogén differencialegyenlet.
i y¢=1-x+y

1y(0)=1



Megoldas. A homogén egyenlet: y¢ y =0 vagyis y¢=y . Szepardbilis egyenletként
megoldva kapjuk, hogy az &talanos megoldasa: y(x) =e* xc .

Az inhomogén egyenlet megoldéasa az dlandok varidasanak elvével torténik.

A megoldast c(x)se* alakban keressiik. Helyettesitsiik be az inhomogén egyenletbe:

cx)e* +c(x)e* =1- x+c(x)e”
céx)e* =1- x

cdx)=(1- x)e*
Parcidlis integralast alkalmazva:
= fL- x)e *dx =(1- X)- e7*)- d- 1) e Jix =
=(x- e +e* +c=xe" +c
Tehdt y(x) =(xe " +c)>e* = x +coe* aaki.
A kezdeti feltételbdl y(0)=0+cxe® =¢ =1, teha aKEP megoldésa: y(x)=x +e* .

9.2. Kvaz analitikus (vagy kvazi numerikus) modszer ek

A) Picard iteracio. (Lasd 9.1. Tétel fliggvénysorozata.)

9.2.1. Példa. Alkamazzuk a Picard iteréaciot az 9.1.1. Példa feladatara
boye=3x"y
|
1y(0)=1

M egoldas.

Yo(x)=1

Y, (x)=1+03’t Xdt =1+ x°

N 1
Yz(X):1+0()'3t2(1+t3)dt =1+x° +Ex6 stb.

Latjuk, hogy minden |épéshen a megoldés Taylor sorénak Ujabb tagjat kapjuk meg.

B) Taylor sor médszer. A megoldés Taylor sorédt kozelitjiik az y*)(x, ) értékek

meghatarozésaval. “©
v (K
() =4 -l
k=0 :
Az y¥)(x,) derivélt értékeket az egyenletbdl meghatarozzuk.
Y(Xo) = Yo
y&xo) = (%, ;)
Y®xo) = 1, (X0 Vo) + 9, F (%, ¥o )2y €xo) =
—ﬂl (Xor Yo) + T F (%, Yo ) XF (x5, yo)  sto.

X - X))



9.2.2. Példa. Alkalmazzuk a9.1.2. Pédda feladatara.

i y¢=1- x+y
1y(0)=1
Megoldas.
y(0)=1
y€0)=1+0+y(0)=2
y6=-1+yt® y#0)=-1+y¢0)=-1+2=1
y®=ye® y&0)=y%0)=1
Innen k 3 3-ra y® =y® = =yeésigy y“(0)=1.

Tehd amegoldés y(x :1+2x+%x2+llx3+...+%xk +..=x+e" .

9.3. Numerikus modszer ek

9.3.1. Definicio. Diszkrét médszer nek nevezzik azt az eljarast, amely a differencialegyenlet
megol dasét véges sok pontban allitja el®. A diszkrét modszert k Iépéses (k1 IN)
modszernek nevezzik, haaz y megoldas x, pontbeli y, kozelitd értékeét az
Yoo Yoxarrer Yo, Ertékekbdl dlitjaeld.
A tovébbiakban y:1® IR, f:1"W® R (Wi R)éx 1 | tetszleges, NT IN.

X - X

Jelolések: h:= , X, =%, +nh (n=0,..,N),

y, = y(x,) kezdeti érték és y, az y(x,) pontos megoldés kozelitése.

9.3.2. Definicié. A numerikus médszer konvergens,ha " x' T I, x" > x, esetén

lim §T;axN| y(x,)- v.9=o0.

h® +0@n=

A modszer p -edrendben konvergens, ha $ c,h, >0:
| y(x. )- yn| £cxh” "hEh,, (h=01..,N).

9.3.3. De€finicio. A numerikus modszer lokélis hibaja a modszerrel egy 1épés aatt elkdvetett
hiba, ha pontos értékbdl indulunk, azaz

d.,=vy(x.)- v, fetéve hogy y, =y(x,).

A numerikus modszer globalis hibdja a modszerrel tobb 1épés utan felhalmozodd hiba, azaz
e, = y(x,)- vy, feltéve, hogy vy, = y(x,).



9.4. Explicit Euler modszer
A diszkretizaciés jel 6l éseket haszndlva az explicit Euler modszer alakja:

\I,yn+1::yn+hxf(xn’yn)
%, Y, adott, (n=041,.,N-1)

Motivéacié: A derivalt kdzelitésére gyakran hasznaljuk a differencia hanyadost:
y(xn ) » y(xn+‘| )h- y(Xn)

V() - ylx,)
h

Felhaszndlva az egyenletben: ydx, ) = f(x,, y(x,)) »

Innen arendezve
y(Xn+1) » y(xn)+ h Xf (Xn ! y(xn )) "

9.4.1. Tétel. Az explicit Euler modszer lokdlis hibga:
dps = Y(Xpa)- You =O(h?) ( ez $c>0: |d,,

£cxh’).

Bizonyitas. Az y pontos megoldésra irjuk fel a Taylor formulat:
Y(%) = Y(x,) + oy, )+ 0(h?) = y(x,)+ hxt (x,, ¥(x,)) + O(n?).
Mivel y(x,)=y, ,
dn+1 = y(Xn+1)_ yn+l = y(xn ) + h Xf (Xn ' y(xn )) + O(h2 )- yn - th (Xn ! yn) = O(hz) )

9.4.2. Tétel. Haaz f flggvény a méasodik valtozojdban teljesiti a Lipschitz-feltételt, akkor az
explicit Euler modszer konvergens.

Bizonyitas. A Taylor formulabdl
V(%) = Y(x,) + oy, )+ 0(n?) = y(x,)+ hxf (x,, ¥(x,)) + O(n?),
az Euler modszerbdl
yn+1 = yn +hxf(xn’yn) :
A kifejezéseket kivonva
€1 = y(xn+l) Yo T
=y(x,)- v, +h{f(x,,¥(x))- f(x,.y,))+0ln?)
és abszol Ut értéket véve
e Ele [+nAt(x,, y(x,)- f(x,.y, J+cxn? £]e | +hLxe,| +O(h2)
£@+nL)de |+ch?  (n=04,...,N-1)

A tovébbiakban teljes indukciéval belatjuk, hogy |e | E%h Aa+hnL) - 1) .

n=0-rae, = y(x,)- y, =0, igaz az dlités.
TegyUk fel, hogy n-reigaz, bizonyitsuk n +1-re:



£@+hL)S Lh((1+ hL)" - 1) +ch? =

€01

=£h((1+hL)“” - @+ nL)+he)= Thien) - 1)

o

n N

L £aEi+—L— £eXL amodszer globdlis hibga
g N g

£-= h( - )=o(h),

X - X

&
Mive 1+hL §L+

| n+1

tovabba el sdrendben konvergens.

9.4.3. Tétel. Haegy explicit egylépéses modszer lokalis hibﬂéral dn| £ ch P aakl becdés
adhat6, ésaz f flggvény a masodik valtozdjdban teljesiti a Lipschitz-feltételt, akkor a
globdlis hibga p -edrend(, azaz |e | £ ¢ " .

Kidolgozott példak

1. Pdda. Az [1,2] intervallumon vizsgaljuk az explicit Euler modszert.

b oye=-2
-I- X
fy(y) =
M egoldas. A KEP pontos megol désa az 6sszehasonlitéshoz: y(x) = =
X
a) Pddaul N =3 esetén irjuk fel az Euler mdédszer kozelitését.
4 5 1
X —lx1:§ x2=§, 5 2,h:§,y0—1
& y,0 1 2 o 3
y, = y0+hg y—; 1- —=—»yc—+=—
Xo & 3 3 e3g 4
2
2y6 2 1.3 2 1_1 56 3
= +he- =" _x2=_"_._=_» Zr=_
Y2 =) x5 334 36 2 783y 5
3
1
®ey,0_1 12 1 1
= +hGg- 2= -_x&£=__ —_ =— 2)==—
y3 y2 g Xza 2 3 E 2 lO »y() 2
3

b) Vizsgaljuk az explicit Euler modszer lokalis-, globdlis hibdjat és konvergencigjét
tetszbleges N1 IN esetén.

h;:%, X, =1y, =1, x, =1+nh (n=04..N), x, =2.



-y & ho X -h X1
=y +hfix, -y +hx—2L = - — Tz vy xD =y X
yn+1 yn ( n yn) yn X yng‘ Xnﬁ yn X yn X

n n

n

Lokdis hibgja: tegyuk fel, hogy v, -1 pontos,
X

n

2 2
(X )_ — 1 _ vxn—l — 1 _ Xoor _ X5 - X Xog _ Xp - (Xn +h)(Xn ~ h) —
Y (X1 Yo = X Yn X - X 2 = 2 - 2 -
n+1 n n+1 Xn Xn+1Xn Xn+1Xn
h? h?
7 < O(hz)
X, g X 1

Globalis hibga: tegyik fel, hogy y, =1 pontos,

X X X X
— X N-2 X N-3 % N-2 % N-3 — — x -1
yN _yN-l _yN-Z _yN-Z _"'_yO -
XN-l XN-2 XN-l XN-l XN-l
=y0VX°_ h :1v1- h
Xy - h 2-h
2-

1 1-h h-2(L- h) h h
2)- == = = £—= h
2)- vy 2 2-h 2(2- h) 2(2-h) " 2 (b
Tehét az explicit Euler modszer elsrendben konvergens a megadott KEP-ra.

2. Péda. A [0,1] intervallumon vizsgdljuk az explicit Euler médszert.
1yb=y+1
|
1y(0)=0

M egoldés. A KEP pontos megoldésa az 6sszehasonlitashoz: y(x) =e* - 1 .

a) PAdaul N =3 esetén irjuk fel az Euler modszer kozelitését.

X, =0, X, :%, X, :§’X3 =1,h :l, y, =0.

1. 40 3
Y1 =Y +h(y0 +1)=—» yc=+=e?-1
3 "e3g

i L2
y2:y1+h(yl +1):1+£§-i+12:£+i21» yéiig:eﬂ-l
3 3683 g 3 9 9 "é&3g
7.1 ,o_7 16 _37 .
= +h +1l)=—+_¢=—+1t=—+__=—»y({l)j=e -1
Vo= ¥a whlys Hl) =g o glg T e g oy =Yl

b) Vizsgdljuk az explicit Euler médszer lokdlis-, globdlis hibgjét és konvergencigjét
tetszOleges NT IN esetén.

h:=%, X, =0,y, =0, x, =nh (n=04,..,N), x, =1.

Yo = Yo +h(y, +1) =y, [L+h)+h =(y, ,(L+h)+h)L+h)+h =
=y ,@+h) +h({L+h)+h)="..

a :y0(1+h)“+h((1+h)”'1+...+(1+h)+1):y0(1+h)”+(1+h)”-1:
=@1+h)" -1



Lokdishibga y, =e™ - 1 pontos,
Y)Y = (e - 2)- (e - 1)+ h(le - 2)+1))=

=g - e - he™ - 141+ h- h="_h? =O(h2)
2
Globalis hibga: y, =0 pontos,
..N
y)- y, =(e*- 1) (@+h)" - 1)=e- (1+h)" £e- §+%9 E%:Bh =0(h) .
e )

Tehét az explicit Euler modszer elsdrendben konvergens a megadott KEP-ra.



