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Bevezetés

Sziikségiink van a komplex elemii matrixok és vektorok
bevezetésére.

A komplex elemii n-dimenzids oszlopvektorok halmazit C"-el
jeloljik.

Hasonléképpen az m x n méretli komplex elemii matrixok
halmazat C™*" jeloli.

Nyilvdnvaldéan tekinthetjik dgy, hogy R” C C" és R™*" Cc C™*".
A valds elemii vektorokra és matrixokra bevezetett miiveletek és a
determinans értelmezése ugyanaz a komplex esetben is, mint
valésban. A komplex vektorok és matrixok normajanak definiciéja
is valtozatlan marad. (Ezért kell a normak definiciéjdban négyzetek
helyett (valds szdmok esetén feleslegesen) abszoldt érték
négyzeteket.
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Definicié

Legyen A € C™" tetszbleges matrix. A X\ € C szamot az A matrix
sajatértékének, az x € C", (x # 0) vektort pedig a A sajatértékhez
tartozé (jobboldali) sajatvektornak nevezziik, ha

Ax = Ax. (1)

A sajatvektor egy olyan vektor, amelyet az x — Ax leképezés a
sajat hatasvonalan hagy (irdnyitds, nagysag valtozhat). A
sajatérték-feladat megoldasa a sajatértékek és a hozzdjuk tartozé
sajatvektorok meghatarozasat jelenti.
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Megjegyzés

Felhivjuk a figyelmet az x # 0 kikotésre, amir6l a hallgatdk
tobbnyire elfeldkeznek. Pedig enélkiil az egésznek semmi értelme,
hiszen A0 = A0, ahol X\ akdrmi lehetne.

A sajatérték-feladat tehdt olyan A (valdés vagy komplex) szam(ok)
keresését jelenti melyekre az (1) egyenletnek van nemzérus
megolddsa.

Atrendezés utdn az eredeti egyenlettel ekvivalens (A — M)x = 0
alakot kapjuk. Ennek a homogén egyenletrendszernek keressiik
tehat a nemtrividlis megoldasait, ami akkor és csak akkor létezik,
ha det(A— Al) =0.
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Definicio

A
311—)\ aip ce din
ani 322—)\ RPN aon
P(\)= det(A-\I)=det _ . _ =0
ani an e apn—A

(2)
egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletének nevezziik.
A determinanst kifejtve a A véltozd n-ed fokd polinomjat, azaz a

$(A) = (=1)"A" + pp1 A"+ + prA+ po (3)

karakterisztikus polinomot kapjuk.
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Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

Az algebra alaptétele szerint a multiplicitasokat is figyelembe véve
egy n-ed foki polinomnak a komplex szamok korében pontosan n
zérushelye van. (Ezért kellett tehat kilépniink a valds szdmok
korébdl.) Egy \; gyok multiplicitdsan azt értjik, hogy a polinom
gyoktényezds alakjaban a (A — A;) milyen hatvanykitevdvel
szerepel.

Tétel

Egy A € C"™" matrixnak a multiplicitdsokat is figyelembe véve
pontosan n sajatértéke van.
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Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

Egy matrix sajatértékeinek Osszességét a matrix spekrumanak
nevezziik. A spektrumbdl a matrixnak nagyon sok fontos
tulajdonsaga kiolvashaté. Csupdn kettét emlitve:

o (i) Egy négyzetes matrix akkor és csak akkor nemszingularis
ha egyik sajatértéke sem zérus.
o (ii) Egy matrix akkor és csak akkor pozitiv definit, ha minden
sajatértéke pozitiv.
A sajatvektorok darabszdmara mar nem lehet olyan kijelentést
tenni, mint a sajatértékekére. Néhany fontos tulajdonsig
felsoroldsaval jellemezhetjiik a viszonyokat.
e Ha x a )\ sajatértékhez tartozé sajatvektor, akkor barmilyen
t € C (t # 0) mellett tx is az. Ez a definiciés (1) egyenletbe vald
behelyettesitésbdl azonnal kideriil. Tehat az adott A sajatérték
esetén a hozzatartozé linedrisan fuggetlen sajatvektorokat kell
meghatdrozni, mert azok Gsszes linedris (de zérustdl kiilonbozd)
kombindacidja adja meg a A-hoz tartozd oOsszes sajdtvektort.
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e Egy adott A\-hoz tartozé linedrisan fliggetlen sajatvektorok
szama legfeljebb annyi, mint a A multiplicitdsa. (Ennek belatdsa
nem egyszer(i, itt mellézziik az igazolasat.)

o Kiilonbozo sajatértékekhez tartozé sajatvektorok linedrisan
flggetlenek. Ez a tény azonnal kovetkezik az elsé tulajdonsagbdl.
Ezek utan tétel formaban megemlitiink a sajatértékek tulajdonsigai
koziil is néhanyat, melyek a numerikus értékiik meghatarozasiaban,
becslésében fontos szerepet jatszanak.
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Tétel

Ha X\ az A matrix sajatértéke és x egy hozzatartozé sajatvektor,
akkor tetszdleges o € C esetén az A — ol matrixnak sajatértéke a
A\ — 0 és ugyanaz az x egy hozzatartozé sajatvektor.

Bizonyitas
(A—ol)x=Ax—olx=Xx—ox=(\A—o0)x.

A-hoz a ol hozzdadasit a spektrum eltoldsanak is nevezziik .
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Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

Ha az A matrix sajatértékei A1, Ao, ..., \,, akkor az AX matrix
sajatértékei A&, N5 . Ak

Bizonyitas

Legyen X\ akdrmelyik sajatérték. Ekkor
Alx = A((A(A)..)x = A(..(A)... ) (A - M)x = Arx.

A tétel kiterjesztheto A tetszbleges polinomjara is.
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Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

Tétel

Ha az A € C™" nemszinguldris matrixnak A\ sajatértéke és x egy
hozzatartozé sajatvektor, akkor az A~1-nek sajatértéke az 1/ és x
itt is hozzatartozé sajatvektor.

Bizonyitas
Ax = Mx — A 1Ax = A~ 1\x — x = A1 \x. Osszunk 4t a
nemzérus A-val.
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Legyen A az A matrix akdrmelyik sajatértéke. Tetszoleges indukalt
matrixnormaban fenndll, hogy |\| < ||AJ|.

Bizonyitas
IAX[] = ALIxI] = lAxI] < [LA]] [},
ahonnan x # 0 miatt |A\| < ||A|| adédik.

Barmely A tehat egy olyan origd kozepii korben helyezkedhet el,
amelyik sugara egyetlen indukalt normanal sem nagyobb.
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Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

A kovetkezo tétel egy még altaldnosabb tartomanyra, n darab
korlap egyesitésére sziikiti a sajatértékek lehetséges el6forduldsat.

Gersgorin Tétel

Legyen A € C"™", tovdbbd

n

=Y lajl (i=1,....n)

J=Lj#i
az i-edik kor sugara. Legyen az i-edik korlap:
Di={zeC:|z—aj|<nr} (i=1,...,n).
Ekkor az A matrix minden X sajatértékére fennill, hogy

)\ € U?:]_D,'.
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Bizonyitds

Legyen v = [v1,..., v,,]T az egyik, tetszéleges A-hoz tartozé
sajatvektor, i pedig az az index, amelyre fenndll, hogy ||v||,, = |vi|.
(|vi| értéke v # 0 miatt nyilvdn nem zérus.) Az Av = \v
egyenletrendszer i-edik egyenlete

n
AV, = a;v; + E ajjVj,

J=Li#i
ahonnan atrendezéssel
n n
i —aivil = A —a lvil = | D ayy| < D lagl v
j=Lj#i j=Lj#i

addédik.
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Bizonyitds
Mindkét oldalt |v;|-vel elosztva kapjuk, hogy

‘)\ — a,-,-| S ri.

Tehat minden A sajatérték benne van valamelyik D; korlemezben,
az osszes sajatérték benne van az egyesitésiikben.
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-5 -1 —4

o (i) Hatdrozzuk meg a sajdtértékeit, azok multiplicitdsat és a
hozzajuk tartozé linedrisan fiiggetlen, vé gtelen normaban
egységnyi sajatvektorokat.

o (ii) Feltéve, hogy nem tudjuk az el6z6 kérdésre a vélaszt, de
ismerjik az A tanult normait, dbrazoljunk a komplex
szamsikon minél sziikebb olyan tartomdanyt, amelybe biztosan
beleesik mindegyik sajatérték. (||Al|, = 7.47 kerekitve.)
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Megoldas

A karakterisztikus polinom, illetve egyenlet

3-)\ 1 2
det 0 1-2\ 0 =-\4+31x-2=0.
-5 1 —4— )\

A gydktényezés alak: — (A + 2) (A — 1)? = 0. Vagyis a
sajatértékek: A1 = —2, egyszeres és \» = 1 kétszeres. Felirva a két

sajatértékhez tartozd egyenletet:

5 1 2 X1 2 1 2 X1
0 3 0 x2 | =0 és 0 0 O x2 | =0
-5 -1 -2 X3 -5 -1 -5 X3
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Megoldas

Az elsé egyenletrendszerbdl fiiggetlen (példaul) az elsé kettd,
ennek megodasa:
[—0.4t,0,t]T,

a masodiké:
[7,0, —T]T

(t,7 # 0, egyébként tetszéleges komplex szdmok). A feladat
kivanalmanak megfelelnek, ha t,7 = 1.

Az A indukdlt normai: ||Al[; =8, ||Al|, = 10, ||Al|, = 7.47. Ezek
kozul a 7.47 a legkisebb, tehat a tétel szerint minden sajatérték
benne van az origd kozepl, ilyen sugard korben. frjuk fel a
Gersgorin tételben szerepl6 korok egyenletét:

(x =32 +y2=3% (x—1P2+y2=0% (x+4)>+y?2 =062
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2 o 2 4 [] 8

Az 4bran jol lathatbak az egyes korlapok (a mésodik egyetlen
pont). A Gersgorin tételben szerepld korlapok unidjanak és a
tételben emlitett korlapnak a metszetét vastagabb piros vonallal
hataroltuk. Lathatd, hogy azért elég durva lehet ez a becslés.
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Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

A sajatérték-feladat megoldasa elvileg is nehéz, numerikusan
méginkabb. A karakterisztikus egyenlet megoldasa nagyobb
dimenziéban, majd adott esetben az igen nagyméretii szingularis
matrixd egyenlet megoldasa komoly gondot jelenthet. Eppen ezért
elméleti jelentésége mellett a gyakorlat szamara is fontos kérdés,
hogy adott matrixhoz lehet-e olyan masikat taldlni, amelynek
sajatértékei megegyeznek az eredetivel. Az (j matrix sajatértékei
esetleg konnyebben meghatarozhatdk.

Definicio

Legyen A € C"*" tetszbleges matrix és T € C"*" nemszingularis.
Ekkor az A — T AT leképezést hasonldsagi transzformaciénak
nevezziik, és ha B = T1AT, akkor azt mondjuk, hogy A és B
hasonlé.
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Tétel

Ha A és B hasonldak, azaz B = T AT valamely nemszinguldris
T matrixszal, akkor A és B sajatértékei megegyeznek. Tovabba, ha
egy A sajatértékhez az A matrix x sajatvektora tartozik, akkor az
y = T~ !x a B sajatvektora.

Bizonyitas

Definicié szerint
Ax =X x & T Ax = AT x & TIAT(T'x) = \(Tx) & By = \)

ami bizonyitandé volt.
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Matrixok sajatértékei, sajatvektorai

Vannak matrixok, amelyek spektruma a matrixbdl kiolvashaté.
Azonnal latszik, hogy a diagonalmatrixok sajatértékei a f6atld
elemei, de hasonléképp rogton lathatd, hogy ugyanez a helyzet a
haromszogmatrixoknal is. Azokndl is a foatldbeli elemek szorzata
adja a determinanst és az A — A/ olyan haromszogmatrix, melynek
foatldjat az ajj— A értékek alkotjak. Felmeriil tehat az ilyen alaki
matrixokra valé hasonlésagi transzformacid kérdése.

Definicié

Egy A métrix diagonalizdlhatd, ha van olyan T matrix (det(T)
#0), hogy a T~LAT hasonlé métrix diagondlis.
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Megjegyzés

A diagonalizdlhatésag pontos feltételét meglehetdsen bonyolult
ellendrizni, kivitelezése ugyancsak. Eppen ezért inkdbb elméleti
jelentéségili. Haromszogmatrixra valé hasonldsagi transzformaciot
szintén nehéz taldlni. Viszont ismeriink olyan numerikus eljarast,
amelyik hasonldsagi transzformacidk végtelen sorozatdval
"kinullazza" a f64tlé alatti elemeket, mikozben a diagonalis elemek
is konvergdlnak. Vagyis elég messze elmenve a sorozattal, a
foatldban 1évo elemek az eredeti matrix sajatértékeinek jo
kozelitései, fiiggetleniil attdl, hogy a foatlé folotti elemek
konvergdlnak-e vagy sem.

Fenti megjegyzésiinkben szerepld eljarast nem ismertetjuk.
Ismertetjuk viszont azt, amibdl altaldnositdssal szdrmaztathaté az

" s

emlitett (a f64tl6 alatt "nulldzd") médszer.
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A hatvanymédszer

Sok gyakorlati problémanal a legnagyobb abszoldt értéki
sajatértéknek donté szerepe van, ezért azt dominans sajatértéknek
nevezziik. A sajdtértékek sorszamozdsa akaratlagos, de rendszerint
Ugy szamozzuk, hogy teljestiljon a kovetkezo:

IA1] > |X2| > ... > |\, Ekkor tehdt a A; a dominans. Altaldban
mindegyik sajatértéket felsoroljuk. Valamely sajatérték
multiplicitdst ugy vessziik figyelembe, hogy annyiszor szerepel,
amennyi a multiplicitdsa. A sajatvektorok kozil is megadunk
minden felsorolt sajatértékhez egyet, tehat n darabot adunk meg:
X1,X2 ..., % (akkor is, ha azok nem feltétleniil linedrisan
fliggetlenek). A domindns sajatérték kozelité meghatdrozdsira
szolgdlé egyik mddszer alapgondolata von Mieses-t6l szarmazik,
ezért szokas Mieses-mddszernek is nevezni.
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A hatvanymédszer

Tegylik fel, hogy az A € R"™" valds matrix sajatértékei is valdsak,
a dominans pedig egyediili, azaz

’/\1’>|A2’22’)\n’ (4)

Tegyiik tovabba fel, hogy a v(9) kezd&vektort sikeriilt dgy
megvalasztani, hogy el6allithaté a sajatvektorok olyan linearis
kombindcidjaként, amelyben x; szerepel, azaz alkalmas «;
konstansokkal: v(® = a1xq + asxo + ... + QpXpn, ahol ag # 0.
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A hatvanymédszer

Képezziik a v = Av(k=1) = Aky(0) (k =1,2,...) sorozatot. (Itt
a zardjel nélkili felsé index hatvanykitevo; ez is magyarazza a
médszer elnevezését.) A kiinduld feltevések miatt

v = A0 = Alaaxy + aoxo + ... + apxp)
= 1A1X1 + aAoxo + ...+ apApXn,

illetve

v = AV = A AT e ST L anNEixg)
= al)\’fxl + agx\’z‘xz + ...+ oe,,)\ﬁx,,

k k
= )\’1‘ (alxl—{—ag(i\‘i) x2+...—{—a,,<§‘\—:) x,,).
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A hatvanymédszer

Legyen y € R” tetsz8leges olyan vektor, amelyre y T v(k) #0.
Ekkor

>

k+1
k+1 i
yTAVR) T (k1) AT (O‘lyTX1+Z,r]_20‘i (AT) yTXi>

T, T,k N
Y 4 Ak (alyTx1+ Y i (i—;) yTx,->

4’)\17

ha k — oo, mert (4) miatt [Ac/A1] < [Ao/A1] <1 (k > 2).

Ugyanezért
v(K)
— — 1X1.

Af
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A hatvanymédszer

A v(K) teht egyre " parhuzamosabb” lesz x;-gyel, azaz maga is
egyre jobb kozelitése egy Ai-hez tartozd sajatvektornak. Gondot
okoz viszont, hogy komponensei a A\; abszolit értékétdl fliggben
egyre nagyobb abszolit értékiiek lehetnek, vagy gyorsan tarthatnak
zérushoz. Mindkét eset numerikusan el6bb utébb kezelhetetlenné
valik. Megoldast jelent viszont, ha idénként, leginkabb minden
lépésben osztjuk egy szimmal (hisz a hossz valtozasaval egy
sajdtvektor sajatvektor marad). Legkényelmesebb, ha normalunk,
azaz a sajat oo jelli normajaval osztunk. Osszefoglalva, az
algoritmus a kovetkezo:
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A hatvanymédszer

A hatvanymddszer algoritmusa
Input v e R, e (e > 0)
for k=1,2,... z(K = Av(k-1)
e =y Tz /yTyk=1)  (yT ¢ R", lépésenként véltozhat,
de y Tv(k=1) £ ()
v(k) = Z(K)/ HZ(k)HOo

end
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A hatvanymédszer

A fentiek alapjan fennall, hogy

N0

— X1, Yk — Al

A v(K) — x; konvergencian itt azt értjiik, hogy v(k) hatdsvonala
tart x; hatdsvonaldhoz. A v(K) sorozat elemeinek komponensei
vdltakozé elojeliiek, ha A1 negativ. Az y vektort altaldban
egységvektornak valasztjuk lgy, hogy ha ‘v,(k_l)’ — Hv(k_l)Hoo,
akkor legyen y = e;. Ekkor tehat csupan két komponens
hanyodosat kell kiszamitani: vy, = zl-(k)/vi(kfl); azt a kettot, ahol a
nevezében szerepld v(k—1) legnagyobb abszoliit értékeli
komponense &ll (amirdl rdaddsul azt is tudjuk, hogy 1 vagy —1).
Az eljards a |\2/)\1| nagysagrendjétdl fiiggé konvergencia
sebességgel rendelkezik. A mddszer er8sen érzékeny a v(©)
kezdGvektor megvalasztasara is.
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Ha a3 = 0, akkor az eljards nem konvergdl a A\; dominans
sajatértékhez. Bizonyos matrixosztdlyok esetén igazoltdk, hogy
véletleniil valasztott v(%) kezd8vektorok mellett 1 valdsziniiséggel
konvergal az eljards. Komplex sajatértékek, illetve tobbszoros Ag
esetén az eljardst médositani kell. Az eljaras konvergencidjat
gyorsitani lehet, ha az A— o/ ln. eltolt matrixra hajtjuk végre, ahol
o alkalmasan megvdlasztott szdm. Az A — ol matrix sajatértékei
ui. (mint azt a 8 tételben lattuk): A\1 —o, Ao —0,..., s — 0. A
konvergenciat befolydsolé |[Ax — o| / |A\1 — o pedig a o lgyes
megvalasztisdval kisebbé tehetd mint |Ap/A1].
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A hatvanymdédszert az

Il AV = 3@,
= <e (5)
IV v

kilépési feltétellel szokas ledllitani, ahol ry a v, és v(K) (1)-hez
tartozé rezidualis hib3ja.
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A hatvanymédszer

Keressiik meg hatvanymddszerrel az el6z6 példaban szereplo
matrix dominans sajatértékét és a hozzatartozoé sajatvektort.

Megoldas

J6 kezdovektort nem mindig sikertl taldlni, kiulonosen ilyenkor,
amikor nincs n darab fiiggetlen sajatvektor. Induljunk ki a

v =[2,2,2]7-b8l. A szamitsi erdményeket tablizatba
foglaltuk.

Linedris algebra numerikus médszerei
9. el s



A hatvanymddszer
0000000000 e000

A hatvanymédszer

Megoldas

2" Y v’ I

[12,2, —20] 6 | [0.6000,0.1000,—1] | 6.9
[—0.1000, 0.1000, 0.9000] | —0.9000 | [~0.1111,0.1111, 1] | 2.6556

[-0.6754,0.0088,1.7982] | —1.7982 | [—0.3756,0.0049, 1] | 0.3286

[0.8006, 0.0000, —2.0009] | —2.0009 | [0.4001,0.0000, —1] | 0.0014
Ak=12,...,6,...,15 Iépéseket tiintettiik fel. A konvergencia
meglehetdsen lasstinak bizonyult, mint lathatjuk. Most a ¢ = 0.8
eltoldssal, az A — ol-re végrehajtva az algoritmust, mar k = 4-nél
elértiik azt, amit az el6bb a 15-ik Iépésben. k = 15-nél pedig
megkaptuk az eredményeket a szabvanyos duplapontos
aritmetikdban elérheté maximalis, azaz 16 decimalis jegy
pontossaggal.
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A hatvanymédszer

A hatvdnymddszert, amely igen eldnyos lehet nagyméretii ritka
matrixok esetén, leginkabb a legnagyobb, ill. a legkisebb abszolit
értékii sajatértékek meghatdrozasira haszndljuk. Ez utdébbi a
kovetkezOképpen torténhet. Az A~! sajatértékei: /\%, e /\in Ezek
kozil a legnagyobb abszoldt értékil sajatérték )\in lesz. Itt sem
szokés invertdlni, hanem a z(k) = A=1y(k=1) helyett az

Az(k) = y(k=1) egvenletrendszert megoldani; legkényelmesebben
LU-médszerrel.

A (5)-ben szerepld ry rezidudlis hiba (vagy a relativ hibdja)
kicsiségétol azt reméljiik, hogy nagysagrendben valéban jél adja
vissza a k-adik kozelitések hibajat.
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A hatvanymédszer

Sajnos ez nem mindig igy van. Tekintsiik az

=[]

matrixot, ahol € ~ 0 kicsi. Az A (g) matrix sajatértékei 1 + /e
Legyen vk = 1 és x; = [1,0]". Ekkor a kézelitd sajatérték
tényleges hibdja £,/ de

e[

2
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A hatvanymédszer

Ha most példaul ¢ = 10710, akkor a rezidulis hiba 6t
nagysagrenddel pontosabbat mutat, mint a tényleges hiba.
Ovatosan kell tehat a (5) eredményét kezelni.

Végiil megjegyezziik, hogy rangszdmcsokkent6 eljarasokkal és
egyéb mddositasokkal a Mieses eljaras alkalmassa tehet6 az osszes
sajatérték-sajatvektor meghatarozdsara is.
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